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1. 


De potestatum periodis, radieibus primitivis 
residuisque quadratieis, 


Auctore 


C. F. Arndt 


matlı. stud. in Universitate litteraria Gryphiswaldensi. 


Quoniam in disquirendis rebus, quae ad numerorum spectant doc- 
trinam, oceupatus forte detexi, de residuis quadraticis theoremata 
simillima iis exstare, quae de potestatum periodis radicibusque pri- 
mitivis per virum clariss. Gauss in Jucem prodierunt, ut videre li- 
cet in ejus Disquis. Arithm. pag. 73 sqq., finem in sequentibus mibi 
proposui, ut arctissimum horum theorematum vinculum, quatenus 
fieri possit patefaciam. @luaerenti mihi in hac arena etiam nota se 
obtulit, ex qua facillime dijudicari possit, utrum in congruentia 


1.2.3.4....2p> —-D)==l(mod.p) 


designante » numerum primum formae Az +3, signo superiore 
utendum sit an inferiore. @uodsi vituperes, quod praeter nova 

“ etiam satis nota receperim, tamen novis adhibitis plerumque demon- 
strandi methodis studioque rem ita instituendi ut latius pateant 
theoremata, excusatum me esse velim. Sed longiores sumus quam 
necesse est et ne verbis solum attingamus ea quae volumus osten- 
dere, ad rem ipsam veniamus. Initium autem faciendum erit cum 
propositione jam ab ‚Euclide inventa et in doctrina numerorum haud 
dubie memoratu dignissima. 


A. De numeris primis in universum agitur. 


8.1. Numerus quicungque primus qui neque unum ne- 
que alterum duorum numerorum metitur etiam produ- 
ctum horum. non metietur. 

Demonstratio. Ut demonstrandi methodus latius pateat, assu- 
mamns utrumque numerum datum numero. dato primo esse majorem, 
et designemus numeros datos per @, Ö, numerum primum per 7. 
Residua illorum ex divisione per 2 relieta sint «, ß, ita ut eos hoc 
modo liceat exhiberi a—=mp-+0o, ö=np--P, ubi uterque «a, 
minor quam 9 atque 72, »» sunt mtegri. Productum igitur #6 for- 
| Theil IT. 1 


! 


en 


2 


mam habebit Xp -+oß, quam ob rem si @Ö per » divisibile esset, 
etiam productum «@ß per » divisibile esse oporteret. Itaque res eo 
reducta est, ut demonstretur, numerum primum > productum aliquod 
aß metiri non posse, cujus factores ambo sunt minores quam 7. 
Hoc vero ita probamus. 
1. Si duplum ipsius ß vel 2% per » divisibile esset, numerum 
5 | 


integrum 7 unitati aequivalere oporteret, quoniam P<“p, 22», 


2, Neque vero aequatio 2#=p locum habere potest, quia 


P . . ..e .. 
tum numerus primus impar >» per 2 divisibilis esset. 


2. Etiam triplum ipsius ß vel 3% primus p .non metietur. Nam 
i . ; 3 
si fieri posset, numerum integrum Er aut 1 esse oporteret aut 2, 


quoniam 35<<3p, atque rn Si. vero haberetur aequatio Ti 


vel 3? =, ipse » per 3 divisibilis esset, quod fieri nequit, quia 2 
non est 3 ex suppositione. Si denique esset n—. vel 3$ =2py, 


ipse 2» per 3 dividi posset, quod primo casui repugnat. 
uia » productum 2 non metitur secundum |, etiam ex eadem 


causa 2.2 vel AP metiri nequit. 
4 @uando 5 per » divisibile esset, una harum aequationum 


locum habere deberet a Bukar Big: mh, quoniam 


5% <5p. In priori casu esset 5 ==p atque > per 5 divisibilis; at- 


qui » non est 5, nam valores ipsius @ semper sunt minores quam 


5) 
>; in secundo casu haberetur 5# —=?2p atque = integer contra 1., 
» » 3P . ar ’ 
in tertio casuı 9 —3p atque 5 Integer contra 2., in quarto deni- 


que casu 5P —=4Ap atque 2 integer contra 3., ergo » productum 5ß 
metiri nequit. 

5. @uomodo ulterius progredi possimus satis intelligitur, sed 
ut theorema in genere demonstretur, assumamus verum id esse pro 
omnibus ipsius & valoribus inde ab 2 usque ad primum quencunque 
ipso > minorem, ita tamen, ut inter hunc et » alius etiam numerus 
primus »’ exstet. Priorem designemus per p»”. 

Jam dico pro omnibus factoris & valoribus inter p” et »' theo- 
rema nostrum valere nec minus pro ipso >’ quem numero primo p' 
proxime majorem esse accipiamus. Nam Si quichuque numerus com- 
positus inter primos »” et »’ in factores primos hoc modo resolvitur 
4eB> Ce... patet ipsos A, 2, C... minores esse quam ». Jam 
vero ex suppositione theorema valet pro 4.Pß, ergo pro A. A—=A?P, 
hinc pro 4. 4?P=A°P, universim pro A«P. Quo facto propositio 
valebit pro Aeß. B=A«D.P, hine pro A«B.P. B=A«B°P, 
universim pro 4«2°ß. Hoc modo progredi licet facillimeque perspici- 
tur revera productum A«B>Ce... per 2 non divisibile esse. Nunc 
denique 'etiam »’ß per > non divisibile erit:. Nam si fieri posset, 


numerus integer 24 unus ex his esse deberet 1, 2, 3,...29—1,. 


quoniam P <p, ph <p'p, Pr. Erit igitur »'ß. aut. 7, aut 29, 


R 


3 


aut 379,.... aut (»’—1)p. In priori casu P, esset numerus Integer q. €. 
a. quia » non’est p’ atque > primus. In secundo casu haberetur numerus 
. » P } ! 

Integer 7 contra 1. vel supp., in tertio, quarto, quıinto, etc. casu 


+ a np ER DM essent integri contra ea, quae sta- 

tuimus. Hinc 'sequitur si theorema valeat usque ad productum p”ß 
‚etiam pro producto N. verum esse designante M numer. quencun- 
-que’inter p" et »’ nee minus pro »’ß ita ut inter 2” et >’ numerus 
non exstet primus. | 

Jam vero: propositionem demonstravimus pro productis 2, 3ß, 
Aß, 5; ergo (5) valebit pro 6ß et 7ß, hine pro 8ß, 9P, 108 et 11ß, 
hine pro 126 et 13%, ex quo sequitur veram eam esse pro pro- 
ducto aß. 

*  Aliam et quidem simplicissimam demonstrationem videre licet 
in Disq.' Arithmet. | 

$. 2. Duorum numerorum productum, quorum uter- 
que ad numerum quencunque 2 est primus, ipse hic non 
metitur. 

Resolvatur » in factores duos p’ et Y% quorum unus p’ sit nu- 
merus primus ita ut habeatur 7=p'y. Quodsi produetum numero- 
rum datorum quos @, # vocemus, per » divisibile esset, etiam per p’ 
manifesto dividi posset. Ipse »’ autem nullum horum @, Ö metietur, 
nam si ex. gr. @ esset multiplum hujus primi 7’, ipse p’ quum «@ 
tum » metiretur, quo’ facto z’ et » divisorem‘ communem haberent 
contra hyp. Ergo primus 2’ neque @ neque Z metietur neque igi- 
tur productum ($. 1.), quam ob rem «6 per p non erit divisibile. 

Coroll. I. Si quisque numerorum a, 6, ce, d... ad num. 
quencunque » est primus, hic ipse productum adcd.. non metietur. 
Nam propositio valet pro @6, hinc pro ade, hine pro abed... ergo 
universim. 

Coroll. 2. Etiam potestas aliqua puta @% cujus exponens nu- 
merus integer positivus, per numerum quencunque 2 ad @ primum 
divisibilis: esse nequit. 

$. 3. Quando p ad a, d, c,... est primus productum- 
que adbe...Z per p divisibile est, Z per p» divisibilem 
esse oportet. 

| Resolvatur » in factores primos aequales inter se vel diversos 
hoc modo p, p”, p”, p'’, quorum multitudo ex. gr. sit 4. Quia 
abe.. Z. per p, ergo per »’ divisibilis est >’ hujus producti facto- 
rem Z metiri debet ($. 1.); si enim Z non metiretur etiam abe.,Z 

Eu A ; E abc... 
metiri non posset. ‚Qua re poni licet Z=p'Z’ eritque E77 
= numerus integer. Sequitur productum ade... Z’ per p” 
divisibile esse, ergo etiam Z’ ($. 1.) ita ut poni liceat Ag: 92%, 

ehe. Zeuinnuehern.Z% a 5 
eritque —_ —- = ——,— pr numerus integer. Quia Igitur abe..Z 


. 39 
numeri —, 
pP 


ipse num. pp metitur, etiam 7” hoc produetum metietur, quam 
WESEL: 4. 5 i abc..Z alce..Z" 
ob rem poni licet Z’=p"”Z"" eritque — — = ——y—— nume- 
zus integer. Ponamus denique, quia Z” per p’” dividi potest, 
zZ" — p'’ Z’Y habebimusque per substitutionem Z=p'Z = p'p"Z" 
1? 


4 


—=yp'pP" 2" —pp’p"p’ZY —=pZ'’, ergo revera Z per 9 divisi- 
bilis est. | 

$. 4. Duo numeri secundum tertium,- quem semper positivum 
esse oportebit, congrui dicuntur aut incongrui proutfi hie illo- 
rum differentiam 'metitur aut non metitur,. #uorum numerorum, 
quem tertium diximus, utriusque modulum et quidem alterum 
alterius residuum auf non-residuum vocemus. Congruentia 
signum hoc adoptatum est (=), ita ut si num, @ num. Ö sec. mo- 
dulum 72 congruus est, ita seribendum sit = (mod. =). Si igi- 
tur uterque @, 5 minor est modulo »2, hi numeri secundum 22 con- 
grui esse nequeunt, nisi @—=L. Si vero a>m, b<m ipse 5 
erit residuum ex divisione numeri @ per 72 relictum. Nam quum 
ea—b per m divisibilis sit ponendum erit @—b=k.m, vel 
a—=k.m-—-b, ex quo sequitur 5 esse residuum ipsius @ per = 
divisi. Si denique 4 num. @ sec. = est congruus, ipsum 5 residuo 
ex divisione numeri @ per 32 relicto congruum esse oportebit. Qui- 
bus notionibus stabilitis patebit, cuivis numero @ in hac serie 


ee ee | 


residuum respondere secundum modulum >2 et quidem unum tan- 
tummodo nempe id residuo aequivalebit ex divisione numeri & per 
m velicti. 

Haec residua modulo minora alicui numero congrua hujus resi- 
dua minima sec. mod. prop. vocantur. 

$. 5. Inter theoremata quae statim sub aspectum cadunt, haec 
sunt referenda. 

1. Si bini numeri sec. mod. quencunque sunt congrui 
etiam summa priorum,summae posteriorum sec. eundem 
mod. erit congrua. 

2. Quando quisque duorum numerorum aliorum duo- 
rum cuique congruus est, etiam priorum differentia po- 
steriorum congrua erit differentiae. 

3. Productum numerorum quotcunque, quorum quis- 
que aliorum cuique numerorum congruus est, horum 
ipsorum producto erit congruum. 

Sit enrim «=Ö (mod. »), =b, d”=Ö" etc. eritque pro- 
banda congruentia aaa” ete.=bb!l" etc. (mod. 72). Quoniam diffe- 
rentiae @—b, @ —L, a” — 0”, etc. per zz divisibiles sunt ($. 4.) 
statuendum erit 


a—b=km, «—U— km, ad —W'— km, etc. 





vel 
a—=km+b, —km+V, ad" —K'm+ 2”, etc. 


ubi A, %, %” etc. sunt integri Zero non excluso. 

Productum @@'@” etc. formae esse Ara + bb'Ö” etc. facile per- 
spicitur, qua re differentia aa’@” — LV'0" etc. formae .erit Ara, at- 
que per »2 divisibilis 1. e. ao’a”..=bU0"... (mod. m). 

4. Quando congruentiae | 


a=b,c=d (mod. ) 


a dh 2 ® 
locum habent atque az sunt integri productumgue.c@ 


5 


ad zz» est primum etiam haec locum habebit congruentia 


b 
— = z (mod. »). 
Ex 3. sequitur @d= de, quo facto differentia @d— de tanquam 
RE N ., ad—bc km 
per 72 divisibilis forma exhibetur Az; tum erit —;— = — vel 
' cd cd 


a b___ km 
ET: | 

Jam vero ed ad »2 est primus, ergo ($. 3.) & per cd erit divi- 
sibilis atque E integer, quam ob rem = — 77 multiplum erit ipsius 
m 1. €. — = = (mod. 72). | 

$. 6. Numerus indeterminatus 2 ita semper potest 
determinari ut expressio @=°—+-Ö secundum modulum » 
ad @ primum cuivis numero fiat congrua vel quod idem 
valet congruentia &x--d=c (mod. m) semper poterit re- 
solvi, si quidem = ad « est primus. 

Consideremus produeta haec 


a, 2a, 3a, Aa, .... (m — 1)e. 


Quum ad 2 sit primus nullum horum productorum per 72 erit di- 
visibile; nam si quodcunque illorum ka (Ak < 2) ipse 2 metiretur 
‘etiam -% per 72 .divisibilis esset, quod fieri nequit ($. 3.). Et quidem 
omnia producta sunt sec. 72 Iincongrua. ı Si enim duo quaelibet per 
ka, k’a designamus ita ut A <a, A'<C m, differentiam ka — ka 
— (k — /')a ipsum 2 metiri oporteret, ergo (4 — X') ($. 3.) quod 
fieri nequit. Horum igitur productorum  residua minima ex divi- 
sione eorum per 32 relicta erunt  ordine neglecto haec 


ı EDER PB 


Jam vero differentiae ce —Ö residuum minimum positivum inter illa 
residua .oportet inveniri, quam ob rem e—Ö alicui productorum, de 
quibus agitur, congrua erit. ‚Sit hoc produetum Aa eritque 


ka=c—bvel ka-+-b=c (mod. »). 


Coroll. Quando @ et 22 divisorem comm. habent maximum d 
congruentiae ae +-b=c (mod. 72) satisfieri nequit nisi ce — Ö per 
d est divisibilis. Nam quum congruentiam hane pro modulo d non 
minus quam pro modulo 72 oporteat locum habere, numerus e — Ö 
per d erit divisibilis. Ceterum si resolvi potest ad allam reducitur 

Ax e—b m. 
Erz = nn (mod. 7) 


” R A A z am . 
in qua ad modulum 7 est numerus primus. 

$. 7. Q@uando »p est numerus primus numerum .Z non 
metiens plures quam z secundum modulum p valores in- 


congrui variabilis x non exstant, qui congruentiae 
Azxr + Baer Ca + et, +>- M2+-N=0 


secundum eundem mod. satisfaciant. 
1. Si 2 unitati aequivalet propositio nostra ex paragr. praeced. 
ıllico sequitur, 


6 


2. Si vero » unitatem superat, congruentia si fieri.possit plu- 
res quam exempl. gr. »-4-1 valores admittat incongruos @, f, Y, 7) 
etc. Tum erit 


Aar ++ Bar1-+- Cor? etc. + Mu-+-N=(0 (m. p) 
Aßr + Br O9r72 etc. - MP +-N=V0V 
ergo . ® . © . . ® . . . Y 
A(or — pr) + Bor — Pr) etc. + Mae —P)=. 
Potestatum differentias quae in hac congruentia reperiantur, per 


a — ß divisibiles esse satıs notum est, facillimeque perspieitur con- 
gruentiam forma exhiberi 


(e — $) (Ar+ BR CR et. + Z$ HM) =0 


ergo erit 


AP——+ BP + C'P53 et. + ZP HM =0 

quoniam «—f per > non diyisibilis est, nam «,.ß sunt valores in- 
congrui, Jam quum multitudo horum 0, P,y; Os ac sit 2-+-1 at- 
que ipsum & cum aliorum quoque combinarı liceat, manifesto z con- 
gruentiae formae, quam modo diximus, habebuntur et quidem omnes 
sunt (2 — 1)® gradus. Congruentia igitur (2 — 1)“ gradus admit- 
tet » valores incongruos, ex eadem causa  congruentia (2 — 2) 
sradus 2#—1 valores incongruos. Qua concelusione continuata seque- 
retur congruentiam primi gradus admittere 2 radices diversas, quod 
fieri nequit ($. 6). Multo minus plures quam 2 +1 radices diver- 
sae congruentiae propositi »!© gradus satisfacient. 

8.8. Designante YN multitudinem numerorum ad N 
primorum ipsoque mimworum et 2, 2, #”, etc. omnes divi- 
sores numeri N unitate et ipso M non exclusis semper 
erit ga +gya'—+- ya” -+- ya” etc. —= MN. 

1. Quando N est formae p” vel numeri primi potestas, omnes 
ejus divisores sunt hi: 1, », 9°, p°,...p% Multitudo numerorum 
ad 9” primorum eoque minorum est »°-1(»—1), ergo 


pl + 9p + 9p? + yp’ +... 9" 
=1+(—1)+pp—1)+pp—)) eta + pro — 1) 


quam summam potestati »” aequivalere ex doctrina serierum constat. 

2. Quando N est numerus compositus puta 439 Ce etc. qui- 
cunque hujus divisor forma A/BsCt.., exhibetur, ita ut expo- 
nentes /, 3, A vel nonnulli eorum etiam evanescere possint, atta- 
men minores sint resp. quam @,Ö, c,... Poterit igitur f omnes 
valores inde ab Zero usque ad @, g omnes valores inde ab Zero 
usque ad 6, % omnes valores a Zero usque ad ec etc. accipere. Et 
si valoribus his respondentes potestates inter se combinantur, mani- 
festo omnes numeri N divisores exstabunt. Jam dico, si numeri 
F, @, 4 etc. sint ad singulas potestates AS, 23, C* etc. primi 
etiam productum FG@H.. ad illud A/BsC"... primum fore. Nam 
quum hi modo factoros A, 3, C.. productum A/BsC,.. possint 
metiri, si producta A/B3C".., FG/l.. divisorem communem ha- 
berent, unum ex factoribus A, 2, C... simul ea metiri oporteret 
ex. gr. A. Tum autem 4 tanquam primus aut 7" metiri deberet, 
aut @, aut ZZ etc. v. c. F, neque vero AS ad 7 .esset numerus 
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rimus contra suppositionem nostram. Vice versa quicunque numerus ad 
AS/BsC"... primus factores modo involvet quorum nullus cum po- 
testatibus AS, Be, C*.. habeat factorem communem. Nunec repe- 
riantur numeri ad A°, 4’, 4?,.. 4 primi singulisque non majo- 
res, deinde numeri ad potestates 3°, D', 3?,.. 2 primi singulis- 
ue non majores similiterque de ceteris, C°, C'. C?,... Ce. Primo 
run multitudo erit 4@, secundo 2°, tertio C” etc. ex prima 
parte. 

Quodsi numeri de quibus agitur inter se combinantur, ex prae- 
cedentibus patebit, omnes numeros exstare ad Jivisores numeri X pri- 
ımos ipsisque non majores manifestoque multitudo habebitur Je3% Ce 
etc. sive N. 

Aliam licet videre demonstrationem huj. prop. in Gauss Disq. 
Arithm. pag. 33. 


B. De numerorum periodis, radicibus primitivis resi- 
duisque quadraticis. 


$. 9. Quum Fermatii theorema in sequentibus maximi sit 
momenti in memoriam id revocabimus sed ita enunciatum, ut latis- 
sime pateat, nempe ut sequitur. 

Quando numeri a, p sunt inter Se primi, semper con- 
gruentia 
ar = 1(mod. p) 
locum habebit, denotante 99 multitudinem numerorum 
ad p primorum eoque minorum. 

Significatis omnibus numeris ad >» primis eoque minoribus per 


ale 


D 


statim patebit, nullum horum productorum 
0.0, Ian: Qua 


per > divisibile esse ($. 2.), deinde producta de quibus agitur se- 
cundum 9» esse incongrua. Nam si universim haberetur O,a = O)@ 
denonantibus ©,, ©, numeros ex his ©,, ©,,... Ou differentiam 
O a— O,a ergo O,— ©, per modulum esse divisibilem oporteret, 
quod fieri nequit. Tertio dico quodvis residuum ex divisione pro- 
ductprum illorum per 2 relictum ad » esse primum. Nam si resi- 
duum producti alicujus O,a est 0 vel O,« = E quicunque residui Q 
divisor productum Oz metiri deberet, siquidem etiam numerum pri- 
mum 9 metiretur,. Tum autem aut O, aut = cum 9 haberet divisorem 
communem contra ea, quae statuimus. @uum igitur productorum 
residua sint inaequalia, ad 7 prima nullumque evanescat, residua 
haec ordine neglecto his ipsis ©, .9,.0,... Ou aequivalere sta- 
tim perspicietur. Ergo hanc habemus congruentiam 


O,a. O,a. O,a. .. Ou=O, 9, . iR ... Ou (mod. p) 


vel hane ©,0,09,..Qu (aIP—1)=0, Jam vero p ad productum 
0,0,..Ou est primus, quam ob rem ($. 3.) difierentia «/? —1 
per p» divisibilis esse debet i. e. «??’=]1 (mod. p). 

Quando » est numerus primus omnes ad 7 primi eoque mino- 
res sunt 


| 


8 


ergo «r1=1 (mod, 7) quo modo vulgo enunciatur Fermatii theo- 
rema. | . | 

$. 10. Pedetentim vero quaestio sese- offert, num etiam infe- 
riores potestates quam (pp)’“ unitati secundum 9» possint congruae 
fieri? Hoc argumentum mox aggrediemur, sed id certe contendi 
poterit, exponentem infimae numeri alicujus z potestatis 
unitati congruae aut numero Qp aequalem esse aut eum 
certe metiri. 

Si enim «€ esset infima numeri @ potestas unitati secundum 9 
congrua et Z numerum pP non metiretur, ponere liceret pp=mt-Hr, 
ita ut = non evanesceret minorque esset numero Z. Erit autem 
afp =] i. e. art+r vel art. a’ unitati congrua; jam vero aut —1 
ergo @«’ =] exstaretque minor num. @ potestas quam Z@ unitati 
congrua contra supp. nostram. 

Quando autem «* est infima numeri @ unitati congrua potestas, 


/ 


hae 
u, 0 she 


secundum 9» erunt incongruae, Nam si esset «= «* ita ut nullus 
horum x, x’ exponentem Z superaret, haberetur a°-#=]1 (m. p) 
($. 5. A.) quo loco statuimus esse «>x" Atqui <— x’<“Z, ergo 
a! mou esset infima unitati congrua potestas. Nec minus potestates, 
quarum ‚exponentes inter Z—+- 1 et 27, inter 27—+-1 et 37, inter 
32-1 et At etc. continentur, incongruae erunt. Nam quancunque 
potestatem, cujus exponens inter +1 et 27 contineatur, potestati 
= et Er 


_—_2£ congruam fieri facillime intelli- 


— 


alicui cujus exponens 


getur. Idem valet de reliquis. Potestates vero «af, a, adt,... amt 
omnes secundum 9 unitati fore congruas id quoque quisque perspi- 
ciet. Habetur igitur periodus nempe potestatum Series, quarum 
residua minima Sunt inaequalia omniaque ad modulum prima. Ce- 
terum si @° est inlima unitati congrua potestas atque «= a® (mod. 
p) etiam r=0 (mod. 7) erit; nam =%=|1, qua re differentiam 
numeri Z multiplum esse oportebit vel r=.g (mod. ?). Vice versa 
quando congruentiam habes »=0 (mod. 2) etiam hanc alteram ha- 
bebis @ = a® (mod. p). 

Si a® est infima radieis © potestas unitati secundum modulum 
quencunque 9 congrua, @ ad exponentem Z pertinere, cum 
Kulero in sequentibus dicemus. 

$. 11. Numeros, in.quorum periodis omnes ad modu- 
lum primi eoque non majores numeri reperiuntur, radi- 
ces primitivas vocabimus. Sequitur ex hac definitione, expo- 
nentem, ad quem radıx primitiva pertineat, aequalem esse multitu- 
dini numerorum ad modulum primorum eoque non majorum. Perti- 
neat enim radix quaecunque primitiva @ ad exponentem 7 eritque 
a! infima numeri @ potestas unitati congrua. Jam vero @ ad mo- 
dulum primus nec minus @?, @°,....«t omniaque harum potestatum 
‚residua minima sunt inaequalia. Quia igitur ‚periodus haec 7 nume- 
ros ad modulum primos complectitur ceteraeque potestates eadem prae- 
bent residua, ut omnes ad modulum primos complectatur, ipsum Z mul- 
titudini numerorum ad modulum primorum aequivalere necesse erit. 
Valde autem quaeritur, num revera pro quovis modulo radices inve- 
nianfur primitivae et si exstant, quae sit earum multitudo. Videbimus 
in sequentibus in eo modo casu radices exstare primitivas, in quo mo- 
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dulus sit 4 aut una formarum exhibeatur‘p, 29” denotante » nu- 
merum primum imparem. Priusquam autem hoc aggredimur argu- 
mentum radices congruentiae superioris gradus, in quibus nititur 
disquisitio, sunt considerandae. Sed eum statim tractabimus casum, 
in quo » est numerus primus, 

$. 12. Semper exstant numeri, quorum nulla pote- 
stas inferior quam (»—1)‘ unitati congrua est, vel quod 
idem valet, pro modulo primo radices exstant primi- 
tivae. 

@uando »—1 in factores suos primos hoc modo resolvitur 
A«B>Ce... dico inveniri posse numerum «@ ad exponentem de, 


num. ß ad exp. 2°, numerum y ad exp. C* etc. pertinentem. Con- 
TR | 





. zer 8 p—1« Arr 
gruentiam x“ =1 (mod. 7) non plures quam 7  radices ad- 


mittere diversas ex $. 7. patebit, quam ob rem quisque numerorum 


1, 2, 3,A4,...2—1 quorum multitudo major quam I , con- 





gruentiae ılli satisfacere non potest. Sit igitur & unus hujusmodi 





numerus, congruentiae propositae non satisfaciens eritque si ponitur 
Dal 
37 —oa, « numerus ad exponentum A“ pertinens. Potestatem 


enim (4@)'@ numeri « unitati congruam fore ex Fermatii theoremate 
intelligitur, Jam si exstarent inferiores numeri @ potestates uni- 
tati congruae, harum infimae exponens expon. .4@ deberet metiri 
($. 10.) atque unus esse ex his 


Ai, Aa, Ae-3, ... 0» 


Aa) pl 
Jam vero a 41— \g# — 24 ex suppositione nostra uni- 
tati non est congrua multoque minus a#4°”, «4° etc. ergo @ ad 
exponentem 4“ pertinet. Tum dico productum numerorum «, ß. y,.. 
qui ad exponentes singulos A@, 3’, Ce, ... pertineant, ad expo- 
nentem AeB>Ce.. sive a— 1 pertinere. Quod produetum ad po- 
testatem (» — 1)ter elevatum unitati congruum fore facile patet. 
Nam 04 =1, f#=1, y“ =1 etc. ergo 
a4eB> Ce .. = 1, 43» Ce Segen iM ydeB5 Ce dei l, qua ex re 
(oßy ..)4B>Ce...—=1 (mod. p) sive (aßy. paA=l. 

Quodsi productum ad minorem exponentem Z pertineret, /numerum 
p—1 metiri deberet. Sit igitur — de1bb C° etc. eritque (aßy..)? = 
(aßy ..)412°0Ce..,. Quum jam ß, Y,.. ad expomentes DD, Ce.. 
pertineant potestates A412 Ce... y4de-1BbCe.. unitati erunt con- 
gruae ergo (aßy..)! = a4'B’Ce.., Quum denique « ad exponen- 
tem _4@ pertineat, debet d@ metiri productum Ad«—127 Ce... q. ea. 


Neque igitur @ßy.. ad exponentem Je-13>5Ce,. pertinebit, multo- 
que minus ad minorem. 


$. 15. @Quoniam residua minima potestatum 








ao avast. nah] 


si modo @ est radix primitiva, sunt inaequalia illa numeris ordine 
neglecto 


1, 2, N 
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aequivalere oportebit, nec minus omnem numerum: per:» non divi- 
sibilem residuo harum potestatum alicui congruum fore,: @Quodsi 
a” = b (mod. p) » ipsius Z indicem cum Eulero, vocemus perspi- 
cieturque, alicui numero plures secundum eandem radicem primi- 
tivam respondere indices et quidem hi. indices sec. modulum »—1 
erunt congrui ($. 10.). 

$. 14. Index producti ex quotcunque factoribus com- 
positi summae indicum singulorum factorum secundum 
modulum »—1l congruus est. Etiam index potestatis nu- 
meri alicujus producto ex indice radicis in exponentem. 
potestatis secundulum eundem modulum congruus est. 

Sint primo propositi duo factores A, 2 eritque demonstran- 
dum, congruentiam 


Ind AP =1Ind A-+-Ind 2 (m. »y—]1) 


locum habere. 

Ex notione autem indicum ($. 13.) intelligitur esse si radieem 
adoptabis quancunque @ a! 4= 4A, au B=B sec. mod. p, ex 
quo sequitur aluıd 4+Id = AB. Jam vero alu! AB = AB, ergo 
etiam alnıd AB — alud A+-lıd B atque alıd AB — (Ind 4+Ind 2) = | 
(m. >»). Qua re differentiam Ind 42 — (Ind 4-+-Ind 2) numerus 
» — 1] debet metiri, quoniam «?-1 est infima ips. @ unitati congrua 
potestas., i. e. Ind I23=1Ind A—+-Ind 2 (mod. » —1). A duobus 
factoribus poterit prorsus simili modo ad tres, hinc ad quattuor, 
omnino ad quotcunque factores. Sequitur deinde Ind 4?=Ind 4A 
=Ind A—+ Ind =2ind A (m. >—1), Ind A? =3lnd 4, 
Ind A"=xlnd A sec. mod. » — 1. 

$. 15. Congruentia.2?= 4A (m. p) denotante » nume- 
rum primum aut nullam admittet radicem, aut tot radi- 
ces, quot unitates habeat divisor communis maximus 
numerorum 2 et »—1], Et quidem nullus numerus con- 

\ Peak 
gruentiae satisfaciet propositae, nisi potestas 4 d uni- 
tati fit congrua. 

Si congruentia resolubilis est sequitur ex indicum doctrina 
alnd e=Ind A (mp — 1), cui semper satisfieri potest, quando z ' 
ad »a—1 est primus ($. 6.), quo in casu unam modo admittet ra- 
dicem. Sin 2 et a—1 divisorem habent comm. max. d, indicem _ 
ipsius A per d divisibilem esse oportet ($. 6.), qua conditione locum 
habente patet congruentiam 





nlnd x _ “Ind A p—]1 
KAT PR == J (m. Kae a) 
OD D) —]1 
admittere d valores diversos sec. mod. —— vel »—1, nempe va- 


Ind E 
lores num. . — sunt hi 





Ind 4 Ind 4 y—1 dA 2(p—1) Ind A (N) (p—1) 
de Tr u nv. da DE 
Jam vero si valores ipsius Ind = sec. mod. a — 1 sunt congrui etiam 
radices respondentes congruentiae 2? = A (m.p) sec. p erunt con- 
gruae, ergo exstabunt d valores diversi. 

@Quando denique congr. prop. resolubilis esse debet, num. Ind 4 
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per d divisibilem esse oportebit vel Ind A=0 (mod. d). Sit = radix 
quaecunque primitiva eritque | 











Ind A(p—1) p—1l 
aldA=Al(md.p,a ° =A° (mp). 
EEE ’ Ind A(p—1) »—1 
Jam quum —— sit integer, erta ° =1ladeqe Ad‘ =]1 


(mod. »), qua deficiente conditione congruentiae z"=_4 (m. p) 
satisfieri nequit. | 

Coroll. 1. Quando 2=%2 congruentia x? = A (mod. p) re- 
solubilis erit, si 427-1) unitati congrua, sin vero minus non reso- 
lubilis. Ut igitur numerus aliquis quadrato sec. mod. primum congruus 

p—L 
fiat, potestas A ? unitati debet esse congrua. Quum jam »—1 
sit numerus par congruentia z?= 4 (m. p) aut nullam admittet 
radicem aut duas. eh 

Coroll. 2. Quando A=]1 congruentia x? =]1 (m. p) sem- 
per poterit resolvi, si vero I=—1 in eo modo casu, quo —- - 
est numerus par. 

$. 16. Congruentia z=A (mod. 2?) unam tantum- 
modo radicem admittet nempe 1 quando 4 est numerus 
impar, haec vero @=*=_4 (mod.4) denotante A etiam nunc 
numerum imparem, aut nullam, aut unam, aut denique 
duas. 

Propositionis prima pars tam obvia est, ut demonstratione non 
opus sit. @uod vero attinet ad alteram, sit primo A formae 42-+-1. 
In hocce casu 1 est radix neque vero 3 nisi exponens z est numerus 
par. Sit secundo 4 formae 42 +3, tum 1 congruentiae non sa- 
tisfaciet, quia Aa 3 —1==4n-+2 per A non divisibilis neque 
vero satisfaciet 3 quando 2 est par. Si vero z est numerus im- 
par manifesto 3 erit radix. ı Sequitur ex hac consideratione con- 
gruentiam ©? =1 (mod. 4) semper duas, admittere radices nempe 
l et 3. 

$. 17. ‚Sequitur ut de modulis una formarum 9”, 2p” compre- 
hensis agatur. In $. 15. inventum est, congruentam ar=|1 
(mod. 9) habere Öd radices sec. > incongruas, denotante d maximum 
communem divisorem num. 2 et a —1. Simili modo enunciabimus 
tleorema quod sequitur. 

Congruentia 2% gradus z!=1 (mod. p*) admittet d va- 
lores secundum 79“ incongruos, denotante d divisorem 
communem maximum numerorum Z, 9-1» —1), qua pro- 
positione demonstrata patebit congruentiam propositam 
non plures quam Z radices admittere diversas. 

Ponatur d=%p9 ita ut % factorem > non involvat adeoque 
k ipsum »— 1 metiatur. Jam dico 

1. Sio fuerit radix congruentiae propositae etiam «4 Apr 9 
fore radicem, designante 2 numerum quencunque per 7» non divisi- 
bilem. Ceterum illico observandum est, numerum © hunc 2 —1 
superare non posse. Sit primo 2 — O>]1 atque O==1, tum erit 


(a + Apr 9): — ot — Apr 9, (a + Apr 9) + ala + Apr9)t2 
+ 0°(@ + Ip" 9) et Ar (er Apr ey. 
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Atqui & + Ap"-9= «a (mod. 9°) quoniam a— O1, ergo 
(@ + Apr -0)t1 = at1 (mod. 9°) 
a(c —- Ipr-9)t-2 N 
0?(0 + Apr-9)3 = at—1 
(« — Jpr-9)t—1 — uot— 
ergo («+ Apr -0)t — ut = hpr—-9 , a'—1.t (mod. pr- +2) 
quam ob rem terminus in sinistra parte positus erit formae 
Ip alte + Kp?) = hpr-9tu'1 + Khpr-9r2 
quumque Q—1 habetur 
(a + Apr0)t — ot = at—1hpr0t (mod. pr+!) 
=0 (mod. »*) 


quia in hocce casu Z per » non vero per 9° divisibilis est. 'Theo- 
rema igitur valet quando a— O1 atque O—=1. Sin O'non est 
1 assumamus propositionem nostram valere pro © poteritque de- 
monstrari etiam pro O1 locum habere. Tum autem a valore 1 
usque ad 2, hince ad 3, omnino ad © ascendi poterit. Sit igitur 


(@ + Apr-9)t — at = tat—\hpr—9 (m. pr+l) 


ponaturque 7» pro Z ita ut 7» per »@+l non vero per P9+2 sit di- 
visibilis.. Habemus | 


(a —+- Ipr9)!r ip 5 
— (a + Apr 9)! — ar} |(a + Ap Od + at (a + Apr 9)! 3° 
-+ at n Ip" -9)!w3) RI: —- ap} 


verum 
+ Ip"-9= u (mod. »?), ergo 


(a + Apr OD) = a!W-1) (mod. 7?) 
at (a + Apr-o)tp-d = ut 
ot(a + Apr -9)ED 9) = ut) 
(a + Ap-o)!7-V) = atw-V. 
adeoque summa erit congrua a!W-D .p vel 
formae a«!P—D) ,p + Kp?, ergo 
(+ hp—0)tr — u? formae (14pr 9 + Apr) 
fat? -Np + Kp?} vel congrua ar Ahpr-0rp 
secundum modulum 2-2. Erit igitur 
(u + Apr =o)'r — a? = ur Ahpr—0tp (m. pr#2). 


Jam vero 2 per 9, p* Op per p*+l et (a-+-4p””0)'? — a!P per 
pr+4 divisibilis, quam ob rem | 


(@ + Apr —-o)!r — ar =0 (mod. pr+1) 
ita ut prop. valeat pro O+1. 
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Sit secundo 2— 91 atque 9], tum erit 
(a + Ap)t — ot = hp (a + Ip)! + o(a + hp)? 
—+ 0:(a + Ap)!3 + .. + win} 
Atqui 
(e+/p!1— ot1=—ipt(a+ hp)! ala + Ap)'>-+ etc. + a2} 
Deinde 
(a + Ap)!? = ut? (mod. p) 
(a + Apy>3 = ot? 
(o + / Ip) = —- t-2 
ergo summa erit congrua a—2(£—1) sec. mod. > vel formae 
ot2({— 1) + Äp adeoque 
(a + Ap)'!—!— at1 erit formae &=2(7—1) Ap + Khp? 
quam ob rem 
(a + pt — al =ot72(t— 1) Ap ne, p?) 
vel («+ Ap)t= ut ot — 1) Ap 
prorsus simili modo 
(a + hp)? = ut? + a!93(t — 2)hp 
(a + Ap)73 = a3 + Alt — 3)Ip 


ergo 


(# + Ap)! — at erit formae Apitut-1 4. 2 — Ip + Kp?} 


= 
vel congrua 4 Apta—! S = hp? (mod, 2°). 
t—1 dt—1 
Jam vero —;— est num, integer adeoqne ee, per Z atque 
igitur per 2 divisibilis, quam ob rem habemus 


(«+ Ap)t — a! = Aptat—! (mod. 2°) 
o=( (mod. 2°). 


Simili modo ut anutea ad modulos 7”, 7”+1 poterit ascendi. In omni- 
bus igitur casıbus habetur 
(@ + Apr-9)t = ot (mod. p”) 
atque (a + Apr 9 =1 
quae congruentia pro modulo »*+1 non valet. 

Ex quo facillime deducitur, numerum uk radicem congru- 
entiae propositae esse non posse, nisi forma  contineatur 
«+ pP”. Quando enim a’ ipsi @ Sduikem ? neque vero sec. 
PO le esset radix poni liceret «—=«a—- hp“ ita ut sit 
Born Tum erit («+ #p*)! = o! secundum modulum p4+® 
neque vero secund. 2” contra hypoth. 

2. Quaecunque radix congruentiae z!=1 (mod. 7%) eidem sa- 
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tisfaciet secund. 75 Jam vero haec zt=1 (mod. >) habet £ radices 
diversas ($. 15.). Sint hae radices A, 2, C,... Quodsi « est 
radix congr. prop. ipsi A secundum > congrua etiam 


+ pr9, a + 2pr9,...04+- (79 — 1)pr-9 


fore radices (ex 1) patet. Quam ob rem exstant »9 radices congr. 
nostrae ipsi Ä sec. > congruae. Idem valet de reliquis 3, CO)... 
ergo satisfacient omnino Xp® sive d si modo demonstratum fuerit 
3. Semper radicem @ congruentiae z!=1 (m. 9%) ipsi A se- 
cundum 2 congruam inveniri posse. 
Sit « radix congr. sec. mod. 7”—1 probeturque semper exstare 
radicem sec. 2” numero «& sec. 2 congruam. Ex praeced. patet 


(a + Ipr1-0)t = at + tat pn 1-0 


sec. mod. 9” ergo propter = 1 (mod. »*-1) («+ Apr 1-o)t — 1 
per pr—1 divisibilis est. ÜUt autem per 2” fiat divisibilis, 7 ita de- 
bet determinari ut 
et—1 t 
a RE N Dec 
pr +6 TB 


per > sit divisibilis. @uod semper fieri’posse inde'clarum, quod 
a ad p est numerus primus. Erit igitur & + Apr 1-0 radix 


quaesita, siquidem 2» — 1— © non evanescat. 

Sin 2—1=0® erit Z per 2”—1 .divisibilis, vel = tpr-1, 
z— !’—t(pr1— 1) atque 7— 7 per a—1 divisibilis. Quia autem 
A'=| (m. p) ert d"=]1. Quodsi ponimus 4" —=1—-/p habe- 
tur I —= Atpr— (14 /p(e"=]1 (m. 7%) ex quo sequitur, in 
hocce quidem casu quamceunque radicem congruentiae z’=1 (m. 7) 
ejusdem secund. mod. 2% fore radicem, Jam vero exstat numerus 
congruentiae <=1 (m. p) satisfaciens, hine ad modulum 9?, hine 
ad 2°,... ascendi poterit. 

$. 18. Etiam congruentia z°=]1 (mod. 29*) admittet 
d radices diversas et non plures, designante d divisorem 
commun. max. num. /, pr 1» —1). | 

Satisfaciat & congruentiae sec. mod. 2, f eidem secundum p%. 
Si ponimus N=a (m. 2)=f (m. pr) erit N= uf (mod. 2)= ff 
(mod. >”) vel M=1 (m. 2)=1 (pr), ergo Mt=1 (mod. 29*). 
Jam vero congruentia z’=1 (m. 2) unam tantummodo radicem ad- 
mittit, haec vero z=!=1 (p*) Öd radices, huic denique N= a (m. 2) 
= (m. 7”) unus modo valor qui sit <’ 29”, ergo N manifesto ha-. 
bebit 1. dd secundum mod. :29* valores incongruos. 

$. 19. Congruentia z!=_4 (mod. p*) admittit d radi- 
ces diversas. | 

Quoniam congruentiam resolubilem esse supponimus sit x ra- 
dix aliqua, vel »= 4 (mod. pr). Congruentiam x!=1 (m. p*) 
admittere d valores sec. modulum incongruos ex. $. 17, patet. Sint 
hi valores &,, &g3 z5 +. .09%. Jam dico ‚residua minima producto- 
rum 2,5 20,5, 20z,... x@g radicibus congruentiae propositae aequi- 
valere. Nam si quancunque radicum congruentiae «’=1 (p”) de- 
signamus per 0, erit «= 1, atqui z!= A ergo (zo)! = 4 (mod. 2”), 
quam ob rem x@ est radix congruentiae,, de qua agitur. Radices 
igitur erunt hae singulae 
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Jam vero omnia haec producta sec. mod. sunt incongrua; nam si 
haberetur universim z0„=x0., differentia z(&n— Um) ergo am — um 
per mod. divisibilis esset, quoniam bie ad x est primus. Atqui @„, 
& sunt radices congruentiae z’=1 atque incongrua, ergo revera 
producta, quae modo diximus, sec. mod. sunt incongrua. Neque 
vero plures quam 0Ö radices exstabunt; nam quum modulum ad x 
esse primum supponamus, numerus « ita semper potest determinari 
ut sit «x = x’ (mod. 9%) denotante x’ numerum congruentiae propo- 
sitae satisfacientem. Hinc sequitur (oz)! = A, atqui != A, ergo 
=], ita ut valor & congruentiae =!=1 (pr) satisfieri debeat. 
Quaecunque igitur radix congruentiae = A (p”) productorum 
alieui z@,, 2@,, 24,, ...x05 congrua erit, qua ex re d neque plures 
exstant radices, 

$. 20. Argumentatio $. 12. praesertim in eo vertebatur, ut 
congruentia x=1 (mod. >) non plures quam 7 radices haberet di- 
versas. @uum Jam in $$. 16. 17. 18. probatum sit‘haec etiam pro 
modulis 7%, 29”, A locum habere, nihil impedit, quominus etiam pro 
his modulis demonstratio $. 12. adhibeatur. Ex quo sequitur 
pro modulis 9, 2”, 29”, 4 designante > numerum primum 
imparem, semper radices exstare primitivas, i. e. nume- 
ros, quorum periodus omnes ad modulum primos eoque 
non majores complectatur. 

Pro reliquis autem modulis radices non exstare pri- 
mitivas, hoc modo facillime demonstratur. 

Sit modulus formae A4«35Ce.... significetque, si quidem ex- 
stare possit, N radicem pro hoc modulo primitivam, ita ut 
NAMAN)BP-UB-1)Ce-HC—1) +. sit infima num. N unitati congrua 
potestas secundum modulum AeB> Ce... Jam vero VW ad modulum 
primus est nec minus ad singulos potestates A«, 3%, Ce; ergo 


($. 9.) 
NA-1(4-) = 1 (mod. Ae) 


NB(B-1) =] (mod. 29) 
NE-C-) = 1 (mod, Ce). 


Designetur dividuus communis minimus numerorum 
AA—]1), B-UB—I]), C-UC—)... 
per d, eritque 
N=]1 (m. Ae)=1 (mod. 2’)=1 (m. (Ce)... 
adeoque 
NO=1 (mad. A«BP Ce. ..). 


Quoniam casus, in. quo modulus est numeri primi potestas aut ejus 
duplum exceptus est, numeri | 


Ae-14—1), BUB—1), C-(C—1)... 


tanquam pares non erunt inter se primi,,ergo horum dividuus com- 
munis minimus producto est minor vel 


I<4-1N4A—1) BUNB—I) C-UC-1)... 


quo facto N non esset radix primitiva contra hyp. 
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$. 21. Et adlıuc quidem ita nobis progressa ratio est ut dis- 
quisitum fuerit, num exstent necne radices primitivae; nune autem 
aliud persequamur genus determinandi scilicet multitudinem radicum 
primitivarum. Dico autem in genere 
tot numeros ad exponentem Z pertinere, quot sint ad Z 
primi ipsoquenon mejores et quidem hanc propositio- 
nem ad modulos 2%, 29”, 4 extendi licebit. Erunt igi- 
tur tot radices primitivae, quot sunt ad 7”-1(»—1) vel 
ad 2 primi ipsoque non majores. 
Primo observamus Z numeros 9”-1(» — 1), 2 metiri debere 
($..9. sqq.). @uodsi numerus aliquis @ ad exponentem Z pertinet, 
residua minima potestatum 


2 3 
FE a ARE 7 


erunt inaequalia quumque congruentia 2=1 (mod. 2) denotante 
m aliquem ex his 2%, 29”, A plures quam Zradices diversas admittere 
nequeat ($$- 16. 17. 18.), manifesto omnes ‚sgugmehktae ıllius radi- 
ces exhibentur potestatum residuis @, @°,«@°’,.. a‘, quarum quaeque 
unitati sec. 2 fit congrua. Jam res eo reducta est, ut, ex potesta- 
- tum residuis ea eligantur, quorum nullum ad minorem quam Zium 
exponentem pertineat. Dico autem si 4 ad 7 sit primus, potestatem 
a* sive ejus residuum minimum ad exponentem Z pertinere. Hanc 
autem propositionem probavero, si demonstraverim, potestates 


ak, ar, ad, ... ak 


sec. 72 esse incongruas. Si vero haberetur a?" = a”! (m. 72) de- 
signante 9, % aliquem ex his 1, 2, 3,...Z esset ($. 10.) yk=yXk 
(mod. 7) vel RE — yk— (9 —y)R ‚per 2 divisibilis ergo 9—y quo- 
niam £ ad Z primum esse supposulmus. Atqui — yw<{Z, ergo ar 
ad exponentem Z pertinet. 

Quando autem & ei Z divisorem involvunt communem Ö potestas 





R t 

Jam ta ipsius @* unitati fit congrua. Nam quum T sit integer 
k 2 

erit quia a=1 etiam (a) = ee (ar) = =]. Quodsi designa- 

mus numeros ad Z primos per A,, A, %;, .. ku, omnes hae po- 

testates 


alı, al, as, ... ar 


ad exponentem ? pertinebunt, reliquae vero numeri « potestates non 
pertinebunt, ex quo sequitur totidem numeros ad exponentem Z 
pertinere, quot sint ad 2 primi eoque non ımajores, dummodo pro- 
batum fuerit, unum certe numerum @ ad exponentem Z pertinere. 

Designemus per 9’ multitudinem numerorum ipso modulo mi- 
norum, qui ad exponentem Z pertineant. Deinde sint omnes numeri 
pp — 1) divisores 2, 7, 7’, 2”... Quum jam quisque numerus 
minor quam modulus 72 äd aliquem divisorum illorum pertineat) 
erit manifesto 


pt + pi --pV + YpV” et. —=prp—1). 
Atqui ($. 8.) quando 97 designat multitudinem numerorum ad 7 
primorum eoque non majorum | 


pL + pP’ pR' + pt” etc. —=pr—lp —1) 
adeoque 


BR 


pL+- YUV + pl’ + Yyt” ete. = pt pi + YpV’ + gYV etc. 

Jam ex praecedentibus patet nullum summae posterioris terminum 
prioris aliquem posse superare, neque minor esse poterit, quoniam 
summae sint aequales ergo 9 Y’7 i. e. tot numeri ad exponentem 
2 pertinent, quot sint ad Z primi eoque non majores. 

3. 22. Vidimus in $. 20. pro modulo 2% ubi 2 >2 radices pri- 
mitivas non exstare. Etiam ex theoremate quod sequitur haec pro- 
positio probatur nempe 

Si potestas aliqua numeri 2 altior quam secunda pro 
modulo assumitur, numeri cujusvis imparis potestas ex- 
ponentis 2%? unitati fit congrua. ü 

Clariss. Gauss hoc theorema ex prop. $. 17. derivavit. 

Sed quoniam ad illam demonstrandam considerationibus valde 
peeuliaribus opus erat atque propositio nostra facilius poterit demon- 
strari hoc modo eam probabimus. 

Assumamus theorema verum esse pro modulo 2°—1 ita ut sit 
a”? —=|1 (m. ?r-1), designante @ numerum quencunque imparem. 
Ponamus igitur @°’—1I +1) eritue a (1 + 912)? 
— 14 9%, 4 2@=D2?,  Quoniam vero 2 >?2, 2a — nn >?2, 
2(2—1) >» erit a) +-2@ VD)? =0 (mod. 2%) ex quo sequitur 
a”? =] (mod. 2”), ita ut theorema valeat pro ımodulo 2” si verum 
“est pro hoc 2” 1, 

“ Jam vero congruentiae x? =]1 (2?) omnes numeri impares sa- 
tisfaciunt, quja quisque numerus impar forma exhibetur A» 1 at- 
que semper (42 1)” unitati sec. mod. 8 vel 2° fit congruus. A 
modulo 2° ad 2%, ab 2* usque ad 2°, omnino ad 2” ascendi poterit. 

$. 23. Sequitur, ut- dijudicetur, ad quemnam exponentem nu- 
merus impar sec. mod. 2“ pertineat, deinde quot numeri infra 2” ad 
exponentem Z exstent pertinentes. 

Theorema. Quivis numerus impar forma 2A -=1 exhi- 
- bitus, ita ut sit »>>1 atque 4 numerus impar ad exponen- 
tem 22” pertinet sec. modulum 2%, ubi 22 assumitur. 

 Etiam haee propositio ex $. 17. sequitur, sed ut tota dilucidior 
fiat res, demonstrationem, quae sequitur, adhibeamus. 

Quoniam numerus propositus @ est formae 2r”A 1 erit @* for- 
mae 14 2”+14 (2”—13 1) vel formae 241-1, ita ut # sit 
numerus jmpar, quia 2 >1. Hinc erit 


APR "a@* formae 1 + 2”+2%” 
a: formae 1 + 27432" 


a2 formae ia Yun tu) 
designantibus 2”, 4”, ... 4) numeros quoscunque impares. Jam sit 
a2“ minima ipsius @ potestas unitati congrua sec. mod. 2” eritque 
ZRH) =0 (mod. 2°). 
Quum vero 44) sit numerus impar, erit 2”+4 per 2” divisibilis, in- 


ferior ipsius 2 potestas non divisibilis. Itaque habemus a +-u=r 
adeoque uv=z — m atque 


a" —] (m. 2%) 


quam ob rem & ad exponentem 27—” pertinet. r 
Theil II. 2 
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Exempl. Sit mod. 2° =32, num. prop. 11—=2?.3—1 tum 
pertinebit 11 ad exponentem 2572 vel 8. sec. mod. 32. - 


Potestates 11. 112, 11°. 11°. 115, 11°. 117. 118, 
Residua.11925,4510,;:+174.:2922 3:09,29 22 


} $. 24. Quando 2%, ubi 2.2, pro modulo assumitur, 
semper 2 numeri ad exponentem Z pertinebunt, JIpsum 


vero Znumerum ?2%—2 metiri debere ex $$. 9. 22. intelli- 


itur. 
2 Quisque numerus ad exponentem pertinens 2?” forma debet 
exbiberi 2721 ($. 23.), qua re quaestio huc reducta est, ut de- 
terminetur quot numeri medulo 2* minores formis 2”A4=E1 conti- 
neantur. Debet autem / ita determinari ut sit primo 2” A 12” 


1 man, ; 
vel 2 <2r = — > adeoque 4 Zum — 1, secundo ut sit 
25 Dn ’ 
1 a ’ 
Im -— 19 vel A<Mman + Sy adeoque 2 > 2r—n —-1, manl- 


festo enim % tanquam impar ipsi 22—” aequivalere nequit. . Valores 
igitur numeri ZA erunt hh 


facillime vero ex inductione intelligitur, multitudinem borum ter- 
minorum esse P—m—I, Itaque formis 2”5 1 comprehenduntur 
2n—m—1 ,2 vel 2” numeri minores modulo 2”, ergo 2” numeri 
ad exponentem 2?” pertinehunt. 

Exempl. Ad exponentem A secundum mod. 16 pertinent 4 nu- 


meri nempe 3, 5, 11, 13, 


« 
Potestates sunt Residua minima 
a han Age Pe 3971174 
51.052,05 5 RT Fin 

a RE U Ua U 5 5 11::.903,:3 
19155138. 13° 13.0.0 


$. 25. „Ut propositiones, quae sequuntur spectantque ad perio- 
dos potestatum, radices primitivas ef residua,quadratiea magis inter se 
eonnexae sint atque theoremata quid simile habeant, satis appareat, 
priusquam ulterius progredimur, notiones quasdam de residuis qua- 
draticis praemittemus. | 

$. 26. Ex congruentiae notione sequitur quadrata a?, (2—«)? 
secundum modulum 72 esse congrua. ua re potestatum 


1?,.22, 32, 42, 52,W, . (m — 2), (m —1)? 


residua minina non omnia erunt inaequalia quumque quadratum ali- 
quod, cujus radix ipsum 2 superat, quadrato ‚alicui cujus radix 
< m congruum debet fieri patebit numeros exstare, ‘qui quadrato 
non sint congrul neque minus numeros revera quadrato alieur con- 
gruos,. 1li numeri moduli propositi non-residua, hi vero resi- 
dua vocantur quadratıca. Et primo quidem eriterium aliquod inve- 
niendum, utrum numerus aliquis moduli propositi sit residuum an 
non residuum. Etiamsisin $. 15. Coroll. 1. jam invenimus, nume- 
rum aliquem esse residuum aut non-residuum moduli cujusvis_ pri- 


es 


- 
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vl 
mi prouti potestas 9 ? unitati sec. > congruus sit aut incongruns 
tamen nunc aliud assequamur ratiocinandi genus huic ipsi materiae 
magis idoneum. 

$. 27. Quando 7%, 2pr, A pro modulis assumantur at- 
que z significet numerum ad quemque horum primum de- 
nique 972 exprimat multitudinem ad modulum primorum 
eoque non majorum numerorum, tum dico | 

1. Si a sit residuum quadraticum moduli illarım for- 
marum aliqua comprehensi, semper potestatem «:7” uni- 
tati congruam esse... j 

2. Vice versa si a3?” unitati congrua sit, semper @ 
residuum quadraticum esse moduli propositi. 

Demonstratio. Prima pars. Quia @ est moduli 72 residuum 
quadraticum inveniri poterit quadratum aliquod «?, cui @ secund. 
m sit congruus vel @? =«@ (mod. »»), qua re (a?)}Im = am ji, e. 
ofJm = a:!ım, Atqui quum @ ad 72 primum esse supponamus ur] 
(mod. »2) ($. 9.) adeoque I” =1 (mod. m). 

Hanc proprietatem valere pro modulo quocungue inde manat, 
quod nihil impedit, quominus argumentalio nostra ad quemvis ad- 
hibeatur modulum. Longe vero aliter res sese habet in altero 
casu. 

Seceunda pars. Congruentia- 


x/" =] (mod. 7) 


admittit 9» radices ($. 9.) tot enim exstant numeri ad modulum 
primi eoque minores; haec vero altera 


(2?)/= =1 (mod. m) ° 


pam habet radices neque plures ($$. 16. 17. 18.), quia numerorum| 
3gyar et pa divisor communis maximus est 3972. Jam vero x, ut 
modo diximus, 972 valores involvitin congruos, ergo x? 3932 valores 
incongruos sec. mod.; facile enim perspicitur, quadrata, quorum ra- 
dices summam 72 constituunt esse congrua, quadrata autem, quorum 
radices Ipm non superant sec. 72 incongrua esse. Nam quum »2=—p” 
vel 2p%, erit pm —=4pr1p—1). Quodsi esset A?= u? ita ut 





sit quum A tum w—igyın haberetur (A+-u) (A—u)=0. Hi autem 


factores numerum primum 2 non simul involvont, quia differentia per 2 
dividi nequit amboque pares sunt quando modulus est 29”, quoıliam 
in hocce casu et A’et w est numerus impar, nam (x?):7= — 1 tan- 
gquam per parem 27” divisibilis ipse erit par adeoque x impar. Ex 
quo patet aut unum aut alt&fum factorem per modulum divisibilem 
esse, Sed hoc fieri nequit quia et A+w et A—w modulo minor est. 

Quum igitur congruentia (=?):7” = 1 (mod. »2) adlmittat Ip 
neque plures radices, statim perspicitur numerum @ congruentiae 
aIm — |] satisfacientem quadrato alicui sec. 7 congruum fore, 

$. 28. Licet observarı quando formae pP”, 29% pro modulis 
assumantur potestatem @3%” -unitati aut positive aut negative sump- 
tae congruam fieri. Nam quum «I”—1 ergo (a!!"—-1) (e!1" —1) 
per 2 divisibilis sit ($. 9.), auf unum aut alterum factorem per 32 
divisibilem esse oportebit. Nempe ambo factorem 72 tanquam diffe- 
rentiam 2 constituentes non simul involvunt, quandoque modulus 
est 29” ambo erunt pares, ut ex $. praec. patet, quam ob rem erit 


2% 
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au 97 +I=0 au ie — I=0 ie au ar —] aut 
am —=l. 

Si igitur ($. 27.) 

1) @ est residuum quadraticum moduli 9”, 29” semper potestas 
app) unitati congrua erit. 

2) Si a3>"-!@-1) unitati congrua est, semper ‚z erit residuum 
quadraticum. 

3) Quando @ est non-residuum, erit &mr1pN = —1, 

A) Quando denique. potestas ar!) = — 1 semper erit « 
non -residuum quadraticum. 

''Aliam hujus propositionis demonstrationem dedit celeberr. Legen- 
dre in opere quod inscribitur Essai sur la theorie des nombres, 
quae tamen eo limitatur casu, in quo modulus est numerus primus. 

$. 29. Hoc residuorum vel non-residuorum criterium pedeien- 
tim fert ad propositiones, quae sequuntur demonstrandas, quas ad 
modulos 2%, 29” extendi licebit. 

Produetum ex duobus residuis erit residuum, ex re- 
siduo in non-residuum erit non-residuum, productum 
vero ex duobus non-residuis revera residuum est qua- 
draticum. 

1) Sint @, Ö residua quadratica eritque 7” =1, WIR =] ubi 
ya—prAp—1), ergo (ad)!I”"=]1i.e. ab residuum (ex $. 28. 2). 

2) Quando « est residuum, 5 autem non - residuum,  erit 


aIm—], Im — —1, ergo (al) Ir = —1 ii. e. ab non-residuum 
quadraticum ($. 28. A). | ' 

3) Quando denique ambo @, 5 sunt non-residua erit I"—=—1, 
WIm = —1, ergo (al) Ir = 1 ıi. e. ab residuum ($. 28. 2). 


$. 30. Si alii quam qui in forma 9”, 29”, A continentur 
moduli assumuntur atque «a!/”“ unitati sec. = est con- 
grua, nihilominus «@ non-residuum esse poterit. 

Sit modulus » = A«B> Ce... atque a7» =] (mod. 2) ita ut ' 
sit pm =ıAe A —1) PUB —1) CUC—])..., quod ita 
designemus productum 10ßy... Sit deinde Ä numerus primus im- 
par. Assumamus @ esse .non-residuum moduli 4“, quod semper 
exstare manifestum est, quo facto eritatt=—1 (mod. Ae) ($. 28.) 
adeoque @!“PY.-—=-+-1 (mod. A) quia unum certe horum P,y,..- 
numerum parem esse oportebit. Tum vero @ est non-residuum 
mod. Je, etiamsi congruentia #:9”=] (m. 72) locum habeat. @uam 
ob rem @ etiam moduli SeB>Ce... vel = erit non-residuum;' 
nam si residuum esset, cujusque horum Je, 3°, Ce... residuum 
esse oporteret. Et adhuc quidem modulum 2” (2 >> 2) excepimus, 
sed pro hoc etiam propositio demonstratur facillime. Est enim 
M—Y, gm —PrA, Ipom—?2"— atfue si = designat numerum 
quencunque imparem ($. 22.) @*”=]1 (mod. %). Patet autem 
non omnes numeros impares modufi 2” esse residua; nam oOmnes 
forma 82-3, 5, 7 comprehensi numeri sunt non-residua, quoniam 
cujusque numeri imparis fanquam formae A&-=1 quadratum semper 


formam habet 8£-+ 1 neque vero 82-43, 5, T. 
$. 3l. Unitas negative sumpfta semper est residuum 
quadraticum aut non-residuum moduli in aliqua forma- 
rum 7%, 2p%r exhibiti, prouti »2 est formae 424-1 aut 
formae Az -+3. Ceterum — | non-residuum est moduli A. 
Nam potestas (— 1)27" 17-1) unitati positive aut negative sump- 
tae congrua est, prouti 29>”-1(»— 1) est par aut impar, ergo, 
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($. 28.) — 1 resp. residuum aut non-residuum. Erit autem }p*-1(»—}} 
par aut impar prouti 3(2— 1) par aut impar i. e. prouti 2 formae 
An--1 aut formae Ar +3. x 

Non-residuum denique moduli 4 est — 1, quia cujusvis numeri 
imparis quadratum tanquam formae 8% -+-1 secund. mod. 4 unitati 
positive sumptae fit congruum. 

$. 32. Priusquam ad determinandam residuorum vel non-resi- 
duorum multitudinem progredimur, nonnulla de radicibus congruen- 
tiae secundi gradus z° =] dicenda sunt, quippe quae in sequenti- 
bus maximi sit momenti. In universum quidem hoc argumentum in 
$. 16. jam tractavimus sed ratione modo habita numeri pro modulo 
assumpti primi; nune vero de quibuscunque modulis agamus. 

$. 33. Congruentia z’=]1 (mod. ») designante » nu- 
merum alicujus formarum 2%, 2p* vel 4 duas tantummodo 
radices admittit nempe let — 1 vel»m—|1. 

1) Quando modulus 72 est numerus primus > differenfia =°—1 
—=(z—1) (@-+1) per 2 debet esse divisibilis ergo aut unus factor 
aut alter ($. 1.), quam ob rem quoniam oportet esse = modulo mi- 
norem, ipse © erit aut 1 aut a —1. 

2) Quando modulus est numeri primi imparis potestas puta 2” 
etiam tum produetum (= — 1) (= —- 1) modulus metietur. Jam vero 
ambo factores numerum primum 2 non simul involvunt, quia differentia 
eorum scilicet 2 per > dividi nequit. Ergo aut z—1 aut z—+1 
per 2” debet esse divisibilis vel =1 aut =— 1 (m. 7%) et quo- 
niam x modulo est minor 2 —=1 aut 2 =p*" —1. 

3) Si modulus est duplum numeri primi potestatis manifesto- 
praeterquam quod ambo factores z<—1, z=-+-1 numerum primum 
p non simul involvunt, etiam ambo erunt pares, qua re modulus aut 
unum metietur aut alterum i,e. z=1 au =—1 (m. 29”) ergo 

‚z1 au yr—|1. 

A) Radices duas modo exstare congruentiae 2? =1 (mod. A) 
scilicet 1 et 3 demonstratione non egeat. 

$. 34. Congruentia z?=]1 (mod. 2%), in qua »>2 
semper quattuor neque plures admittet radices nempel, 
2r—1 — 1], al 1, 2 —1. 

Quia x? — 1 per mod. 2% debet esse divisibilis, = erit nume- 
rus impar, &-+1 par ita ut poni liceat = + 12%, quo facto 

Pe N — 
habetur (= —1) («+ 1) =AAk —1), ea = Quodsi 
/ est numerus par, #—1 impar debet esse & per 2”? divisibilis vel 
k formae #20, x formae 2%2—-1Q — 1. Si vero X est impar, 
k—1 par, ert A — 1=%20), z—=Mr"10O'+1. In omnibus casi- 
bus x est modulo minor, ergo hae quattuor inveniuntur radices 
2n 1 — 1, 2? —1, 1, all. 2 

$. 35. ‚Restat, ut modulos, qui in aliqua formarum 9”, 2pr, 27 
non sint comprehensi, consideremus. Exhibeatur modulus forma 
A«B>Ce etc. eritque perspicuum, si numerus aliquis sit residuum mo- 
duli propositi etiam residuum fore singulorum factorum, qua re ex 
congruentia | 





2?” =r (mod. A«eB2Ce...) , 
deducuntur hae 


m:=r (mod. Ae), »„"=r (mod. 2P), y”=r (m. (°) etc. 
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Ponamus 4 
z= m (mod. A“), =» (m. 2?) =y (m. Ce) etc. 
eritque i 
?=r (m A)=r (mod. 2’)=r (m. Ct) etc. 
ergo | 
2? =r (mod. d«B? Ce ...). 


Notum est, unum solum numerum 7 infra modulum A«B?Ce ,. ex- 
stare, qui congruentlis 


t=m (m. Ae)=n (m. B’)=g (m. (*) ete. 


simul satisfaciat. @Quaestio igitur quot valores admittat 7 eo reducta 
est, ut decidatur quot radices haheant singulae congruentiae »’=r 
(m. de), »=r (m. 3’) 9" =r (mod. (Ce)... Sint hi valores, 
quorum multitudo $$. 33. 34. determinatur (si modo z==1) deinceps 


v 


m, m', m",.etc.; 2, m, a” etc.; 4, g/, g" etc...... 


manifestoque quoniam combinari oportet hos multitado ipsius 2 va- 
lorum i. e. radicum congruentiae 


x2°”=r (m. AdeBbCe,.) 
multitudo erit producto aequalis 
(m + an’ + m” etc.) (4 2" +2" ete.) (4-+97'4+-g9" etc)... 


Ex ils quae adhuc de corgruentia =?’=]1 sunt tradita sequitur, 
radicum multitudinem semper majorem esse quam 2 dummodo ne 
modulus sit formae 9, 9%, 2pr vel A. ; 

8. 36. @uod sequentia cum theoremate Wilsoniano ut di-. 
citur arcte cohaerent facillimeque ex propositionibus, quae ad con- 
gruentiam 2? =1 spectant, illius theorematis argumentatio peti po- 
terit, hoc ipsum sed a summo Gauss in Disq. Arithm. hoc modo 
generalius enunciatum. probemus. 

Productum ex omnibus numeris, numero quocungque 
dato 4 minoribus simulque sad ipsum primis congruum 
est secundum 4 unitati vel negative vel positive sump- 
tae. Et quidem negative sumenda est unitas, quando 4 
est formae 7” aut hujusce 29%, designante 2 numerum pri- 
mum imparem, insuperque quando 4==A; positive autem 
in omnibus casibus reliquis. | 

Designentur numeri ad Ä primi eoque minores ita 


Q1> Oa25 Oz, +... Qu, Qu—n Qu 


quo loco statim observandum est, horum multitudinem sive w esse 
. parem. Jam dico 

primo. Producta alicujus illorum in reliquorum quemque sec. 
mod. A incongrua esse. Si enim 0% 0%, Qx- designant tres 
quoscungue atque esset 0.07 = 0497 "(m. A) productum 04(07 — x") 
ipse Ä metiretur erge.difierentiam 0% — 04” ($.3.). Atqui hoc fieri 
nequit quoniam 0% — 07» <A. 

secundo. Producta de quibus agitur sive eorum residua mi- 
nima ad A erunt prima. @Quando enim ex. gr. productum -0707 
cam A haberet communem factorem primum, bie ipse aut g; aut 0% 
metiri deberet, quo facto modulus 4 cum uno horum 0x, 04 factorem 
communem involveret contra ea, quae supposuimus. 
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tertio. @uodsi numerorum aliquis ad A primorum ex. gr. 0% 
in reliquos omnes atque etiam in se ipsum multiplicetur, residua inde 
genita minima ad 4 erunt prima quumque eorum multitudo sit 1, 
plures autem numeri ad 4 primi infra A non exstent, residua haec 
numeris 

015 Q25 O3, + +» Qu, Qu—1, Qu 
ordine negleceto aequivalebunt. Jam vero inter hos reperitur 1, qua 
re semper unum et quidem modo unum illorum producto- 
rum unitati secundum 4 congruum fore patebit. Nume- 
ros, quorum productum sec. mod. aliquem unitati fit congruum, 
Eulerus socios sibi vocavit. In serie igitur 


015 025 O3, - » Qu—2, Qu—ı Qu 

euique numero in eadem serie socius aliquis respondebit, quo loco 
subintelligendum erit, numerum horum aliquem etiam sibi ipsi so- 
cium esse posse. 3 

quarto. Itayue statim decidendum est, quot numeri seriei ex- 
stent propositae sibi ipsis socii. @uando vero modulus est unius 
formarum 2%, 29” insuperque quando est 4 duo tantummodo numeri 
infra d reperiuntur, quorum quadrata unitati fiant congrua nempe 
let 4—1 ($. 33.). Sint hi 0, et Qu. @uo-facto in serie 


023 Q3> +... Qu—2 Qu-ı y 
quisque numerus unum a se diversum habebit socium neque plures, 
quumgque multitudo horum sit par, productum vero ex binis terminis 
unitati congruum manifesto omnium productum et ipsum unitati fit 


congruum. Atqui 9, 9u =1.(4—1)=—1 (mod. 4) ergo 


010203 + - - Qu_2Qu1gu = — 1 (mod. 7%, 2pr, A) 

quinto. @uando denique _4 est nullius formarum, quas modo 
diximus, sequitur ex $. 35. quattuor certe numeros exstare infra A 
(omnino multitudo erit potestas numeri 2 altior quam prima cf. $. 35.) 
quorum quadrata unitati fiant congrua. Hujusmodi numeris remotis 
religuorum productum uvitati congruum est. Priorum aliquo desig- 
nato per og erit etiam A— 09 eadem proprietate äffectus; nam 
A—0o ad A primus est non minus quam E9 atque (A—09)’=09* 
(mod. A), qua re (4—.06)? non minus unitati congruus quam 09°. 
Bini igitur numerorum sibi ipsis sociorum productum constituent 
unitati negative sumptae congruum. Et quoniam dimidia ejusmodi 
pars numerorum est par, productum numerorum sibi ipsis sociorum 
unitati congruum est, ergo hocce quidem casu 


010203 + + 0u20u10u=1 (mod. A). 
Exempl. 1. Sit modulus 1S=?2.3? formae 29”. Productum 
13.7211. 15. 10° 7 (mod. 18) 
2. Pro module 213.7 productum 
1.2.4.5.8.10.11.13.16.17.19.20=1 (m. 21) 


Coroll. Si modulus A est numerus primus 2 omnes numeri 
inde ab unitate usque ad a—1 ad erunt primi ergo 


1.2.3.4.5....2—1=—1 (mod. >) 
quo modo vulgo enunciatur theorema Wilsonianum. 
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$. 37. Summa omnium numerorum ad numerum quen- 
cunque A primorum eogque non majorum semper per hunec 
4A divisibilis erit. ’ 

Quando numerus quicunque m <A ad A est primus etiam 
A— m ad A primus erit atque ambo 72, A — m_ sunt inter se di- 
versi; nam si esset == A— »2 haberetur A=?2m, m —14ÄA, quo 
facto 44 ad A non esset primus. @uare binorum summa per A 
divisibilis est vel potius ipsi -d aequalis, ergo summa omnium per 
4 divisibilis erit et quidem tot vieibus continebit 4 quot unitates 
habet numerorum ad 4 primorum dimidia pars. Manifesto argumen- 
tatio supponit, duos certe numeros ad -4 primos exstare, qua re exei- 
piendus est casus, in quo 4=2. 

$. 38. In sequentibus ea modo consideremus residua quadra- 
tica, quxe ad modulum sint prima, quo facto solos ad hune ipsum 
primos numeros ad quadrata elevari oportebit, ut residua de quibus 
agitur habeantur. Etiamsi hoc expressis verbis non dicetur, tamen 
semper erit subintelligendum. 

$. 39. Multitudo residuorum quadraticorum moduli 
pP”, 2pr, A see. hunc incongruorum nec non multitudo non- 
residuorum aequivalebit multitudinis dimidiae parti ad 
modulum primorum eoque minorum numerorum. 


1. Quando modulus est numerus primus impar 7, horum modo 
quadratorum 


ah 2?, 3°, ... (» — 3)’, (?—?2)?, (2 ar 212 


residua minima considerari oportebit. Jam vero quadrata, quorum 
radices summam 2 constituunt, erunt congrua, quoniam omnino 
m: = (p — m)” sec. mod. 7. At vero omnia haec 


— 2 
12,22, 32,... 0) 
revera erunt incongrua secundum 7. Sint duo quaelibet 72°, z?. 
Quodsi haberetur 2? =»? (mod. p), esset (2 +2) (a —r) per p 
divisibilis ergo aut =» +2 aut a—» ($. 1.) quod fieri nequit, 
quoniam et ax et » — np. Qua re exstant 4(» — 1) resi- 
dua manifestoque totidem non-residua, 
2. Quando modulus est numeri primi imparis potestas aliqua puta 
2”. Sint numeri ad >” primi eoque minores 


01» O2» Oz, .:-.. Qu, Qu, OU 


ita ut Q, sit minimus Qu maximus reliquique vulgari ordine sint po- 
siti. Tum vero ita eos ordinari licebit 


01» Q2> Os2. +... D"— 0,5, PR 05 P" —Q:- 


Jam quadrata, quorum radices summam 9% constituuft, sec. 29” erunt: 
congrua, quoniam in universum 2°? = (p* — m)? sec. mod. p*. At 
vero quadrata eorum, qui moduli dimidiam partem non superant, 
revera erunt incongrua, Sint hujusmodi numeri duo quilibet @, 6. 
Quodsi esset a =”, productum (a—+Ö) (a —Öb) per p* dividi 
posset; jam vere ambo factores primum 2 non involvunt, quia si 
fieri posset, differentia 28 per » divisibilis esset q. e. a. Ergo aut 
unus factor aut alter per 2% dividi poterit; sed etiam hoc fieri ne- 
quit, od ae +Öb, a — b<pr. 

3. Pro modulo 29” multitudinem residuorum quadraticorum esse 
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pr 1(p— 1) simili modo probatur, dummodo ratio habeatur ejus 
rei, quod ambo @-+-d, @— Ö sunt pares. 

4. Si modulus est 4 duo modo exstant numeri ad & primi 1 
et 3. 3 vero residuum esse nequit, quia quadratum numeri Imparis 
exhibetur forma Az +1 neque vero A2-1-3. 

$.40, Multitudo residuorum quadraticorum moduli 2* 
(2>2) ad eumque incongruorum est 973, 

Primum dico quadrata 


12.92.52 72 „© (2 1) 


sec. modulum 2x &se incongrua. Nam duo quaelibet sint @*?, 5. 
Quodsi haberetur @?=Ö?, productum (a@-+Ö) (a—Ö) per modulum di- 
visibilis esset. Atqui ambo factores numerum 4 non simul involvunt, 
quia tum differentia eorum 25 per Adividi posset, quod fieri nequif, 
quoniam Ö impar. Ex quo sequitur @—Ö per 2, @-+Ö per 271 
divisibilem esse oportere, Sed etiam hoc fieri nequit, quod summa 
@a-+5b<2”1. Et quum quodque majus quadratum radicem habeat, 
quae cum alicujus seriei propositae quadrati radice summam, 2771 
constituit sequitur talia quadrata revera esse congrua. Multitudi- 
nem vero horum 


12, h2- 52, 73, BR (272 — 1)? 


esse 2%3 facile ex inductione intelligitur. 
Exempl. 1. Pro modulo 32 habentur 23593 —4 residua scili- 
ger 19.225 17: 


2. Pro modulo 64 haec octo residua 
TAI 37 SAL 385 


$. Al. Vidimus in $. 15. congruentiam z”=1 (mod. >) de- 
signante > numerum primum imparem admittere tot radices, quot 
unitates habeat divisor communis maximus numerorum 2 et 2 —]1. 
Jam quum numeros ad eundem exponentem pertinentes examinaturi 
simus accuratiusque persequuturi, aliam etiam hujus propositionis de- 
monstrationem tentemus, ex qua multa alia attehtione haud indigna 
sponte manabunt. i 

1. Quicunuque numerus unumquemque alıorum duorum 
metiens, horum maximum divisorem communem metietur. 

Sint numeri dati az, 4 divis. comm. maximus d atque x tertius 
numerus ipsos @, & metiens. Ponatur a—d%, bD—0d%' quo facto % et 
4’ erunt inter se primi. Nam si factorem communem © involverent, 
poni liceret «00.4, b=0dO.% essentque @, Öd per dO divisi- 
biles q. e.a. quoniam d divisor communis maximus est. Porro quod x 
metitur @ et 6 hos ita exhiberi oportebit @=—=xYp, 4=—=xYp’. Demon- 
strari autem poterit 9, ’' multipla esse numerorum %, X’. Nam 





Ok — xy, Ik U ergo a — : vel Ay’ — k'p atque Ay’ per % 


divisibilis, Jam vero 4’ ad X primus est, qua re %’ ipsum @’ metiri 
debet, similiterque X ipsum 9. @Quoniam @ est multiplum numeri X 
oportet esse 9 formae km, ergo dA—xkm vel d—=xm, quam ob 
rem x numerum d metitur. 

Quando igitur numerus % divisorem communem maximum d nu- 
merorum @, 5 non metitur hos ipsos @, 5 simul metiri nequit. 

2. Sit @ radix congruentiae ©” = 1 (mod. >), ipsum & ad ex- 
ponentem pertinere oportebit sec. 2, qui numeros 2, >—1 simul 
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metiatur ($. 9. sqg.), qua re hie exponens numerum d metiri debet 
(1). Quodsi omnes ipsius d divisores unitate et d non exclusis 


sunt hi 
N a 


omnes congruentiae nostrae radices partim pertinebunt ad exponen- 
tem 7, partım ad 7, partim ad 2’ etc. Ad exp. Z autem tot numeri 
pertinent, quot sint ad Z primi eoque non majores ($. 21.) vel y£ 
similiterque de reliquis, ergo multitudo radicum erit | 


pLE-+ pV’ + pl" Yl” etc... u 
vel d($. 8). . * 

_  Haec consideratio rationem suppeditat inveniendi congruentiae 
alicujus radicesz at tota in eo vertitur difhicultas ut numerus ad ex- 
ponentem propositum pertinens reperiatur. Nam omnes numeros ad 
exponenfem aliquem pertinentes facillime inveniri posse, si mode 
unus exstet, ex praeced. intelligitur. 

Exempl. Congruentia =?=1 (mod. 19) sex admittet radi- 
ces, nempe R 
ad exponentem 1 pertinet 1 
. . . 2 . i 18 
a EAN A | 
ur DE Ss 


$. 42. Licet observari, si 2 designat numerum imparem atque 
numeri ad exponentem Z pertinentes sunt @, a’, @”, @” etc. ad ex- 
ponentem 27 pertinere 7—a, P—a', p—a”, p—«" etc., quo loco obser- 
vandum est ad exponentem 27 totidem pertinere quotadz. Pertineat 
enim @ ad exponentem 7 eritque a=| (m. p), ergo quoniam 2 
impar (> — alt =(—eo) =—1 atque (p—ae)=1. Quodsi y—e 
ad inferiorem pertineret exponentem 7 ita ut sit (a — a)" =]1 ha- 
. beretur (»—e)—"=1, Sit primo 7 par eritque (p—e)=at=1, 
Atqui @ pertinet ad,exp. 7, qua re ($. 10.) numerum Z ipsum 27 — ? 
ergo 2’ metiri .oporteret. Itaque quoniam 7 est par etiam 2’ per 2 
divisibilis esset q. e. a. quia 727. Sit secundo 2’ impar eritque 
(?— ar =(—a)t-"=1, erg att=—1, art) =] qua 
re Z num. 27 metiri deberet, ergo 7. Erit igitur 2’—yZ ita ut sit p 
impar; jam vero (»—a)'=—], ergo (p—a)t!—(p—a)'=(—a! P=—I 
contra praecedentia. | 

In exemplo $. Al. ad exponentem 3 pertinent 7, 11 ergo ad 
exponentem 6 hi 19 — 7, 19 — 11 vel 12, 8. 

Ad exponentem 1 unus modo numerus pertinet nempe I quam 
ob rem ad exponentem 2 pertinebit solus a—1. 

$. 435. Produetum ex omnibus terminis periodi nu- 
meri cujusvis secundum modulum 9 vel 29 vel 4 unitati 
congruum est positive vel negative sumptae. Et quidem 
positive sumenda est unitas, quando terminorum multi- 
tudo impar, quando vero par negative. 

Modulum 2% vel 29” designemus brevit. gratia per 72 sitque pe- 
riodus haec | 

Gar, a 
Ei) 

Productum ‚? potestati @ ? .aequivalere ex serierum doctrina con- 
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PR? . .‚ct+1.- 
stat. Quando igitur Z est numerus impar, erit - integer et quo- 
t(t-H1) 
niam at=]1 erit etiam ?=a °? =1 (mod. p). Si vero 7 est 
* & t 
* ee 
2 


par, erit 42 integer atque «"=]1, (a 


+1) (a? —h)=0. Pror- 
t 


sus simili modo uti jam saepius argumentati sumus erit aut @? +1 


t t 
aut «2 —1 per modulum divisibilis. Atqui @? unitati non con- 
t 
grua, quia @° est infima unitati congrua potestas, qua re a=—1 
(+) 
adeoue P=a ? =(-NH=—1. 


Si denique modulus’est 4 argumentationis prima parspro hocceeasu 
[A 


valet; quod vero attinet ad secundam erit (2? +1) (@? —1) per 


A divisibilis et quoniam ambo factores numerum A non simul involvunt 
t 





tanguam differentiam 2 constituentes, au «a =l au =—I1 esse 
t t 
oportet. Non autem erit @? =1 sec. hypoth., ergo @e® =—1, 
(+1) 
atquea ? =—|. 


Exempl. Pro modulo 25 periodus numeri 2 est haec 


ET 218 ‚210 220, 


Residua sunt 
BIER 0. 71428.02.12.24,23721.17.9.18.11:3 19. 3,1 


produetumque est =— 1 (mod. 25). 

$. 44. Quando a est radıx primitiva moduli 2” vel 29%, ita ut 
sit @r" 1?) infima ipsius @ potestas unitati congrua, periodus om- 
nes numeros comprehendet ad modulum primos eoque non majores 
et quoniam in hocce casu Z=p*1(» — 1) semper est par, produc- 
tum numerorum ad aliquem primorum eoque minorum secundum 
hune unitati negative sumptae erit congruum. (Cf. $. 36.) 

Si @ ad exponentem 49”°—1(» — ]) pertinet, erit @ residuum 
quadraticum moduli 2” vel 29” ($.28.) nec minus residua erunt @°, @°, 
a’,..aP ID) et quidem omnia his exhibentur residua, quod 
multitudo eorum 49°4(» — 1) ($. 39.). Sequitur hoc 

Theorema. Productum residuorum quadraticorum 
moduli in aliqua formarum 2%, 29” exhibiti congruum est 
unitati positive vel negative sumptae. Positive autem 
sumenda est unitas vel negative prouti 49° -1U(p—1) impar 
vel par i.e.prouti 7 est formae 42 +3 vel formae A» --1. 

Aliam magisque peculiarem demonstrationem tentabimus in pa- 
ragrapho quae sequitur. 

. 45. Numeri ad modulum quem in universum per 2 designe- 
mus, primi eoque minores sint 


@,, 0, O,, .o. .m—O9,, m— ©,, m— 0%, 


quorum multitudinem tanquam parem esse 2w supponemus. (Quo 
facto residua quadratica congrua erunt potestatibus 


283 
MEETS Ou-1?, Ou?. 


Quodsi 
1. p est formae Az +1 erit ($. 31.) —1 residuum quam ob 
rem residua etiam ita exhibentur‘ s r 
* 
—09,%, — 09, — 9,?, .. — Ou_1?, — Qu? 
vel ita 


O,(m Tees 9, » 9,(m bear BEN ... Ou-ılm ion Ou-ı), Oulm ver Ou). 


Hinc patet produetum numerorum ad 22 primorum congruum esse 
producto residuorum ipsius 72. Jam vero illud productum. unitati 
negative sumptae congruum ($. 36.) ergo theorema probatum est 
pro modulo, ceujus factor > formae Ar» +1. 

Si vero > est formae A2-+-3 erit —1 non residuum ($. 41.), 
quam ob rem non-residua sunt his congrua 


— 09°, — O),°, u... Qu? 


vel his 


O,(m 0), 9,(m — 9,;) ie Oulm — Ou) 


productumque non-residuorum z congruum erit producto numerorum 

ad modulum primorum i. e. unitati negative sumptae ($. 36.),. Jam 

vero productum residuorum Z? in productum non-residuorum J?’ con- 

gruit producto numerorum ad mod. primorum i. e. PP=—J], atqui 

P=—Jl, eg ?PP=—P, — P=-—-1vel P=l. | 
Exempl. 1. Pro modulo 25 habentur residua 


1.4,9,.16.11.24:14,'6.. 21.19 


quorum productum =— 1 vel 24. 
Ex. 2. Pro modulo 18 sunt residua 


1.7.13 quorum productum =1. 


‚46. Productum residuorum quadraticorum moduli 
2” (a2) unitati secundum modulum 2-1 congruum est. 
Designemus residua moduli 2”—-1 per 


015 O25 Oz. + .- Qu \ 


quorum multitudinem esse 2-4 patet ex $. A0,, quo loco observan- 
dum multitudinem esse I quando 2==3. Quo facto residua moduli 
2” congrua erunt his terminis 

Q1> Q2> » . Qu-1, Qu; Qu, Qu—1.+.02 Pı 
sec. mod. 2”-1 quoniam multitudo residuorum ipsius 2” est 2” 3vel 
duplum' multitudinis residuorum mod. 2-1 atque quodeungque Ipsius 
2” residuum congruum esse debet alicui ipsius 2”-1 residuo sec. 
mod. 2-1, Quodsi productum residuorum moduli 2” designamus per 
P„, residuorum hujusce 2”-1 per 7,1 habetur congruentia 


Pın = Pa?” (mod. 271), 
Jam theorema verum esse assumamus pro modulo 2*-1 ita- ut sit 
Paz] (mod. 92) 
eritque „4 formae 1-2” 29, Pn-—ı? formae LFI RR Ip?. 
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P 


Quia 22 est 2!» —?2) “ »a—1 adeome ,—1”=1 (mod. 27-1) 


ergo ex praeced. 
"PA=]1 (mod. 77), 

Quando igitur propositio nostra valet pro modulo:'2r—-1 etiam 
pro hocce 2? valebit. j 

Jam vero valet pro modulo 2°, manifesto enim unum modo ex- 
stat residuum 1. Hinc ad modulum 2*, hine ad 2°, in universum 
ad 2% ascendi poterit. 

Exempl. 1. Residua moduli 32 sunt haec quattuor 1.9.25.17 
quorum produetum unitati secundum 16 est congruum. 

2. Residua moduli. 64 haec sunt octo 1.9.25.49.17.57.41.33 
quorum productum = Fsec. mod. 32. 

$. AT. Residuorum quadraticorum ad modulum quen- 
cunque »2 primorum multitudiui aequivalebit numerorum 
ad modulum primorum divisae per numerum, qui tot uni- 
tates habet,-quot radices congruentia z’=r (mod. =). 

Congruentia haec habeat © radices diversas. Ex quaque ha- 
rum radicum, quas omnes ad modulum primas esse supposuimus, 
unum idemque gignitur residuum minimum, quam ob rem disquisitio 
eo reducta est, ut determinetur quoties © in multitudine numero- 
rum ad 72 primorum contineatur. Ex quo pedetentim sequitur theo- 


-ema. 
Ceterum observandum est, si modulus factores modo primos 


. . . ® . qm 2 
impares iInvolvat, residuorum multitudinem esse ee designante 


ya multitudinem numerorum ad 72 primorum et X multitudinem 
factorum ipsius 72 primorum. 
Ex hoc theoremate facillime deduzuntur prop. $$: 39. AO. 
Exempl. Congruentiao z&?=r (mod. 53.5.7) admittit 
2° vel 8 radices, deinde 2.4.6==4A8 ergo multitudo resid. moduli 


» . AS 4 
105 erit as. Sunt vero haec 
1.4.16.64.46.79. 


$. 48. Quivis numerus per numerum primum 2 nondi- 
visibilis, qui ipsius > est residuum vel non-residuum, 
erit residuum etiam vel non-residuum moduli 7% vel 2x, 

Primo perspieuum est quemvis numerum, qui residuum sit vel 
non-residuum ipsius 9” etiam residuum fore vel non-residuum mo- 
duli 2. Jam vero ($. 39.) multitudo residuorum moduli 2” vel 2p% 
est 39”—1{» — 1) quaeriturque, utrum inter hujus residua omnia om- 

®“nino residua moduli » (etiam sec. > congrua) reperiantur. necne, 

Secund. 2 incongrua ipsius, 7 residua exstant 1(2— 1), totidem 
manifesto inter > et 29. totidem inter 2» et 39 etc. Qua re resi- 
dua moduli 2 infra 2” inveniuntur 21.19 — 1) —=!pr Up» —1). 
Omnia igitur residua moduli 2 infra 2” inter residua moduli 2% vel 
2p” reperiuntur. | 

Aliam hujus dissimillimam propositionis argumentationem dedit 
summus Gauss in Disq. Arithm. pag. 99 sqgq. 

$- 49. Quando potestas aliqua numeri 2 altior quam 
secunda puta 2” pro modulo assumitur, omnes numeri 
AnRare? formae 8S£-+-1 erunt residua, reliqui vero non- 
residua. 
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Multitudo residuorum moduli 2” est 2”3 ($. 40.) quaeriturque, 
num omnes numeri infra 2* formae 8-1 inter haec reperiantur. 


; Ne ; 1 
Debet autem £ ita determinari ut sit 8&-+-1<?” vel kK<ZzWP— Tg 


adeoque & num. 2”-3 — ] non superet. Si igitur pro & ponuntur 
valores 

0, 1, 2,3,...223 —1 
habetur multitudo 23, ergo: omnes numeri formae 8-1 qui mi- 
nores sunt modulo in residuis ipsius 2” reperiuntur. Prop, sec. 
pars jam in $. 30. breviter perstricta est. 

‚8. 50. Pro modulo aliquo qui forma 2” vel 29” non continetur 
residuorum quadraticorum productum nonggquidem semper unitatı 
congruum est sed tamen numero alicui congruum erit, qui in moduli 
residuis invenitur. x 

Redigatur ınodulus sub formam A«B>Ce... designantibus A, 
B,C,.. numeros primos diversos inter se. ‘ Sed unum modo casum 
brev. gratia consideremus, quo quidem A, 2, C.. sunt numeri primi 
impares; quicunque enim est modulus, disquisitio facillime ex 
8$. Ad. A6. peti poterit. “in 

1. Sint omnes moduli factores primi formae Aa» —-1 vel omnes 
formae A243. Residua moduli 2 etiam singularium potestatum 
se, B>’, Ce, .. eruut residua. Jam vero residua modulı 4@ infra 
de exstant 4 4e-1 A —]), residua moduli 2 infra 2% 

AA—1) B-UXB— 1) C-KC—1)... 


77 


($. 47.) designante & multitudinem factorum moduli primorum, 

Ex quo sequitur multitudinem residuorum moduli 22 infra 22 
multiplum esse multitudinis residuorum moduli _d@ infra 4“, mani- 
3 ' „BB —1) C—IC—1) etc. ; R 
festo enim numerus ne est Integer; quoniam 
quisque horum 3 —1, C—1, D—1 etc. quorum multitudo A—1 


est numerus par. Quodsi buue numerum ita exhibemus 
4ı(B— 12.200 — 1)0,1(D—1)D44 ete. 


perspicuum erit quando omnes 3, ©, D etc. sint formae Au —-1 
hune numerum esse parem, imparem vero quando omnes formae 
An 4-3. Jam productum residuorum moduli de infra Je est =I1 
sec. ÄA@ prouti 4 est formae A»-3 vel f. 42-1 ($. 45.) adeoque 
productum residuorum moduli 22 infra 22 erit congruum potestafi 


(+ 1)2-085=1. 100-9 0-1 ete. 


ergo semper unitati positive sumptae congruum. Idem valet de re- 
iquis 29, Ce, Dd.,.., quam ob rem producto mod, 72 residuorum 
designante per 7° habebimus 


P=1 (mod. Je) 
=1 (mod. 3°) 
=] (mod. (Ce) 


ergo etiam ?P=1 (mod. A«B3Ce,.—m). Hinc habemus theore- 
ma: Si modulus est nullius formarum 9%, 29” atque omnes 
ejus factores primi sunt impares omnesque formae ejus- 
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dem, semper productum hujus moduli residuorum unitati 
positive sumptae erit congruum. 

Si nonnulli factores sunt formae Aa» +1 reliqui vero formae 
An-+3 produetum residuorum moduli 72 unitati congruum est se- 
cundum quamque potesfatum, quarum radices formae A» +3. Sint 
formae A243 hi A. B,C... formae autem A» +1 hi ZA, LZ... 
ita ut sit m—= daB. . IRKRLL eritquue P=1 (mod. A)=1 
(mod. 37) =1 (mod. Ce) ergo etiam P=1 (mod. A«DPCe...). 
Quodsi unus modo factor Z/ exstat formae Aa] productum 
erit congruum (1) potestati (— 1) AA .HBZUBT etc. ergo 
=] secund. modulum ZI", quam ob rem congruentias resolvi 
oportebit P=1 (mod. AaBh Ce. .), P=—1 (mod. IM), quo facto 
P unitati neque positive neque negative sumptae erit congruum sec. 
mod. JeB>Ce.. Hm. Si vero plures factores exstent formae 
Ar 1 nempe H, K, L... produetum residuorum moduli 72 est 
congruum potestati 


(— 1) 4-4. K(BNB- + 1X) DI. KL-VDL- etc. 


seeundum modulum Z/% vel congruum unitati positive sumptae, quo- 
niam in hocce casu exponens est par. Idem valet de modulis A, 
2! etc,, qua re habetur 


P=1 (mod. 77) =1 (mod. X*)=1 (mod, ea etc. 
ergo P=1 u HK"L!..) adeoque 
P=1 (mod. 10 .. WERL... —m). 


Ex quo tandem sequitur theorema: 

Si in moduli factoribus duo vel plures reperiuntur 
formae 42+1, semper productum residuorum moduli 
ejusdem quadraticorum unitati positive sumptae secun- 
dum hunec erit congruum. In eo casu, quo unus modo 
factor exstat formae 424-1 productum de quo agitur re- 
siduo moduli alieui ab 1 et —1 vel »—1 diverso con- 
gruum fit, nempe productum residuorum et ipsum est 
residuum. 

Exempl. 1. Pro modulo 33—=3.11, cujus factores primi 
ejusdem sunt formae ‘productum residuorum. 


1.#.16.%5% 31 


unitati congruuu est, 
2. Pro modulo 153. > ..13 residua sunt haec duodecim 


1.4.16.49.64.121.61.94.166.139.181. 79 


quorum productum unitati congruum, quoniam duo 13 et 5 formae 
sunt Az +1. 

3. Pro modulo 35 ==5.T7 qui unum .modo Eoctbrem involvit 
formae An 4-1 produetum residuorum 


2.429.106: 297 11 
congruum est 29. Invenitur hoc residuum sequenti modo. Erit 
P=—1l(m.5)=1 (m. 7) 


qua re Pita exbiberi liceete ?=—1-+-50, Te 5 2 (m. 7) 
vel 50 — 2 erit per 7 divisibilis. Atqui 50 — ar je: 2) 0—2, 
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quam ob rem debet esse 2O-+2 vel O-+-1 per 7 divisibilis. Po- 
namus 9 -+-1==70' eritque 


P—=—1-+-5(10' — )=—6 (mod. 35) vel =29 (mod. 35). 
$. 51. Tiheorema paragr. 45 manifesto ita etiam poterit enun- 


ciari: 
Quadratum producti omnium numerorum ad modulum 

m —p" vel 2p* primorum ejusque dimidia parte minorum 

unitati est congruum, quando 2 est formae An 3. 


; ; m — 1 m—|\ 
Maximus ad 72 primus numerus debet esse —,—, nam —5 





ad 2 certe primus. Si igitur numeros de quibus agitur designa- 


mus per 
m —|1 


RAN ET 
ex praec. intelligitur semper esse r 
(II, "je =1 (mod. mn) 
Hinc sequitur productum 


(0,0,9, 1) (9,9,9,;.:. nl) 


per 72 divisibille esse. @Quonıiam autem hi factores tanquam diffe- 
rentiam 2 constituentes factorem primum 2 non simul involvunt am- 
boque pares Sunt, aut unus aut alter per 2 dividi poterit i. e. 


m—|1 
0,0,9,...— - u=laut=—|1., 


Quando modulus est numerus primus impar habetur 
pPp—1 


1) 
2 





1.2.3.A.., 


==]1 (mod. >) 


Nune vero statim dijudicandum est, utrum signo superiore utendum 
sit an inferiore. 

$. 52. Quod > est formae An 3 erit —g vel 72 —g non- 
residuum, si 0 est residuum ($. 31. 29.).. si igitur pro residuis lis, 
quae sunt majora moduli dimidia parte ea substituantur negativa, 
quae illis sunt congrua quorumque valores absolute sumpti erunt 
minores-moduli dimidia parte, manifesto series omnium- ipsius 72 re- 
siduorum absolute sumplorum complectetur omnes numeros ad mo- 
dulum primos ejusque dimidia parte minores. Et quia produetum 
ipsorum residuorum unitati congruum est ($. 45.) habetur hoc tlıeo- 
rema: 

Productum omnium numerorum ad modulum 9” vel 
2pr primorum ejus sdemque dimidia parte minorum uni- 
tati congruum erit positive autnegativesumptae, proufi 
inultitudo residuorum ipsius 72, quae sunt moduli dimj* 
dia parte majora est numerus par aut impar, 

Productum igitur 1.2.3.4... Pr denotante > numerum 
primum formae A2—+-3 unitati positive aut negative sumptae. con- 
gruum est prouti multitudo residuorum ipsius 2, quae sunt majora 


quam 19 est par aut impar. 
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. Exempl. 1. Pro modulo 19 habentur residua 
1.4.9.16.6.17.11.7.5 
vel1.4.9.—3.6.—2.—8.7.5 


ergo productum 1.2.3.4.5.6.7.8.9=—1 (mod. 19) 
2. Pro modulo 23 vero haece 


1.4.9.16.2.13:.3.18.12.8.6 
vel 1.4.9.—7.2.—-10.3.—5.—11.8.6 


ergo productum 1.2.3...11=1 (m. 23). 
3. Quando modulus est 27 exstant residua haec novem 


1.4.16.25.22.10.19.13.7 


productumque =1 (mod. 27). ’ 
$. 53. Quadratum producti omnium numerorum impa- 
rium inde ab unitate usque ad a—2 designante > nume- 
rum primum formae A2-+3 semper unitati congruum est. 
Numerorum 


1.3.3.7.9...2— 2 
mulitudo erit {2 — 1); jam ver y —? = —2, 
»+3___P—3 
EHESTEN NEE RE 


> 


Br 


pP-A=—4,p —-6=—6 etc. 
adeoque 


ze. 
a ee ee 


DR NG, he 
ergo 


| au —] 
PEST IZENDE E23: 





Atgui Pr est numerus par atque ($. 51.) productum 


1.2.3... y=1 ergo 


P=(1.3.53.7...7—2)’=1 (mod. 2). 
Ex hac consideratione manabit etiam haec propositio, quo loco 


u 5 Bi —35 h ® . “ 
observandum est numerum ? „ esse parem vel imparem prouti 2 sıt 


formae 8£—+-3 vel formae 8% -+7. Productum omnium nume 
rorum imparium.inde ab unitate usque ad 7 —2? desig- 
nante> numerum primum formae 42-+-3 producto omnium 
numerorum inde ab unitate usque ad 4(»—l1) positive aut 
negative sumpto congruumest, prouti 2 estformae 843 
vel formae 8 -+-7. AR 

- Alia hujus theorematis demonstratione propositionem nancisce- 
mur in doctrina numerorum attentione haud indignam. 

Productum 1.2.3.4.5...pr—1l est =—I (mod. 7) sec. 

. tbeorema Wilsonianum ergo 





en. 
1.3.5.7.9..9—2.1.2.3..77-.2? =—1 


Theil II. 3 
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pa 


’ | = 
afque si ponimus LS ISERLRL TE =, 2°’ zu 





“ 3 
Pu = —1 (mod. p); at vere > =(—1)* .A 
qua re PA=(—1) ? 2?=(—1) * adeoque (—1) * u=—1 (mod.p). 
Quodsi » est formae 8£—+-3 erit £ ni £ par, impar vero quando 2 
- formae 8& +7. Bine erit we —1l aut — u =— ! prouti > forma 
| p—l 

eomprehenditur 8&-+-3 aut hacce 8-7. Est igitur 2? =— 
(mod. = 82-3) =1 (mod. P=8%-+-T) ergo propter $. 28, 
Numerus 2.est residuum quadraticum moduli primi 
formae 8% -+T, non-residuum vero formae 8-3. 

$. 54. In universum quadratum producti omnium numerorum 
imparium inde ab unitate usque ad #— 2 designante 2 num. pri- . 
mum quencunque, unitati positive vel negative sumptae erit con- 
gruum, prouli 9 est formae Az #3 vel hujusce 42 +1. 

Residua moduli » exhibentur pofestatibus 





2 








FILTI,LD 





i VD, RT 5 
omnino ex potestate (e 5)- residuum gignitur quadraticum, deno- 
tante % numerum imparem, eujus minimus valor 1 cujusque maximus 
er 
pP — ii 


k $ 5 
”’=r eritque (pr — k)’=Ar vel A?=Ar, ita 


kr 
ut poni liceat A? —=Ar — 2, quo facto ‚habetur r——Z. Resi- 





> PR 
Ponamus ( 2) 


dua igitur erunt haec 


p+1 ?+3° P+5° P+-P— 2° 
"U BER RR 4 


Productum horum designetur per Peritque ($. 45.) ?>==+1 prouti 
p formae Ar 3 vel hujusce Aa —- 1, ergo 


p—1 . 


PAT—=P.9A=HD- ie 
(#-+1 (»#-#3?) (+59) (+7)... >+- pp 2)’ rar 
adeoue = +1 ($. 9.), qua re etiam 
.4.3.5.7.9...P—2)?==#1 (mod. p) 





prouti > est formae 424-3 vel hujusce A2»—+1. a 
. 55. Propositio in $. 52. enunciata etiam ex sociorum doctrina 


facillime petitur hoc mode. , | | 

In $. 36. demonstratum est cuique numero seriei 
1,2,3.4.9. 10221 

_ soeium aliquem in eadem serie sed unum modo respondere. @uodsi 

numeri hujus seriei socii sibi designantur in universum per a, ß 

ita ut sit af= 1 (mod. p) habetur «(a — P)=—I1 (m.7>). Vocari 


a 


lieeat numeros, quorum productum unitati negative sumptae fit con- 


gruum, SoCios oppositos, quo facto in serie 


RR een 


2 





cüivis numero socius respondebit vel socius oppositus in eadem se- 
rie et quidem unus modo. Nam cuique horum numerorum in serie 
1.2.3.4...?7—1 socius respondet ergo in priore aut socius 
aut socius oppositus. Si vero esset of’=aß” ita ut a, P’, P” moduli 
dimidia parte sint minores atque af’ =oß’=—1 haberetur «(p—P’) 
=.a(p — P’)=1, quo facto quum 7 — Pf’, tum P — P” ipsi @ socius 
esset confra $. 36. Etiam nullus horum 


NE NIE UN Zermt 


2 
quorum multitudo par, sibi ipsi socius esse poterit vel socius opposi- 
tus. Nam praeter 1 et >—1 nullius quadratum unitati congruum est 
($. 36.) atque etiam nullius quadratum unitati negative sumptae 
erit congruum, quoniam —|] est non-residuum formae Az —+-3. 
($. 31.). Qua re productum binorum terminorum seriei 


i il 
6) pP 
 dR } 3 ° 4 ve... 2 
unitati aut positive aut negative sumptae erit congruum, quadratum- 
que hujus producti semper unitati congruum. Ergo 


(2.3.4:5.6...2Zp=1 (m pin +3) 





Nunc vero alıud criterium sese offert congruentiae 





Re 


Signo enim superiore vel inferiore utendum erit 
prouti multitudo numerorum seriei 


RN an ae 





quibus socius oppositus aliquis respondet, est par vel 
'impar. un 

| Exempli gr. pro modulo 23 habentur congruentiae 
2.1=—1,3.8=1,4.6=1,5.9=—1,7.0=1 
ergo productum 

| 1.2.3.4.5...1=1. 


. Utrum numero alicui respondeat socius an socius oppositus facile 
ex fractionum continuarum doctrina decidi poterit. Nam si @ de- 





. . ; —1 } 
signat numerum aliquem ex his 2.3.4...” ‚ evolvatur fractio 


2) 
r in fractionem continuam eritque si fractio convergens quae ip- 
SE HE | 
sam r antecedit designatur per 2 og — p——lveog=—1i 
(mod. 2). @Quodsi- g moduli dimidia parte est minor, ipsi a re- 
spondebit resp. socius vel socius oppositus. Si vero g>1p erit 


en 


36 


«{P — g)= 1 (mod. 2) atque tum @ et P?—g sibi erunt socii 
oppositi vel socil. 

$. 56. Summa residuorum quadraticorum moduli ali- 
cujus formarum 92%, 2p% semper per hunc divisibilis est, 
excepto casu in quo 7=23. 

Designentur residua per 


015 05; SIEBERT 
Jam 4 tanquam quadratum residuum est moduli cujusvis, ergo 
($. 29.) etiam his residua erunt congrua 


% 
AQ ,, EUFF 4055 we AQ, 


manifestoque omnia sunt incongrua, quoniam si haberetur 40,=40,, 
esset 4(0,—0}) per modulum divisibilis, vel productum A(g,—o}) divi- 
sibile. @uodsi modulus est 2” hoc fieri nequit quia 2” adA& primus 
atque 0,—07<p”, si vero modulus est 29” erit apa: San a 
quo facto denuo >” ad 2 primus est. Summa igitur S residuorum 
congrua est 48 vel AS =S, ex quo sequitur 3$’ —=0. Atqui quum 
casum in quo >=—3 exceperimus, semper modulus ad 3 primus 
erit, quam ob rem habetur S=0 (m. 2” vel 2pr). 

Nota. @uando » est formae Aa—+1 theorema facilius etiam 
probatur hoc ‚modo. Si = est residuum etiam —r erit residuum, 
qua re in serie | r 

Bis Oer oem, 


* * [2 ‘ ” . 
bina signi ratione non habita erunt aequalia, ergo summa omnium 
per modulum divisibilis. j 

Ex. gr. Pro modulo 25 residua sunt 


1.4.9.16.11.24.14.6.21.19 


124,921, 9.16, 11.14,6.19 
2. Residua moduli 19 sunt 
1.4.9. 16,6 217.11 7723 


summaque- per 19 divisibilis. 

.97. Summa omnium terminorum periodi numeri 

cujusvis @ est = sec. mod. quencungque, qui ada—| 

est numerus primus. 
Sit periodus haec 


vel haee 


u, a?, a’ nat, ... at 


. 24 ® a | 
eritque summa s ex serierum doctrina @. —— 7 adeoque s(@—1) 


—=alat —1). Atqurat=l ergo s(» —1)=0, vel s=0 quoniam 
modulus ad @—1 primus. 

$. 58. Theorema. Productum omnium radicum con- 
gruentiae ”=1(mod.p) designante > numerum primum 
‚unitati posifive aut negative sumptae est congruum 
prouti divisor communis maximus numerorum a et »y—1: 
est impar aut par. | 

Divisor communis maximus numerorum # et p—1 sit d habebit- 
que congruentia-de qua agitur d radices ($.41.). Quarum quaelibet 
ad exponentem d pertinens sit 0; talis enim semper exstat. Termini 


* 


37 
20, wr, wi, w’,... ww! 


periodum constituent omnesque congruentiae propositae satisfäcient 
neque plures radices exstant. Ergo productum radicum erit ==+1 
($. 43.) prouti d est impar vel par. 

Congruentia x ? =1 (m. p) admittit I radices, quae om- 
nes residua ipsius 9- sunt quadraticı ex quo sequitur theorema 
$. 44. 

$. 59. Summa omnium radieum congruentiae a=1 
(m. 2! semper per modulum divisibilis est. \ 

Pertineat » ad exponentem Ö statimque propositio sequitur ex 
$. 57. quoniam in hocce casu o—1 tanquam minor quam » ad p 
est primus. 

$. 60. Summa guadratorum omnium numerorum, qui 
eongruentiae ==] (mod. p) satisfaciunt semper per 
modulum » divisibilis est, dummodo excipietur casus, 
in quo congruentia duas tantummodo admittit radices. 

1. Sit d i.e. divisor communis maximus numerorum 2 et »-L impar. 
Radices deinde congruentiae nostrae sint ww, 20’, 0”, w"' etc. erunt- 
que etiam hae radices »°, w'?, 20"?, «0”*, etc. et quidem omnes 
sunt incongruae. Nam si haberetur 0? = «'* esset (vo — w') (o—+- «”) 
ergo »-+ w' per » divisibilis vel »=— w' (mod. p), ita ut etianı 
— 2’ esset radıx. Jam 2 erit impar, nam si esset par, quia etiam 
p— | par numerum Ö tanquam imparem et 42 et !(»— 1) metiri 
oporteret quo facto 20 numeros » et »—1 metiretur contra hyp. qui 
Ö est maximus ipsorum 2 et »—1 divisor communis. @uia igitur » 
impar erit (-oP=—wr=—1 neque vero — © satisfaciet 
congruentiae nostrae contra praeced. Quadratis igitur w?, '?, 
«0? w"?, etc, exhibentur omnes radices diversae adeoque 


vw. ww" etc. = ww? pw”? pw”? etc. 
Atgui o+ w-+- ww" etc. ($. 59.) per > divisibilis est, ergo etiam 


w? + ww"? etc. 
2. Sint denuo radices congruentiae 2” = 1 (mod, p) vel quod 


idem valet hujusce zd=1 (mod. >) w, w', w", 0" etc. atque d 


par. Congruentiae (=? =1 satisfaciunt 10 radices incongruae, 
quarum summa_($. 59.) per modulum erit divisibilis. Hae radices 
manifesto inter has 
02, w?, w"?, Wr, ,.. 

inveniüntur, @uae quum omnia quadrata congruentiae (v’)d = 1 
satisfaciant, erit perspicuum hane quadratorum summam congruam 
esse duplo- radieum congruentiae (2? =1, quae sec. p sint in- 
congruae. Hoc vero duplum per » divisibilis est, ergo etiam summa 
quadratorum radicum congruentiae zd=1. 

Pro 241 theorema non valere facile perspicietar. 

8. 61. Producetum ex omnibus numeris ad eundem ex- 
ponentem 7 pertinentibus unitati congruum est sec. mod. 
p” vel 2»*, denotante > numerum primum imparem, ex- 
cepto casu in quo Z=?2 Tum enim unus modo exstat 
numerus, ab I diversus. 

Pertineat @ ad exponentem Z secund. 'modulum p” vel 27”, 
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quem brev. grat. ‘per » designabimus. Tum numeris ad 2 primis 
eoque non majoribus designatis per | 


0, 9, 9... Qu 


omnes ad exponentem Z pertinentes numeri exhibentur potestatibus 
($. 21.) | 
a9ı 


quam ob rem productum erit congruum huic potestati 
a9 +9:+9s+: -+Ou 


sec. mod. 7. Jam veror 9, +9, +9, +::+-9u=0 (mod. 3 
($. 37.) ak at =] (mod. ») ergo etiam aOı +9: +9: +-+Qu= 
(mod. zz). 
Coroll. Quando # ad exponentem 9”-1(» — 1) pertinet vel 
radix est primitiva hoc theorema ita enunciari oportebit: u 
Productum ex omnibus radicibus primitivis unitati 
congruum est sec. mod. 9” vel 29% excepto casu in quo 


— 
— 


$.62. Summa omnium numerorum ad eundem exponen- 
tem Z pertinentium sec. modulum p designante p» numerum 
primum est =0, quando Z per quadratum aliquod divisi- 
bilis est, quando vero Z per nullum quadratum dividi po- 
terit, summa erit ==&]1I prouti multitudo factorum pri- 
par 
impäar’ 


a9:, a9, ... a9u 


b) 


morum ipsiusZ est 


Demonstratio. 
Primus casus. Factore primo aliquo cujus quadratum expo- - 
nentem 7 metiatur, per & designato dico si 4 sit numerus ad Z pri- 


mus etiam + ad 2 primum fore, designante 9 numerum inte- 


. dry ip 
grum quencungue.. Nam primum numer: Z, dee yaler factorem & non 


simul involvent, quandoquidem — ex hyp. per « divisibilis est ergo 


si fieri posset, numeri 7, % factorem communem « involverent contra 

ea, quae supposuimus. Quodsi numeri de quibus agitur alium factorem 
. t 

prımum communem © haberent, tum esset k+2=0 (mod. ©) 


‚adeoque a -+-7p=0, metireturque © productum a4 ergo % quia 
9 ab @ diversus est. Tum autem denuo % et Z noh essent primi 
inter se. Ex quo sequitur omnes hos numeros 
3t (« — 1) 
sinne AA on 
ad ipsum Z fore primos. Jam sit = numerus ad exponentem 2 per- 
tinens pertinebuntque ($. 21.) omnes hi ad eundem exponentem 
Ei a RR lat 
Ir DT RT 0 

quorum multitudo est «. 

Summam horum ita exhiberi licet ° 

t 2t 3t (a—A)t 


ah kemati mar a uch e) 


t 21 
k, kn ala ualeore k+ 
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BAER RER 2 (et 
Jam vero omnes hi a%, a®, a®,...a % sec. mod. prop. sunt 
mt wet 


® * Tier \ PN VoR/e 3 
incongrui; nam si haberetur z«=a* ita ut nullus numerorum 3, 92 


t 
(m — m’)— M 


hune & — 1 superaret, esset @ e=1; aqu m —m'<o, 
t . » [ . . 
(m — m’) <t, quo facto inferior ipsius z potestas quam Zf@ uni- 


tati congrua fieret contra hyp. Termini igitur 


RE SEO la EDE 
ac, ar, at,..a® ‚1 
a 
periodum constituent. Sed numerum #* ipso p minorem accipere 
t N, 


oportebit. Si enim a= + mp ad exponentem z pertinet etiam ar. 
et 
ad eundem pertinebit, quandoquiden si «% ad @<“a pertineret, 
% > x 
manifesto jam potestas (@* + »»p)«' unitati esset congrua. Erit 
€ 


igitur @®— 1 ad » primus adeoque ($. 57.) summa terıninorum quos 
ınodo diximus per » erit divisibilis, ergo etiam 
t 2t Ha—1) 


a Aa as. 2%) 

Quia a? est divisor exponentis Z multitudo numerorum ad zpr- 
morum ipsius @ erit multiplum; quando autem alıus numerus. ad 7 
primus ab illorum 5 | 
| £: 21 (e — Dt 
k, ke ee k+7: Re Krsbken; 

quoqgue diversus X’ assumitur, simili modo productum 

E ar (alt 
arl-Hat ZaC -..+a« ) 
> per » divisibilis erit. Hoc modo progredi licebit, quoad omnes ad 
Z primi sunt exhausti, quo facto omnes habebuntur numeri ad expo- 
nentem Z pertinentes, quorumque summa per 2 divisibilis erit. 
- -Secundus casus. Sit # per nullum quadratum divisibilis vel 
formae, oßyd...‚.denotantibus @, ß, y, d... numeros primos inter 
se diversos. Sed pro quattuor modo factoribus demonstraturos nos 
"esse theorema obseryandum est, quandoquidem nihil impediet, quo- 
minus argumentatio ad quotcunque extendatur factores. Dico pro- 
ductum ' 


(ad + a2ady + ae +... + ald-DePr) 
(add + arudd + ae) ...tal/ DV erg) 
(actd + a2eYd + a3e/d etc. + aP-VeY0) 
E u (aBrd + ad H- ad etc. + ale-VP70) 
designante & numerum ad exponentem 7 pertinentem summae om- 
nium numerorum ad exponentem 7 pertinentium sec. » esse congruum. 
Quencunque ‚enim ‚hujusce producti terminum exhiberi licet hoc modo 


S 
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quam formam habere facile perspicietur. Cujus potestatis exponens 
ad z=ufßyd primus erit, quoniam nullus horum «, ß, y, d metiri 
etim potest. Omnes igitur producti de quo agitur termini ad expo- 
nentem 7 pertinent ($. 21.) et quidem omnes sunt incongrui, Nam 
si haberetur 


RER YIHUT BIT — KR HERTHK erde By 
‚esset ($. 10.) 


(v— aß + (Dad + ap" — er d + Y” — PrI= 0 
secundum modulum Z. Atqui ex. gr. y<d, y<0d, w—y<0d, et 
(y—y)efy per d non divisibilis neque vero summa de qua agitur, 
adeoque haec summa etiam per 7 dividi nequit. Jam vero multi- 
tudo illius producti terminorum, ut ex combinationum doctrina patet, 
erit (N (®—1) („—1) (d—1) atque etiam multitudo ‘nume- 
‚ rorum ad 7 primorum est («—1) (?—1) y—1) (d—1), qua re 
omnes omnino ad exponentem Z pertinentes numeri producto exhi- 
bentur. 

Quia z ad exponentem == afßyd pertinet, termini 


PR RE Pit ni PAC) = 1aRzr 1 


periodum constituent, et quoniam ut antea ««?/’ —1 ad p primum ° 
accipi licet, summa horum per 7 divisibilis erit, adeoque 


Bl. a4 Fa ARE I (mod. ?) 


Ex eadem causa -reliquorum “factorum quisque unitati negative 
sumptae est congruus. @uando igitur multitudo factorum «, ß, y, 
d... est par, productum i. e. summa omnium numerorum, qui ad 
exponentem Z pertinent, unitati positive sumptae congruum fit, quando 
vero impar unitati negative sumptae. In nostro quidem casu unitas 
positive erit sumenda. % 

Exempl. - Ad exponentem 6 sec. mod. 19 pertinent numeri $, 
12 quorum summa =1 (mod. 19). 

Coroll. Quando 7=p-—1 theorema ita debebit enunciari: 
Summa omnium radicum primitivarum moduli primi est 
=0(0 quando 9 —1 per quadratum aliquod divisibilis est, 
quando vero per nullum quadratum divisibilis summa 
erit =£1 prouti multitudo factorum ipsius »—1 pri- 
par 
impar’ 

Exempl. 2 est radix primitiva mod. 19 et 18 per quadratum 
divisibilis, qua re summa radicum primitivarum 


PA a EA A 


morum est 


per 19 divisibilis. 

$. 63. Hancce opportunitatem praetermittere' non debeo, quin 
theorema demonstrem, quod primo quidem aspectu demonstratu difi- 
cillimum videtur. Est vero hoc: —3 est residuum quadraticum 
numeri cujusque primi, qui forma continetur 12%-+-7 vel 
12<-+-1, non:residuum vero formarum 12% +5, 12% -+- 11. 
Quo facto sequitur ex. $.31.,3fore residuum numeriprimi 
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formae 12 -+-1 vel 124-+-11l, non-residuum vero harum 
122 -+5, 22 +17. 

Primo observamus ad exponentem 3 pertinere duos numeros, 
quoniam tot sunt ad 3 primi. Debet autem 3 ipsum » —1 metiri, 
designante >» modulum primum, qua re » erit formae 34 +1, quae 
has involvit 12% +1, 124% -+-7. Numeri ad exponentem 3 pertinen- 
tes sec. mod. »—=124-+-1, 7 sint o, ß eritque ($. 62.) a H-f=—1 
atque ($. 61.) af=1 sec. 2. Ex quo sequitur P+H+-f=—I1,. 
4A Ap=—Aı, AA eE—3 1. e (PHl=—3. 
Quando igitur 3 ipsum »—1] metiatur i. e. quando » est unius 
formarum 12<-+1, 122-7 semper —3 erit residuum quadraticum 
hujusce numeri primi. \ j 

Ceterum obseryari licet, semper numeros ad exponentem 3 per- 
tinentes inveniri posse. Repertis enim residuis mod. > quadraticis, 
intelligetur, quod quadratum residuo —3 vel »—3 respondeat; 
hujus radix sit zo eritque 2? +-1===% (mod. p), quae congruen- 
tia primi gradus facillime poterit resolvi. | 

Exempli gr. ÜUt numeri ad exp. 3 sec. 31 determinentur per- 
tinentes residua inveniri quadratica mod. 31 oportebit. Sunt haec 
1.4.9.16.25.5.18.2.19.7.28.20.14.10.8. Residuo 28 
respondebit quadratum 11? ergo congruentia resolvenda 


2-+1=+11 (mod. 31). 
Est vero = _15], Ben vel | 


ita ut 5 et 25 ad exponentem 3 sec. mod. 21 pertineant. 


II. 
Ueber Cauchy’s Interpolationsmethode. 
‚Von 
dem Herausgeber. 





& 1. | 

Interpolationen sind für die Physik und Astronomie, überhaupt 
für alle Naturwissenschaften, welche die Anwendung der Mathema- 
tik gestatten, von so grosser Wichtigkeit, dass jeder Versuch, die 
bei denselben vorkommenden Rechnungen zu erleichtern und über- 
haupt die Methode im Allgemeinen zu vervollkommnen, willkommen 
sein muss. Cauchy’s von Herrn Moigno in seinen Legons de 
calcul differentiel et de calcul integral, redigees d’a- 
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pres les methodes et les-ouvrages publies ow inedits de 
M.. A.-L. Cauchy. Tome I. Paris. 1840. p. 513 mitgetheilte 
Interpolationsmethode scheint uns in den vorher angedeuteten Be- 
ziehungen so Vieles zu leisten, überhaupt in jeder Rücksicht, so 
vortrefllich, in Deutschland aber noch so wenig bekanut zu sein, 
dass wir es für unsere Pflicht halten, durch eine ausführliche und 
deutliche Darstellung derselben, die wir in diesem Aufsatze zu ge- 
ben versuchen werden, zu ihrer möglichst allgemeinen Verbreitung 
nach Kräften beizutragen, wobei wir zugleich auch vorläufig be- 
merken, dass wir bald in einem andern Aufsatze eine von uns ver- 
suchte Anwendung dieser schönen Methode auf einen physikalischen 
Gegenstand mittheilen zu können hoffen. alte, 


8. 2 
Wir gehen von der Voraussetzung aus, dass die von der ver- 
änderlichen Grösse x abhängende Function % sich, indem 
Us ®, WW, Bun .. » 
gewisse ihrer Form nach gegebene Functionen von x, und 
2, b, C, d, [2 u... 
gewisse constante, ihren Werthen nach aber unbekannte Coeflicien- 
ten bezeichnen, in die convergirende Reihe 
y=zaurbv+-cw-- ds ..... 
entwickeln lasse, und stellen uns, wenn eine hinreichende Anzahl 
aus Versuchen oder Beobachtungen abgeleiteter Werthe 
Yır Yar.Y32,Yas >, Yn 


der Function % gegeben ist, welche den ebenfalls gegebenen 
Werthen 


X]; Us; X, Loy. En 


der veränderlichen Grösse & entsprechen, die Aufgabe: 
l) zu ermitteln, wie viele Glieder der Reihe S 


au, bv, cw, dz,.... 


vom Anfange an man beibehalten muss, um durch deren 
Summirung -einen hinreichend genäherten Wertl der 
Function y zu erhalten, dessen Abweichung von dem 
wahren Werthe dieser Function als unmerklich betrach- 
tet werden kann, d. h. sich innerhalb der Gränzen der 
unvermeidlichen Beobachtungsfehler hält; 

2) die Werthe der constanten Coefficienten 


20 CE LEN 
der beibehaltenen Glieder der obigen Reihe zu bestim- 
men. y ; 
; 8. 3. | 
Zuvörderst wollen wir die Bedeutung einer Bezeichnung er- 


klären, von welcher wir im Folgenden der Kürze wegen häufig 
Gebrauch machen werden. | 
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Wenn nämlich 
Mas Urs U Way. Un 
und 
| ie nee se 
überhaupt gewisse gegebene Grössen, in beiden Reihen in gleicher 
Anzahl, bezeichnen; so soll den Symbolen 8, und Iv„ immer die 


folgende Bedeutung beigelegt werden. Das Symbol 8z, bezeich- 
net jederzeit die Summe der absoluten Werthe der Grössen 


Urs Urs Us, Ua, ..o. Uns 


wobei man sich jedoch diese Summe immer 'auf solche Weise gebil- 
det zu denken hat, dass man die Grössen 


jenachdem sie positiv oder negativ_sind, mit 41 oder mit — | 
multiplicirt und alle auf diese Art erhaltenen Producte. zu einander 
addirt. Wenn man nun aber ferner ganz mit denselben Factoren, 
mit denen man vorher die Grössen 


» %ı> ER Us, Ua; ..0.. Un 
multiplicirt hat, dann auch respective die Grössen 
Vı> V5,7 Vs, Va; „0 000 Un 


multiplicirt, und alle auf diese. Art sich ergebenden Producte zu 
einander addirt; so soll die Summe, welche man dadurch erhält, 
im Folgenden immer durch Io, bezeichnet werden, wobei man also 
wohl fest zu halten hat, dass So, keinesweges die Summe der ab- 
soluten Werthe der Grössen 


U; Vo, Vz; Va; IB 1. Un 


bezeichnet. In einem ähnlichen Verhältnisse wie die durch 8%, 
und 2v, bezeichneten Grössen, sollen im Folgenden auch die durch 
S,2n und 2,0, 8,2, und I,0%, 8,2 und 2,vn, u. s. w. oder 
ähnliche Symbole bezeichneten Grössen zu einander stehen. 


$. A. 


Indem wir nun der Auflösung unserer Aufgabe näher treten, 
bemerken wir zuvörderst sogleich, dass die Bedingungen derselben 
wegen der vorausgesetzten Gleichung 


—au+rbv-+-cw-+ ds ...., 
wenn wir die den Werthen 
a RE REN Nee ! 
der veränderlichen Grösse x entsprechenden Werthe der Functionen 
| BA, Mr BOS- Byira ale 
durch | 
Ur, Un, by, Uayo Uns 


Or; U; U; Unten!" * 
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En WERKES 
Si ET Be en: 
N. S.7Wi, t 
bezeichnen, zwischen den constanten Coefficienten 
4,0, .0, dj ; 
unmittelbar die folgenden » Gleichungen: 
y‚=au, +bv, 4cw, As... 
y,=au, +bv,+cw, +dz,- .... 
y, =au, +bv, +cw, + dz, + .:... 
u. 5. w. 
Yan Zaun + bvn + cCwn + den +: 


\ 
liefern, welche in Bezug auf «, 6, c, d,.... als Gleichungen des 
ersten Grades oder sogenannte lineare Gleichungen zu betrach- 
ten sind. 

Vernachlässigen wir nun als eine erste Annäherung vorläufig 
die sämmtlichen Coefücienten 6, ce, d,...., oder redueiren wir, was. 


dasselbe ist, die Reihe, durch welche y ausgedrückt wird, auf ihr 


* 


erstes Glied; so ist 


y= au 
der allgemeine genäherte Werth von %, und wir haben daher jetzt 
das folgende System von Gleichungen: 

Yyzan,, Yy au, Y —us,,.. ‚Yn — at. 


Multipliciren wir diese Gleichungen auf beiden Seiten ‚mit gewisser 
willkührlichen Coefficienten, nämlich respective mit (len Coeflicienten 


Ki RT IRTEN 
so erhalten wir die Gleichungen | 
aku, =kyı 
akku, Kkyya: 
ak;u, —KyYy;. 
u. Ss. wW. 
AK Un — Kunz 
durch deren Addition sich ferner die Gleichung 
a(lk,u, + k,u, + ku, 4... + Ant) 
—=kyı +kYy tk Yy-t -.. 4 Knyn 
also f 
al akzya Hksya » + + Änyn 
1%, + ku, ku; + kann 


ergiebt. Bezeichnen wir nun die in den durch Versuche oder 
Beobachtungen gefundenen Werthen i 


Yır Yar Ya, Yar «+» Ya 
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von  steckenden Fehler respective durch 
Ey Ey, Ey, Egy on. En, 
so dass also die wahren entsprechenden Werthe von % 


Yı + :ı, Ya tr E23) Ya + 855 + +» Yan tt En ; 
sind; so ist nach dem Vorhergehenden der wahre Werth von 
offenbar eigentlich ; 

k(y, +8) + Roly2 + 83) + krlys +83) + Änlyn + En) 
ka, + ku, ku; + kn 2 
und der in der Bestimmung 
N kıyı-t kayz +ky: +: ern Knyn 
Del Ei Ya euer, 
ka + ku, + ku; ... + knten 
von @ steckende Fehler ist daher augenscheinlich  . 
ERNEST 32. Kt, 
ku ku; + kzu;- +. kntin 
Die Coefficienten 
BR. Rus. Ka 


sind allerdings ganz willkührlich; jedoch hat man des Folgenden 
wegen zu beachten, dass man den absoluten Werth :keines dersel- 
ben grösser als die Einheit anzunehmen braucht, weil es, um dies 
in allen Fällen zu bewirken, bloss nöthig ist, dass man alle Coef- 
ficienten durch den absoluien Werth desjenigen unter ihnen, wel- 
cher den grössten absoluten Werth hat, dividirt, wodurch der 
Werth von & und des in demselben steckenden Fehlers offenbar 
gar keine Aenderung erleidet. 


Bei der absoluten Unkenntniss, in welcher man sich. rücksicht- 
lich der Fehler 


‚ befindet, kann man nun, um die willkührlichen Coefficienten 
kı, ka; k;; Aayır. Kon 


auf die vortheilhafteste Weise zu bestimmen, offenbar nichts weiter 
thun, als dass man dieselben so zu bestimmen sucht, dass der ab- 
solute Werth des Nenners des Bruchs 


köı kat Hk; +... + Änen 
ku, + ku, rk u; +.» 24 inin’ 
durch welchen der in der Bestimmung 


kyı Hey tky +... knya 
ar Ta Ya ENTE tr Ir TERRY 
kA akt, kat 4... 4 kan 


von @ steckende Fehler im Allgemeinen ausgedrückt wird, seinen 

grössten Werth erhält. Dies erreicht man aber dadurch, dass man 

die in Rede stehenden Coefficienten so bestimmt, dass der Nenner 
“ ku, +0, ku +. 4 Ann 

in die Summe der absoluten Werthe der Grössen 


U, Un, Us, Urn... Un 
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übergeht, d. h. man muss für 
{ ki kss VER Kysıad den 
die Grösse + 1 oder —1 setzen, jenachdem die Grössen 
Urs Ug, Uzs Urs». Um 


positiv oder negativ sind, wobei zugleich erhellet, dass wenn man 
dies thut, auch der absolute Werth des Zählers 


nie die Summe der absoluten Werthe der Grössen 
E15 Es, €zy Eis ne En; 


‘ d. h. das Maximum, welches dieser absolute Werth überhaupt er- 
reichen kann *), ‘übersteigt. Wendet man also jetzt die Bezeich- 
nung, deren Bee im vorigen Paragraphen ausführlich erklärt 
worden ist, an; so liefert wegen der oben bewiesenen Gleichung 


_kyı hy kya + Anyn 
ht rk hu FE Fre un 
offenbar die Formel 


[74 


ZUYn 
Say { 
die vortheilhafteste Bestimmung von #, so weit sich wenigstens bei 
der völligen Unkenntniss, in welcher man sich rücksichtlich der 
Werthe der Fehler 





Ein Eon, &z5 Egy« +» En 


befindet, hierüber urtheilen lässt, und für % erhält man nun ‘den. 
genäherten Ausdruck | 


oder, wenn 





gesetzt wird, den Ausdruck 


Y=U'ZYn- 


Wäre überhaupt z=1, also y=«, d.h. y eine constante 
Grösse, wenigstens näherungsweise, so wäre offenbar 


Sun —n, > 
1 Ä | 
und folglich Vz also 


ı 
y— 2 Syn; 

d. ı., weil in diesem Falle offenbar 
*) Wo man fest zu halten hat, dass.nach’ dem Obigen in allen Fällen der 


absolute Werth keines ‘der Coefficienten A, A2, k;, Ay, ...kn grösser 
als die Einheit angenommen zu werden braucht. 


n 6 
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Iyzytpnty N :-:-+% 


ist, 
— YıtY%2-+Y: t+Ys + +» --+Y%n 
N A sy u RT N 9 
wodurch wir also in dem vorliegenden Falle unmittelbar auf das 
bekannte Princip des arithmetischen Mittels, dessen man sich in 
den Naturwissenschaften so häufig bedient, geführt werden. 
Wir wollen jetzt in: völliger Genauigkeit 
y=w Zyn+ NY 
also 5 | 
Ay=y— u Zyn 
setzen, und wollen die den Werthen 
EHE EN En 


von x entsprechenden Werthe von Ay, die sich, weil man die den 
in Rede stehenden Werthen von = entsprechenden Werthe von % 
und kennt, mittelst des obigen Ausdrucks von Ay jederzeit be- 
rechnen lassen, respective durch 


Ayı; Ava; Ays; Ayas ... Ayn 


bezeichnen. Findet man nun, dass diese Grössen sich sämmtlich 
innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler hal- 
ten, so braucht man mit der Bestimmung der Coefficienten @, 2, 
ce, d,...., nicht weiter vorzuschreiten, und kann. mit hinreichender 
Annäherung 
y=u Syn 

setzen. Halten sich aber die in Rede stehenden Grössen nicht 
* sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungs- 
fehler, so muss man weiter das folgende Verfahren einschlagen. 


Weil 
y=au+-bv-+-cw+-ds+.... 
ist, so ist offenbar 
Zn =—=a Dun + 5.20, + c Ion di Be ar, 
und folglich, wenn man 
vu 20, + Av, 
v— uw Iwn-- Aw, 
way S2n + Az; | 
h u siiw. 
setzt, da offenbar jederzeit 
| Im Sun, 
also nach dem Obigen | 
uw Dun —uNSun Zu 
ist, 


Ay=b Ave Aw-+d ern 
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Die den Werthen 


TC; X; Uss X; ...%» Ta 


von x entsprechenden Werthe von Av, Aw, Az, . .. ., welche wir 
respective durch 


Avı, Av,, Av,, Av.,... Ad; 
Aw,, Aw., Aw;, Awss -» » . Awn; 
Ası, At2, Az, Ass, - - - At; 
u. Ss. w. 
bezeichnen wollen, kann man mittelst der Formeln 
Ar=v— wLvn, 
Aw = w— wSwn, 
Az =xz— w2xz,, 
u. Ss. w. 
jederzeit berechnen, und kann also auf die Gleichung 
Ay=bAv-+cAw + dAS+ .-... 


jetzt offenbar wieder ganz dasselbe Verfahren anwenden, welches 
wir vorher auf die Gleichung 


y=aurbv-+-cw—-dz—+ .... 
angewandt haben. Wir werden nämlich 
z, Ay 


und 
u &,Ayn 


Ay Veurgr Ss, Avyn Av. 


oder, wenn der Kürze wegen 





ae 
2 San, 
gesetzt wird, 

| Ay—vX,Ayn 
also näherungsweise 

y=—=uwuZyn + v2,AYn 

setzen. he 
In völliger Genauigkeit wollen wir nun aber 


AWwy=v3Am HA’ 
also 
A’y=Ay— v2,Ayn 
"setzen, und wollen die den Werthen 
Nabe Ua Kay Deo. En 


von x entsprechenden Werthe von A?y, die sich mittelst des obi- 
gen Ausdrucks dieser Grösse immer berechnen lassen, respective 
durch / | | 


e.,. N ı . 


A’yı: A’ya, A’ya, A’Yar - + A’Yynı ® 


bezeichnen. Findet man nun, dass diese Grössen sich sämmtlich 
innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beöbachtungsfehler hal- 
ten, so braucht man mit der Bestimmung der Coefficienten e, 2, 
c, d,.... nicht weiter vorzuschreiten, und kann mit hinreichender 
Annäherung 
Ay= v'S, Ayn; 

also N 
y—=w>yn + v2, NYn 


setzen,: Halten sich aber die in Rede stehenden Grössen nicht 
sämmtlich innerhalb der üunvermeidlichen Beobachtungsfehler, so 
muss man ferner. das folgende Verfahren einschlagen. 

Weil 


Ay—bAv-+ ehw-+ dNS-+ .... ) 
ist, so ist offenbar | a . 
2, AYynı = 02, Ava + e2,Nwn + EZ, Na... ., ' 
und folglich, wenn man 
Av =v23,Nwn + Azw, 
Az =v2,N&n + N”, 
us. w. 
setzt, da offenbar | 
2,Am =S,NAvn, 
also nach dem Obigen , x s 
u Nun u, ANtaz= iv 
ist, | | 
Ay—cehw+dN?z+.... 
Die den Werthen Ka 


X To, Us; TUas LEE Zur vu Tn 


* 


ie * 
von x entsprechenden ‘Werthe von Aw, A?z,...., welche wir re- 
spective durch * 


‘ A?o,, A’w., Aw, A’ws;, : - . Arwn; 
Kai NEN NA N den; 
u. S. W. 
bezeichnen wollen, kann man mittelst der Formeln 
A’ = Aw — v2, Awn, 
Az = N —vI, Nm, 
u.s w. 


* 


jederzeit berechnen, und kann also auf die Gleichung 


Ay=cehNwtdN’z+ ..... 
Theil IH. | A 


2 


Be 


jetzt wieder Anz dasselbe Verfahren anwenden, welchen wir oben 


auf die Gleichung 


yzaur-bv+- cwr- dz-+ .... 


angewandt haben. Wir werden nämlich 











2, Ai 2A Yn 
em LI 
S,A:wn 
"und up: 
2 — 2: "Yn ke 
A’y , 
27777 
oder, wenn der Kürze wegen . 
i a toAPrar; Bir. Ri 
U PER 
S,A? Wn 


gesetzt wird, 
Ft m h NY vo, ®Yn, 


% 


also näherungsweise 


y=WZyn+ v2, Ayn + w2,N?Yyn 


setzen. 
In völliger Genauigkeit wollen wir nun aber’ 


Ay—w2,A’ Ay 
also 
Ay=A’y— w2,N*Yyn Ki 
setzen, und wollen die den Werthen 

Ey Vals Case + en nr 


von 2 entsprechenden -Werthe von A’y, die sich mittelst des obi-. 
gen Ausdrucks. dieser Grösse immer berechnen lassen, respective 
durch 

A’yı, A’Y:, A’; AroR 2. A’Yyn 
bezeichnen. Findet man nun, dass diese Grössen, sich sämmtlich 
innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler hal- 


ten, so braucht man mit der Bestimmung der Coefhcienten a, 2, 
e, d,.... nicht weiter vorzuschreiten, und „kann mit hinreichender 


Annäherung 
Ay—wX,Arymn 
also 
y—wW>yn + v2, Ayn + WE, A” Yn 625 
setzen. Halten sich aber. die in Rede stehenden Grössen nicht 


sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungs- 
fehler, so muss man weiter auf folgende Art verfahren. FR 


Weil j 

| Ny=ceNw+ dNz-.... i.: 

ist, so ist offenbar 
S,N?Yyn = e2,N un rd, NH... 
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und folglich, wenn mau " a 
j Az=w2,N2. + N'z, 
u. 8. W. 


setzt, da offenbar 
DINO EREIN Wn, 
also nach Henn ine | 
j 02, \”wn = wS,N”wn = Ar 
ist, 
; NUN SHEIIENI, 
Die den Werthen 
| Br AERE 75 


von x .entsprechenden Werthe von A’z,...., welche wir respective 
durch 


A’zı; A’23 ES I T3%, ... A’27; 
u. S. W. 
bezeichnen wollen, kann man mittelst der Formeln 


A’z—=Nz— wW2, An 
VD 

jederzeit berechnen, und kann also auf die Gleichung 

Ay—dN’s-+ ..... - 
jetzt wieder ganz dasselbe Verfahren anwenden, welches wir oben 
auf die Gleichung 

y=zau- bv+-cw+ds+..... 
angewandt haben. Wir werden nämlich‘ 
es 


und 


D 


3 2,;A’yn 3% 
Nymsehe, . 


oder, wenn pR Kürze wegen 
Kir, 


% TTESB 
S,A’zn 


4 


gesetzt wird, 


ER vw! 
A’y—*r-,N’Yn 
also näherungsweise 
Yz WS yYn 17 v2, AYyn ur w2,N”Yn + »'3,A’Yyn 
setzen, 
In völliger Genauigkeit wollen wir nun aber 


Ay=#8,N’ya+ NY 
‚also. . 
4* 


4 
Ay=AYy—#E,N'yn 
setzen, und wollen die den Werthen h 
Ts Us, TU z; Tas .e eo. In s 


von & entsprechenden Werthe von A?y, die sich mittelst des obi- 
gen Ausdrucks dieser Grösse immer berechnen lassen, respective 
durch . 

q 4 ,,* 4 

Rn Na. War Yes NYas u A Yn 

bezeichnen. Findet man nun. dass diese Grössen sich sämntlich 
innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler hal- 


ten. so braucht man mit der Bestimmung der Coeflicienten a,b, 
e,'d,.... nicht, weiter vorzuschreiten, und kann mit hinreichender 


Annäherung 
Ny=xr2,N’Yn 
also Ä 
y=U>y + v2, Nya-+ W2,;,N?yYn + 22;N°Yn 


setzen. Halten’ sich aber die in Rede stehenden Grössen nicht 


sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungs- 


fehler, so muss man wieder ein ganz ähnliches Verfahren wie oben 
anwenden, und auf diese Art überhaupt immer weiter gehen, bis 
man .auf eine Reihe von Grössen von der Form 


Any; ‚Ama I Ary;, ds Ama RE SR Ar yn 


kommt, die sich Ra innerhalb der Gränzen der unvermeid- 


lichen Beobachtungstehler halten. 


8.5. 

Wir wollen nun die Hauptmomente der vorhergehenden Inter- 
polationsmethode hier nochmals in der Kürze übersichtlich zusam- 
menfassen, ohne die Erklärung der Bedeutung der, gebrauchten 


Symbole zu wiederholen. 
1. Angenommen wird, dass die Function » Y: AR in eine con- 


vergirende Reihe von der Form ’ 
an PO a ar rk 

entwickeln lässt, und dass die den » gegebenen Werthen 

\ ”. 

; Xı> Lo, DARR 7 A 7 7277 
der veränderlichen Grösse x, von welcher die Function y und die 
Functionen «, ©, ©, 2,..., abhängen, entsprechenden Werthe 
Yıs Ya» Y5> 9a 00. Yn 


der Functiou 4 gegeben sind. 
2. Dies vorausgesetzt, bestimme man zuerst die Grösse a mit- 
telst der Formel , ae r 
u 

 S%n 


_ 





und die Grössen 


Ayıs Ayz; Ayı, Rai SAP E Ay Yn j £ N 


mittelst der Formel 


. 


= 
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: .AMy=Yy-— Syn, 

indem man in derselben für = nach und nach 
Un Do, Oz, Lay... Un 

setzt. Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 


halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten. 
so kann man mit hinreichender Annäherung - 


x 


y—wyn 
setzen. a A 
3. Findet man aber, dass die in Rede stehenden Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 
achtungsfehler halten, so ‚bestimme man Av ‚und v’ mittelst Wer 
Formeln 
! Av 
v—v— ur, V—=n— 
„A un 2) Ss, Avn 





und die Grössen 
292, A?ya» AEEORE A’ Ya, Ma A? Yu 
mittelst der Formel 
A’y=Ay— v2,Ayn, 
indem man in derselben für z nach und nach 
KERNE Re Dh 


setzt. ‚Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten, 
so kann man mit hinreichender Annäherung 


y=u>yan + vS,AYn 
setzen. 

4. Findet man aber, dass die in Rede stehenden Grössen siel 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 
achtungsfehler halten, so bestimme man Aw, A?’w und w'’ mittels 
der Formeln 

N 
Aw 
—— an _.gf\ DIN a7 RE ES I ee 
Aw = w— wSwn, A N v2, Nwn, w — hun 


und die Grössen 


* | A’yı> Neyz; Ns N’Yyas ... A’yn 


"mittelst der Formel 1% 


Ay=A’y— w2,A’yn 
indem man in derselben für = nach ‚und nach 

a ra ch | 
setzt. Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 


halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten, 


so-kann man mit hinreichender Annäherung 
y=uwu>yn + v2, N\yn + %2,\”yn 


setZen. 
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5. Findet man aber, . dass die in. Rede stehenden Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 
achtungsfehler halten, so bestimme man Az, A?’xz, A’x und x’ mit- 
telst der Formeln 


As—=z»—wW2n, Az—=Nz — v3, N, A’z = N?z — wWI,N?&n, 
, A?2.., 
x EISEN „A3%n 
und die Grössen 
A’yı; Nu. A’Yas Ar Yarına DAY 
mittelst der Formel ® 
Ay Ay — 22yA’Yn, 
indem man in derselben für = nach und nach 
Xi, Los Kay Ts, a I | Ip 


setzt. Findet man dann, dass sich diese Groszen sämmtlich inner- 
halb der Gränzen der: unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten, 
so kann man mit hinreichender Annäherung 


Y— WI yn my v2, Ayı urn Da wZ,N?Yn en 22 ,N’Yn 
setzen. 
„6. Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, ist klar. 


$. 6. 

Auf die vorhergehende Weise lehrt Herr Moigno a. a. 0. 
nach Cauchy die Anordnung der Rechnung. Man könnte aber, 
wie es uns scheint, auch auf folgende Art verfahren, wobei wir 
bemerken, dass nach dem Öbigen, wie leicht erhellet, 


, a _ 
u — —Uu 
4 Zyn 


v = — 


b 
2 ‚Äyn Av, 


, * 
ist. 

1. Angenommen wird wieder, dass die Function y sich in eine 
convergirende Reihe von der Forın 


y=awt- bvrcwr- dz—+ .... 
entwickeln lässt, und dass die den » gegebenen Werthen 
Xıs Va; Xy, Kay. Kon 


der vershdarliehen Grösse x, von welcher die Function -y nd die 
Fuuctionen , v, ©, %,.... abhängen, entsprechenden Werthe 


Yı> Y:> Yan Yar «+ Ya - 
der Function y gegeben sind. ER 


‚setzen, 


* 


Pr 
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2. Dies vorausgeseizt, bestimme man zuerst die Grösse « mit- 
telst der Formel | Ä 


-und die Grössen 


Ayı; Ays4AYt; Ayar.-.. : NY 
mittelst der Formel , P 
Ay=y— au, 
indem man in derselben für © nach und nach 
ER EHL H n 


setzt. Findet man nun, dass diese Grössen sich sämmtlich imner- 
halb der Gränzen der unyeränderlichen Beobachtungsfehler halten, 
so kann män mit hinreichender Annäherung 


3 yz au 


sefzen. \ ’ 
3. Findet man aber, dass die m Rede stehenden’ Grössen sich 


nicht sammtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 


‚achtungsfehler halten, so bestimme man Av und 5 mittelst “der 


Formeln 
Ä = Zu\ 
Un Yn 
A ER Zeh act 
Ce MY7ZZ r EN S,Avn j ß 


und die Grössen / | 
At Yı, A? Ya; hr Yz, A Yır.:» Arm 
"mittelst der Formel 
’ A’y=Ay-— Av, 
indem man in derselbeu für = nach und nach 
ET A RR RENT 


setzt. Findet man daun, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungstehler halten, 
so kann’ man mit binreichender Genauigkeit 


E yz=au-b\v 
4. Findet man aber, dass die in Rede siehenden Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobs 
achtungsfehler halten, so bestimme mau Aw, A?wo und e mittelst 
der Formeln { 
Ai zw z, Aw 3,A°’Yn 
VE, u ww — —- CE en 
Re Sun  ° N? A S' Avn Av. e SA?’ 





und die Grössen 
Ar N Yıs A? Ya» A: A ÄA’ya, ... N’ yn 
"mittelst der Formel 
Ay=A’y- sa’, 


I 


- 
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indem man in derselben für x nach und nach 


j 


Xıs Ka; X, X yy. .n. * ICn 


setzt. Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten, 
so kann man mit hinreichender Annäherung 


y= au bN\vt+ cN’w 


setzen. _ 
5. Findet man aber, dass die in Rede stehenden Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 
achtungsfehler halten, so bestimme man Az%, A?z, A’z und d-mit- 
telst der Formeln 


z 3A?xn 








„__2®n Slal Z,den I — N? —— x 
Ar=3— 5, 0 A STE NE TS S,Avn Av, A sirr 2 S,A3ım A gu 
N Z,A’Yn 
ER he 


und die Grössen 


A’yı; A*ya; A'yı, A’ya, Ares A*yın 
mittelst der Formel . 
| MY A'ya Aü'> 
indem man in derselben für x nach und nach 
EAN L n 


setzt.‘ Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 

halb der Gränzen ‘der unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten, 

so kann man mit hinreichender Annäherung ER: 
y=aub\v+cNw+ dN’z 

setzen. 

6. Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, liegt 
deutlich vor Augen: 

Die beste Art der Ausführung der nöthigen Rechnungen und 
manche Abkürzungen bei denselben werden sich einem Jeden leicht 
von selbst darbieten, weshalb wir hier darüber der Kürze wegen 
nichts weiter sagen. Häufig wird man insbesondere schon vorher 


"berechnete Grössen bei den folgeuden Rechnungen wieder in An- 
wendung bringen können. 


$.7. 
Bei weitläufigen Rechnungen ist es immer nöthig, wenigstens 
im höchsten Grade vortheilhaft, im Besitze von Bedingungsgleichun- 
gen zu sein, wit deren Hülfe man die Richtigkeit der geführten 
echnung prüfen kann. Solche Bedingungsgleichungen*lassen sich 
aber aus dem Vorhergehenden eine grössere Anzahl ohne Schwie- 
rigkeit- herleiten, wobei man nur immer die den gebrauchten Sym- 
bolen beigelegte Bedeutung wohl vor Augen zu behalten hat. 
Weil nach dem Obigen bekanntlich zuvörderst 





/ 
Nm 
f Sun 


ist, so ist offenbar 


und folglich 
Se 
Weil ferner nach dem Vbigen 
Avr=v— uSv,, 
Aw = w— wIwn, 
As = — wWDxn, 
u.8. W. 
ist, so ist offenbar N g 
ZINUn heunaee- SUn ern Zu'nZvUn, 
* 5 Aw — Iwn — Sun Op; 


— NG ,LIEN a 
INZn — >=, —_ u u 7 





u. 8 'w, 
Wegen der Gleichung 
Be % 
zn 
ist aber oilenber 
Ss, ln 





und folglich, weil augenscheinlich In — Suy Ist, 
| | Düne, 
also nach dem Vorhergehenden 
NZ, IN =0, STR dns 
Nach dem Obigen ist ferner 


x ._Mv 
Bf S,Avn’ 
also offenbar 
PN =Avn Sv $,Aun, 





On S Au’ 1 a 5 An’ 
d. i. nach dem Vorhergehenden 
DNS en — lu 
Weil nun 4 
Aw = N — v’2, Nwn; 
Az=Ns—v2,Nn, 
u. S..w. 
ist, SO ist offenbar 
ZN?wn om ZN, — SUn2, Awn; 
SN?2n = 2 Nun — Zvnsı An; 
u.85 W. 
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‚und folglich nach dem Vorhergehenden offenbar 
ZN on ED SNa UM... 
Ferner ergiebt sich aus den obigen Gleichungen 
2, N 720 = 2, Av, —., ar Awn, 
mnAsezE Az — 2, vUn2, Az, 
u. sw. 
t . 
Wegen der Gleichung 
EN. 
v — ——— 
S,Avn 
ist aber offenbar 


2} 2 ,Avn 
4 < e Un us S,Aun’ 


und folglich, weil augenscheinlich I, Av. = 8, \vn ist, 
Pa N 
alsognach dem Vorhergehenden 
INN; ZN EU 
Nach dem Obigen ist ferner 
Aw 


w — 
S,A:wn’ 





also offenbar 
I ZA’wn x MH 3,A’wn sg j 1508; 3,0? wn 
rare ? ee er l Y Dr 
ZW, — SA: „A2wn TR N N ae la S,A? ww’ 


d. 1. nach dem Vorhergehenden 
® 
Son 02 N Un 


Weil nun M 


Az=NA’s —w2,N? "zn, 
| u. Ss. w. 
ist, so. ist offenbar 
SNn = Sn — Sn, N’: 


uU. Ss. W. 


und folglich nach dem Vorhergehenden 

Ä N er 

Ferner ergiebt sich aus den obigen Gleichungen 
2, A! =2,N’zn — I, win, N”, 
, u. Ss. W. 

also nach dem Vorhergehenden Et 

ir 2, A 8 22, x 
Endlich erhält man auch 
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S,N’%n == DEN? — I,w 2, N” zn, e 
fe u. Ss. wW. 
Wegen der Gleichung . 
Wr 77 


w = Fe 
Ny S,A?ıwn 


ist aber offenbar 


3,A?wr 
S,A?wn’ 


und folglich, weil augenscheinlich 2, \?%0, = 8,\”wn Ist, 








S,0n 


BER 
also uch dem Vorhergehenden 
PR RS 
Nach dem Obigen ist ferner 


also offenbar | 
Be Een > a de: Sr el 
SA’ Ti I, An’ —® S Az. 
; ee 
d. i. nach dem Vorhergehenden 
| Sr, —V, A eh 1 IE mr | er 
Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar. 
Man kann aber auch noch andere Bediogsgleichungen finden. 
Weil, nämlich nach dem Obigen bekanntlich | 
- Ay=y— wEyn 
ist, so ist offenbar 
ZA yn = I Yyn — ZulnZYyn; 
und folglich, weil nach dem Vofhergehenden 


Sun 
ist, ü ; 
IN v, 


Weil ferner nach dem Obigen 
| A’y=Ay—v2 =, Ayn 
ist, so ist offenbar | 
ZN? yn = ZNyn — Zvn2,Nyn 
3, A? Yyn = 2, AYn — 21 Vn2 , NYn; 
und folglich, weil nach dem Vorhergehenden 
An Z=I, rn 0, Fun —l 


ist, 
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Er | SMya—V, 2, NM m—V. 
Auf ähnliche Art ist nach dem Obigen 
N’y=Ny— w2,A?yn. 
und folglich 
ZN’ Ya = ZA” yn — Zw'n2, N” Yn; 
3, A’Yn ee S, A? Yn = 2, wm,” Yny 
* 5 % 
2,A’Yn == 2,N?Yn En: S,wn23,N”Yyn ; 
also ist, weil nach dem Obigen k | 
IA? —0, I, N? yn 0, Zr, —0, I, wn =OM,w, — 1 


ist, 
ZA’Yn 7 0, S,A’Yn il 23,N°’Yn ZHN 
Ferner ist nach dem Obigen 
- Ay=N’y— #2,N'Yn, 
folglich 


ZN? ya = ZN’ yn — Z2'n2;,A”Yn; 
3, A*yn = 2, N’ Yn — 2,822, A’ Yn; 
2,N*yn = 2;N?”Yn — 22% n2 ; A?’ Yn, 
r 2, N" Yn = 2; N Yn — 23%n2; N’ Yn; 
also, weil uach dem Vorhergehenden 
NW: Nm Zd,; N rn 
SV, 2 N, rl, 2,5, 1 
ist, | | 
ZN nd, 3, N m—=0, EN ya—V, ZN Er 


“- s Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar. 
Die Vortheile, welche die in diesem Aufsatze entwickelte Inter- 


polationsmethode gewährt, hier noch besonders aus einander zu 


setzen, halten wir für völlig überflüssig, da dieselben zu sehr ganz 
von selbst in die Augen springen? Jedenfalls bilden aber die vor- 
her bewiesenen Bedingungsgleichungen ein nicht zu übersehendes 
Hauptmoment bei dieser schönen Methode, die wir den Physikern 
zu recht häufiger und fleissiger Anwendung empfehlen möchten. 
Auch hoffen wir, wie schon im Eingange erwähnt worden ist, bald 
selbst eine Anwendung derselben auf einen wichtigen physikalischen 
Gegenstand im Archive mittheilen zu können. | 
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LNl. a 


Die+ Gleichung der Ellipse @?y°’—+ DB? 22a? p2' 


auf einfache Weise entwickelt aus der Grund- 
eigenschaft vo + v = 2a. 


Von 


Herrn Dr. Fr. Heinen, 


- Director der Realschule zu Düsseldorf. 


Es seien in unten stehender Figur DM der‘ Mittelpunkt einer 


Ellipse; F, F' ihre Brennpunkte, FP?=v, FP=v' die nach 
' einem Punkte P derselben gezogenen Leitstrahlen, das von J? auf 
die grosse Axe —2« gefällte Perpendikel .?@=y, das Stück 


MQ@G Me grossen Axe = x, und MF= MF—Va—b—e. 
Alsdann ist 


2 — FQ: — PF’: — F@?:, 
oder PF?— PF?—= FR — FR, 
oder 2 — u — (e-+ 2)” — (e— 2)?, 
oder (v-+-v) (v— v’)—Ae. x; 
also, weil v + v’.— 2a ist, (1) 


vv V=T- (2) 


Aus (1) und (2) folgt v=a-+“”. (8) 
Es ist aber auch AP—V FQ? + ap: 


oder v»—=V(e+-x)+y” (4) 
mithin wegen (3) und (4) 


“ 
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e?x® 


+ =et2’+y 
# % 
oder. wenn man 2? — Ö? Statt e? setzt und reduzirt. 
ey’ +lb?2? — a?l2. 
« - ; . 


men 
* 


IV. 


Trigonometrische Auflösung der in Bd. I. Heft 2. 

S. 219 behandelten Aufgabe; und über eine Be- 

ziehung, welche zwischen vier Punkten, die in 
einer Ebene liegen, Statt findet. 


Von * 


Herrn Doctor A. R. Luchterhandt 


Oberlehrer am Gymnasium zu Königsberg in der Neumark. 


\ 1. 
Trigonometrische Auflösung der in Bd. I. Heft 2. S. 219 
| behandelten Aufgabe. e 


Es seien d und Z) die beiden der Lage nach bekannten Punkte, 
und die beiden andern Z und € aus den beobachteten Winkeln 
ABD=P, ABC=a, BCD=y und ACD=d ihrer Lage nach 
zu bestimmen, 

Denken wir uns die Seiten des Dreiecks APD nach beiden 
Seiten hin verlängert, so wird die Ebene des Dreiecks in 7 ge- 
trennte Räume zerlegt. Da nun im Allgemeinen der Punkt C'— ab- 
gesehen davon, dass er auf einer Seite des Dreiecks ADB, oder 
‚deren Verlängerung gelegen ist — in jedem dieser Räume sich be- 
finden kann, so wären 7 verschiedene Fälle im Einzelnen zu be- 
trachten. Dazu kommt noch, dass der Punkt 2 auf der einen oder 
der andern Seite der Linie 4D liegen kann. Um nun zu einer, 
von der speciellen Lage der Punkte 3 und C unabhängigen, all- 
gemein trigonometrischen Lösung der vorliegenden Aufgabe zu ge- 
langen, ist es nothwendig, über die Richtung, nach welcher hin 
man die beobachteten Winkel positiv rechnet, eine einfache, unzwei- 
deutige Bestimmung zu machen. Zu dem Zwecke nehmen wir für 
'. jeden dieser Winkel einen Schenkel als den ersten an und denken 
uns den Beobachter in die Spitze desselben, mit dem Gesichte nach 


ge? 
der Oefinung gestellt; liegt alsdann der andere Schenkel zur lin- 
ken Hand, so soll der Winkel positiv, gegentheils negativ genom- 


men werden: Es seien nun für die Winkel 
ABC—=e, ABD—Bß, BCD=y, ACD=0_ 
beziehlich A8, AB, BC und AC die ersten Schenkel. | 
Man sieht sogleich, dass Alles darauf hinausläuft, eins der 
‚Dreiecke BD oder ACD zu bestimmen; wir wählen das erstere, 
nennen den Winkel ADD und bemerken, dass derselbe mit £ 


stets gleiches Zeichen hat. 
Aus der Betrachtung der Dreiecke erhält man. alsdann in völl- 


- ger Allgemeinheit 


» 
" und weiter 





AB: nNr sing BC _sn(e+y-J BD__ sin rin, 
BD sin g+ß)’ AB’ sinyw—d) ’ BUT sin (@+y— BP)’ 
hieraus” | Br 

sin (PHP) ı_ sin y sin (@+Yy—d) 


sn  °  sin(y—d) sin («+y—Bß)’ 








TRETEN sin ysn (ae Hyd) 
EP in Ben p- H)kir ar y—a) 018. P. 
Bestimmt man noch den Hülfswinkel & aus der Gleichung 
I a sinysn(@#+Y-d) 
zur s— zn (y—d) sin(@e--y—d) sinß ’"'""" (A) 
so wird i 


sin (?— £) 

sin $ sin € ° ... (8) 

und aus (A) und () lässt sich vun Y ohne alle Zweideutigkeit 
finden. Die übrigen Stücke der Fıgur ergeben sich dann ohne 
Schwierigkeit. Ä | ‚N 


Cotg = 


ih. i 
Ueber eine Beziehung, welche zwischen 4 Punkten, die 
in seiner Ebene liegen, statt findet. 


5 

Sucht man die Bedingungsgleichung dafür, dass vier Punkte, 

Geremw Coordinaten 2, Y 337 8,3 Yay Rad Xi YyHE EL Yanı$ 

sind, in einer Ebene liegen, so gelangt man bekanntlich zu dersel- 
ben, wenn man in die allgemeine Gleichung der Ebene: 


- A2e + By-+ Cz + D—0 

für die Coordinaten x, Y % nach einander die Coordinaten der A 

Punkte setzt, also die Gleichungen 

Az, + By, + C2:, + D=0, 

Az, + By. + 02, + DV, 
Az, + By, + 2, + D=0, 
A4x,—+ By. + 02,4 D=0 

bildet und aus denselben die Grössen A, 2, C, D_ eliminirt., 


# 
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or N DE. r j 2 i 
Führt man dies aus, so gelangt man zu einer Gleichung zwischen 
den Coordinaten der gegebenen 4 Punkte, die wir ‘zu unserem 
Zwecke unter die Form - 3 \ 


2, Ya: — Ya%s) H (Y2%3 — YaS2) + (Yyı82 — Y2%3]} 

+ 2: y324 — 9423) + (Yarı — Yy1ı8:) 4 (Yyı%5 — Y3%1))} 
+ 2, (Yy2%1.— Yı82) + (Yı8 — Yı%ı) + (Yaz2 — Ya3a)} | 

‚= 2.1928 — m3)t (Yı2 — 9,%,) + (Y3%2 — Y2%3)} 


bringen. Nehmen wir nun an, dass das zum Grunde liegende C»- 
ordinatensystem ein rechtwinkliges ist und betrachten die Projectio- 
nen der 4 Punkte auf die 43 Ebene, bezeichnen dieselben mit 
(1), (2), (3), (4) und setzen voraus, dass (4) derjenige Punkt sei, 
welcher innerhalb des von den drei übrigen gebildeten Dreiecks 
A(1 2 3) liegt, so kann man nach bekannten Sätzen die obige 


ce 


Gleichung auch so ausdrücken: A | 
2, A239) + 2; All 3A) +2; AU2A)=x,N1 23) .6501)77 


oder wenn man bedenkt, dass “ 


A®Z3A)-+ A(13 4) Rd AU24)=A(?23) ° 
ist, auch folgendermassen: 
(2,—2:.) AR 3W)+H{2,—2,) AU 34)-H@,—aı) AU 2A)—=0...(2) 


Nennen wir nun den Punkt, welcher innerhalb des von den 
drei anderen Punkten gebildeten Dreiecks liegt, den inneren Punkt, 
so können wir den in der Gleichung (1).in analytischem Gewande 
ausgedrückten Satz also aussprechen: 

Wenn man drei Punkte und einen innern derselben 
anf eine beliebige Ebene projicirt, und sich die Pyrami- 
den gebildet denkt, welche einen der gegebenen Punkte 
“ und die Projectionen der drei anderen zu Eckpunkten 
haben, so ist diejenige Pyramide, welche den inneren 
Punkt zu einem Eckpunkte hat, gleich der Summe der 
drei anderen Pyramiden. vo | h 


’ 


= 
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Ueber einen Lehrsatz aus der Wahrscheinlich- 
| keitsrechnung. 


Von 


Herrn Doctor A. R. Luchterhandt 


Oberlehrer am Gymnasium zu Königsberg in der Neumark. 


Poisson giebt in seinem Lehrbuche der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, S. 31 nach der Uebersetzung von Schnuse, für die Wahr- 
scheinlichkeit //, aus einer Urne, in der ursprünglich @ weisse und 
b schwarze Kugeln enthalten sind, in # Ziehungen 32 weisse und 
n schwarze Kugeln in einer beliebigen Ordnung zu ziehen, wenn 
die jedes Mal gezogene Kugel nicht wieder in die Urne zurück- 
gelegt wird, den Ausdruck: 


1.2.3... 4:1.2.3......0.1.2.31...0.1.2. Buess-(c—u) 
DaB em 183 an EZB Ce 1R. 3... (am) 12.8. (d) 
alu — 1) (u—2).:...- (m +1) 

| FE 1.2.3..04.02 
aa —1) (a —2)..... .(a—m-+-1)4b—1) (b—2)....b-rRr-+0) 
GRAUE NER RT ET ER (e—-u-+|1) RN 


worin c=a-+-D gesetzt ist. 

Es heisst dann ebendaselbst in der Note: ,‚‚Nach w Ziehungen 
von 92 weissen und » schwarzen Kugeln ist die Wahrscheinlich- 
keit, bei einem neuen Versuche eine weisse Kugel zu ziehen, von 


.. . [77 
den Zahlen »» und 2 abhängig und =7, wo e=—=a—m und 


ce =c—(m-+-r). Aber für eine Person, welche bloss wüsste, dass 
aus der Urne u Kugeln gezogen sind, aber nicht, wie viele weisse 
und wie viele schwarze, wäre die Wahrscheinlichkeit des Zuges 
einer weissen Kugel bei einem neuen Versuche von der Wahr- 


A . ” . 77 . . - 
scheinlichkeit 77 sehr verschieden, -und nach einer uns eben von 


F. Mondesir, ehemaligem Schüler der Ecole Polytechnique, mitge- 
theilten Bemerkung ist die in Rede stehende Wahrscheinlichkeit 
von den Zahlen »z und » unabhängig und wie vor den Ziehungen 
ee: Poisson bemerkt daun ferner, dass Mondesir in dem 
Journal der Mathematik von Liouville den allgemeinen Beweis für 
diese Behauptung bekannt machen werde, | 


Theil I. FIN, 
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Da nun’gewiss vielen Lesern des.Archivs, gleich mir, das 
Journal von Liouville nicht zu Gebote steht, so halte ich es nicht 
für unangemessen, hier einen Beweis für die Richtigkeit der obi- 
sen Behauptung mitzutheilen. 

Jemand, der überhaupt nur weiss, dass aus einer Urne mik @ 
‚weissen und d schwarzen Kugeln w Ziehungen stattgefunden ha-. 
ben, und dass keine der gezogenen Kugeln in die Urne zurückge- 
legt wurde, kann offenbar nur folgende w—+-1 Voraussetzungen 
über das Herausgekommensein von weissen und schwarzen Kugeln 
machen. Es sind nämlich entweder weisse und keine schwarze, 
oder w—1 weisse und 1 schwarze oder u—2 weisse und 2 schwarze 
BE oder, endlich keine weisse und w schwarze Kugeln gezogen. 
worden. Die Wahrscheinlichkeit, dass einer dieser Fälle stattge- 
funden habe, bestimmt sich nach der obigen Formel, wenn man 
darin für 2 und 2 die entsprechenden Werthe setzt. So giebt die- 


selbe für die Wahrscheinlichkeit, dass n u—=m-+z Ziehungen d 


"weisse, und folglich u — d schwarze Kugeln gezogen worden sind, 
wenn man #2 —0d und 2—u—.0 setzt, den Ausdruck: 


.2Mw— 1) (d—2)...... (+1) 
I(0)= BB ed aran | 
ada—N)la— 2)... IH NMIbE—-NLb—M).:.... b—-urI‘+]) 
x ee —1) (e—2).....(e—-ur) f 


Wenn das Ereigniss, dem diese Wahrscheinlichkeit entspricht, 
eingetroffen wäre, so blieben in der Urne überhaupt u—c Kugeln, 
und darunter @— 0 weisse, und es wird folglich die Wahrschein- 
lichkeit, bei einem neuen Zuge eine weisse Kugel zu erhalten, 
durch den Quotienten 

a—d 

; EB 
ausgedrückt. Die Wahrscheinlichkeit /J’(d), dass diese beiden Er- 
eignisse zugleich eintrefien, bestimmt sich bekanntlich durch das 
- Product der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ereignisse, und ist 


demnach | 
_ ua —1) W229... (EU) 


0) 1l.2.3..... (u — d') 
aa —1) (e —?2)....(@ — 0) bb —1)..... b)—u-+d-+1) 
x ce— 1) (e—2).....(C— u) u: (4) 


Setzt man nun ‘hierin nach einander d=u, w—1, u—2....2, 1,0 
und nimmt die Summe dieser Ausdrücke, so ergiebt sich oflenbar 
der Ausdruck für die gesuchte Wahrscheinlichkeit, die wir mitt W 
bezeichnen wollen, und es ist also: 


W= Illu) + P(u—d + M(u—2) + ....... +71) + I7(0). 

Bevor wir nun die Werthe der J7 einsetzen, wollen wir noch 
bemerken, dass die Formel (A) für d=p nicht unmittelbar an- 
wendbar ist, und dass man in diesem Falle für die beiden darin 
vorkommenden Ausdrücke 


LU EEE TE RE und 465-1) @—%....(b-utIHl) - 
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die Einheit nehmen muss Mit Rücksicht hierauf erhält man nun, 
unter Absonderung des gemeinschaftlichen Factors 
[77 


Me 2. 
für die gesuchte Wahrscheinlichkeit W den Ausdruck 
W=MYla—l) (e—2)...... (e—-u)+ula—]) (a—2)....(e—u+-1)d 
BR | ' | | 
ET a-Va@—-%......@- +9 6-1) 


EDEN (a1 (82)... (a4 3) KC _ 


EEE a a N a 
BUBLSIHLDG m kenn 


Bedenkt man nun, dass für «+ P=y die bekannte, aueN von 
Poisson a. a. O0. erwähnte Relation 


v9 Dr... u +V)=ule—1) (@—2).....- . (@—u-4-1) 
ee , (0—2)..:.(a—u+2)ß 
= +EUEN a1)... (a-u43) B-1) 
Hua —ı) (B- 2)2.2..(B-0+9 
# BR hy (—u-+D 


statt findet, und dass, wenn man darin =«e—1, P==Ö, also 

yz=e—l1l setzt, die rechte Seite gleich der Grösse ist, womit in 

unserem Ausdrucke für W die Grösse M zu multiplieiren ist, So 
’ gen sich 


W=M(c—-1) (ce <2)..... (e — u), 
und wenn man für M seinen Werth einsetzt, 
, dt \ 
W= a 


r t B gi 
was bewiesen werden sollte. 


a 
pi: 


W 2; 


ee 
ve 
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VE. 


Vom Kapitalisiren der Zinsen im Laufe des 
: Jahres. 


Von 


Herrn Doctor Rädell 


zu Berlin. 


Ist » der jährliche Zins eines Thalers, so nennt man r—1-+p 
den Zinsfuss, und ein Kapital A geht am Ende des Jahres durch 


das Hinzutreten der Zinsen in Ar über, so dass man den Zinsfuss 


als denjenigen Faktor betrachten kann, mit welchem man ein Ka. 
pital A zu multiplieiren bat, um den durch das Hinzutreten der 
Zinsen hervorgegangenen Werth desselben am Ende eines Jahres 
zu erhalten. Nach demselben Zinsfusse geht das Kapital A in 2 
Jahren in 
(I) Au=Krn 

über. Diese Formel gilt zwar zunächst nur für den Fall, wo die 
Zinsen am Ende eines jeden Jahres zum Kapitale geschlagen und 
für. die fernere Dauer des Geschäfts verzinst werden; kann aber 
auch auf die Kapitalisirung der Zinsen jedes beliebigen andern 
Zeitintervalls angewandt werden, wenn man unter. 72 die Anzahl 
dieser Intervalle und unter r den einem solchen Intervalle zukom- 
menden Vermehrungsfaktor versteht. 


1 
Nimmt) man GEMAULOLNE an, duss s’ der -— jährliche re. 
1 
rungsfaktor ist, und dass das Kapitalisiren der Zinsen von 7 zu 


— Jahre geschieht, so ist der entsprechende jährliche Vermehrungs- 
mM 
faktor 

@) „= sm, 


w A man diesen mit dem Zinsfusse r dergestalt vergleichen , döss 
die zu Grunde liegenden Age beider der Zeit nach proportional 


—1 
zu setzen, wodurch sich 





werden, so hat man s!—1 IR 
Ru 
vr — 1, 


O5 ln . 
ergiebt. 


FE air 


- x P& 
“ FAN k £ t KuDT 
u | 
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Dieser Ausdruck wird, seiner Bedeutung nach, offenbar mit 2 
wachsen, weil alsdann um so öfter Zins von Zins genommen wird; 
um solches aber aus der Formel selbst deutlicher hervortreten zu 
lassen, als es unter ihrer gegenwärtigen Gestalt geschieht, und 
zugleich die Grenze des Wachsthums zu finden, entwickele man 
den Ausdruck rechts nach dem binomischen Lehrsatze.‘ Hierdurch 
ergiebt sich | 
"=I+-6 + ni) 142 er) er 1.8.3 1%» 


6) 


PR x 
—, — u.8. w. um so. kleiner 
nm’ m 
werden, je grösser »2 wird, woraus hervorgeht, dass jedes einzelne 
Glied der Reihe-und demnach auch 7’ mit »2 zugleich zunimmt. 

Setzt man voraus, dass die Zinsen von Augenblick zu Augen- 
blick fällig und zum Kapitale geschlagen werden, so erhält man 
offenbar den möglich grössten Werth,.den der jährliche Vermeh- 
rungsfaktor zu erreichen im Stande ist. In diesem Falle wird man 
aber das Jahr in unendlich viele Intervalle zerlegt denken müssen 
und 2=o zu setzen, —, — u. s. w. @lso als Null‘ anzu- 
sehen haben, so dass sich 

r— 1? “er: , -r—1)% 


I zehn ni Gais "3 Ba mia ERH Su DIR RE YOT- TR MER BR TIER SL BEL 


. 1 
wo oflenbar die Subtrahenden at 


ergiebt. Obgleich man aus der Analysis weiss, dass für die Reihe 
rechts die Potenz e-1, wo e=?2,T7182818..., gesetzt werden 
kann. so may die Entwickelung dafür, da sie sich leicht aus dem 
vorhergehenden ergiebt, hier nachfolgen. | 
Kehrt man nämlich zur Gleichung (3) zurück und bringt die- 
. selbe unter die Form 


v—1 1 Er 


| 1 
Zn 


so sieht man, dass die Potenz rechts mit der in (3) übereinstimmt, 








‚ wenn man hierin »— 1=1 und m— —— setzt. Da nun — 
mit »2 zugleich unendlich wird, so ergiebt sich nach (A) _ 
lim. a 2 + NEE er an URL SE NERIDRT RER dhmee 
1.2 2,3 | WER PAR Si 
also wie vorher, 
| 5) Im, tert, 


Ist jetzt der — jährliche Vermehrungsfaktor s”, setzt man bei‘ 


4 f [ . 1 
demselben aber voraus, dass zwar auch die Zinsen alle 32 Jahre 


fällig werden, dass dieselben jedoch bis zu Ende des Jahres nur 

in einfacher Verzinsung genutzt werden können, so erhält man den 
jährlichen Vermehrungsfaktor auf nachstehendem Wege: 

Am Ende des ersten Termins erhält man von jedem Thaler 

die Zinsen s’— 1; diese giebt, nach der Voraussetzung der ein- 

; fachen Verzinsung bis zu Ende des Jahres, für die noch übrigen 


41 1 


a —1 Termine (= — 1) (s’— 1)? Zinsen, so dass also die Zinsen 
eines T'halers mit ihren Zinseszinsen 


für den Iten Termin... ’—1+-(z — 1) (s’—1)?, ebenso 


- - Men - ...89’7—-14+- (2 —2) (s’— 1), 

7. Ben Er (3) (re 

- - Men 0... tl mA) ("—1), 
i uU.8S W. 


betragen. Also belaufen sich am Ende des Jahres sämmtliche Zin- 
sen und Zwischenzinsen eines Thalers unter der gemachten Vor- 
aussetzung auf 


a’ — N) + Km — 1) + (m —2) + (m—3) +... +1} ("—D%, 
d. h. auf N | | 


an(s" — 1) |1 emaza 


Fügt man daher zu diesen Zinsen noch 1 hinzu, so ergiebt sich 

für den jährlichen Vermehrungsfaktor r, die Gleichung 

(m —1) ("—) 
2 


(6) . =1+mls" —1) }1+ £ 


; r—1’ i FARE | 
Nimmt ’ man "ln d. h. werden wiederum die Pr 


jährlichen Zinsen den dem Zinsfusse » entsprechenden jährlichen 
Zinsen der Zeit nach proportional gesetzt, so erhält man statt der 
letzten Gleichung die Formel küs 
: | 
Der—r +11) (r—D®, 
welcher Ausdruck mit »2 zugleich wächst, und für 2 == 
(8) Im ’—=4r?—+]) 
giebt. | [DRE. 
Vergleicht man den Werth von 7” mit der oben für z’ gefun- 
denen Reihe, so sieht man, dass jener Werth die beiden ersten 
Glieder dieser Reihe bildet, und also beide Vermehrungsfaktoren 
nur wenig von einander abweichen werden, und zwar um so weni- 
ger, je kleiner der zu Grunde gelegte Zinsfuss » angenommen 
wird. — Für jeden beliebigen Zinsfuss » werden aber beide Ver- 
mehrungsfaktoren r’ und 7” einander gleich, .wenn man m —?2 
: , Fe N r—] 
setzt, weil alsdann ”"—=r—+4(r — 1)? — (>): —=(-+ Tu 
wird. Diese Gl@ichheit hat darın ihren Grund, dass sich für diesen 
Fall #’ und 7” ihrer Bedeutung nach gar nicht von einander unter- 
scheiden, indem beide daraus hervorgehen, dass die Zinsen eines 
'Thalers vom ersten halben Jahre während der zweiten Hälfte des 
Jahres noch einfache Zinsen tragen, 





Soll umgekehrt der — jährliche Vermehrungsfaktor gefunden 


werden, wenn der jährliche gegeben ist, und die Zinsen von Ter- 
min zu Termin kapitalisirt werden sollen, so ist die Gleichung (2) 
nach s’ aufzulösen, wodurch man 
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(9) ERDE | 


erhält, wenn man # statt m, setzt. Hieraus folgt aber 


m ’ 


s—I=VI+oe—D-—1 








un: 1 1 1 
! ENEIHRE . 2. —- 1 a 
also, bei der Kleinheit von 7 —1, ’—1< Br d. h. die = jähr- 


lichen Zihsen sind in diesem Falle kleiner als die dem Zinsfusse » 
zugehörigen Zinsen für dieselbe Zeit. 
Will man statt der Formel (9) einen hinlänglich genauen Nähe- 
f rungswerth ohne Wurzelzeichen setzen, so nehme man 


MR EER Fir: Di 
Zee human 


wo x eine sehr kleine Quantität bezeichnet, @ und 6 aber derge- 
stalt bestimmt ‚werden sollen, dass der angenommenen Gleichung 
so viel als möglich Genüge geleistet werden, und das Zeichen = 
andeuten soll, dass nur von einer Annäherung die Rede ist. Aus 
dieser Gleichung ergiebt sich 


| 
IH =," =(l-+rasn (+ 00)-m 


mM—m M?-mM 22 


| =(I-Fmax+" = a2’ +..) (I—mbxc-+ 2 2’-..) 


m? —ım Ve 0777} 


=1+-mla —b)c—+( 3 0° —mab+—  V)R’ 4... 





Bei der vorausgesetzten Kleinheit von = wird man also der Wahr- 
‚heit am nächsten kommen, wenn 


E 
an? — m m? + m 
FTIR Algo m? ab H’zansı Ba—0 





m(e— b) —=1 und 
gesetzt wird, weil dabei nur die dritte und die höheren Potenzen 


von x. unberücksichtigt bleiben. Statt der zweiten Gleichung kanu 


man aber schreiben zZ (a — b)? 7 (@? —2?)=0, d. h. mit Be- 


.o ® D) . . o ii 
rücksichtigung der ersten Gleichung @? — Ö? — , oder wenn man 
[4 - 


[4 





er a m 1 
; durch Te dividirt, z-+Ö==1, so dass also = a 
|  m—i ; j 
‚und ern folglich | 
| We en (m + 1) 
1 ’ 1 en a 
- v RE Ge 
folgt. | 
‚,„ Von der angenäherten Richtigkeit dieser Gleichung kann man 
ir sich auch a posteriori überzeugen, wenn man beide Seiten dersel- 


j ben nach Potenzen von x entwickelt,“wodurch man 
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3 1 3 u 
Ver re Mes Fr & m u 


y 


, 


(m — 1) @m—1) Bm — 1) X, 
Kan BEE RT” er e ( +...: 
am (m 1x __ f on ar 1 x (mm —|]) nu —]) en ); 
2m (m Ve Mi (5 ir am 


R (m — 1) (m —1) (m — 1) .r 
_mMlmi men Say... 
also durch Subtraktion 


m 

zm-(m+1)2 __m’—l x (‚n?—1) (I3m—2) ;&,, 
Vi+z Ton (m Dr 12 ‚Eh AR 24 ( at 
erhält, woraus u 


m 


—— + (m-+-1)w zn? Pen #15 
(10) VITWeRTT N Dat r m) 





folgt. 
Will man diese Formel auf die Gleichung (9) anwenden, so hat 
man 2 —r—] zu setzen, und: erhält 





‚_2m+-(m+ 1) #—1) m? — Ir li, 
(11) I em m—1 uw (r— BL, Dif. 2 ( m ) 
oder 
r—1l 


m— |] 
I en 





‘,- —1l= 


Ist der =. „ Jährliche Vermehrungsfaktor aus Siätn gegebenen jähr- 


lichen für Pre Fall zu finden, dass die Zinsen eines jeden Teermins 
bis zum Schlusse des Jahres nur einfache Zinsen tragen, so hat 
man die Gleichung (6) nach s” aufzulösen. Setzt man der Gleich- 
förınigkeit wegen wiederum 7 statt r,, so führt die ebengenannte 
Gleichung vermittelst einer einfachen Reduktion auf 


% 2 2(r— 1) 
(s" 14, ( m(m — 1) 
und giebt also Ä = 
| ne DR an Re Ar —1) 1 
er m —1 — Va=u —1]) ran_): (m y82 


wo aber in unserm Falle, wo s’>1, nur das positive Zeichen ge- 
nommen werden darf. Demzufolge erhält man 


; 1 - l 
(12) we 1— 7 -1+ Virus (—1)} 


Mar 1 
oder mit Anwendung von (10), wenn »2=—2 und z—M1—) (r—1) 
gesetzt und redueirt wird, 
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PaINTE r—1i nn m—1,, , r—1 
(13) Ban ee Diff. ae ek 9); 
‚M+ —;—- (r—) 
wo 1 
weil s’— 1 diesen Faktor hat, so dass "= s” ist. 





und die Diff. deshalb mit ut multiplieirt ist, 
m—1 


Man kann diese Formel auf folgendem kürzern Wege finden, ' 
wenn man die Inkonsequenz zulassen will, für einen und denselben 
Zeitraum zwei, wiewohl nur sehr wenig. verschiedene Vermehrungs- 
faktoren anzuwenden: 


Ist s’ der — jährliche Vermehrungsfaktor und r der entspre- 


: FT. v - { 
chende Zinsfuss, so wird 7, wenig verschieden sein von s®’— 1, 


jedenfalls als ein Näherungswerth des letztern angesehen werden 
können. Wird daher die obige quadratische Gleichung auf die Form 


s’—i= Aunea 
Mr an(m — 1) (s’ —1) 





| RT, 
gebracht, so kann man rechts 4 7, statt s’—1 setzen, und erhält 
dann für s’ den unter (13) stehenden Ausdruck. 


Will man aus dem gegebenen jährlichen Vermehrungsfaktor 
den entsprechenden, d. h. denjenigen Zinsfuss finden, dessen Zin- 
sen den Zinsen des gegebenen Vermehrungsfaktors der Zeit nach 
proportional sind, so hat man für den Fall, dass der Vermehrungs- 
faktor von Termin zu Termin nach Zins und Zinseszinsen genom- 
men werden soll, die Gleichung (3) und für den Fall, dass beim 
gegebenen Vermehrungsfaktor die Zinsen eines jeden Terminus bis 
zum Ende des Jahres nur einfache Zinsen tragen, die Gleichung 
(7) nach aufzulösen. | 

3 Aus der erstern der beiden genannten Gleichungen findet man 
aber - 


aa. 7 bar 1) 
oder mit Anwendung von (10) nach einigen leichten Reduktionen 


2+ß-)@—) i x 
(15) der N BE enter) aa N, 
m 


wo für die Differenz eine ähnliche Erinnerung gilt wie bei (13). 
„Aus beiden Ausdrücken sieht man, dass r abnimmt, wenn 

wächst. Um die Grenze dieser. Abnahme zu finden, setze man 

m I 

Vr={1l-+(r'—1)}* und entwickele diese Potenz nach dem bi- 

nomischen Satze. Hierdurch findet man 

Be wi 1 @— 1) N 1, (—D: 

TE RU) Amen 

also für m = 
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(16) im. r-=1+-("— N)— Hr — 1)? +47 — 1) — Dr. 
wofür man bekamtlich 
| lim. r—1-+/n,r' 
setzen kann. Dieser Werth für lim. x hätte sich auch unmittelbar 
ergeben, wenn man die hierhergehörende Gleichung (5) nach r 


aufgelöst hätte. . Will man in der Praxis den natürlichen Loga- 
rithmus mit dem gewöhnlichen vertauschen, so hat man 


log 7” log r log »” 
/ un hie Mi (EEE mn Omen A 2 Le — 14 [2 
in.r 7 lge |g.2. 7182818” 0.432945 3025851 X log r 
'zu setzen und erhält also 


(17) lim. r—=1-+2. 3025851 X log r'. 


Verlangt man statt dieses Ausdrucks einen bequemeren, so hat 
; 1 R 
man in (15) —,—0 zu setzen, und findet dann folgenden hin- 


reichend genauen Näherungswerth 


L ‚3 —1 .: 1 ß x 
(18) lim. r= FIT Dif. < 1; (r —D; 


für welche Formel sich der Zusammenhang mit (16) sogleich er- 


e 37 —1 2 -+- 3(r’ —1 } 
giebt, wenn man FR a |. schreibt,“und den letztern 


Quotienten durch gewöhnliche Division in eine unendliche Reihe 


verwandelt. 
Zur Auflösung der Gleichung (7) gebe man ihr vorher die 


Form 


2m. 
m—|1 


m /2m(r" — 1) m ,, 
a Rt 


folgt, indem wiederum wegen r>1 nur das positive Wurzelzeichen 
genommen werden darf. Statt des eben gefundenen Werths kann 
man auch setzen: 


Zın(r" —1) 
m—1 ’ 





—1?+ F—D)= 


woraus 











m EN 
(19) ril=7Z7 (1+Vı+r 24) (r"-—1)} 
oder mit Hinzuziehung von (10), wenn man hier #2 = 2 und 


z—=AX1— 4) (""—1) setzt und reducirt, 


2+8@-) e" —ı) 2 
(0) ar 
"TR +ü- Jen RL 
n | 


A 1 4 
Setzt man Fa so erhält man aus (19) . 


(21) im r— Va” —1 


Be LE nn Sn Bern 1 u f= L- Ei 


_ wie es der Formel (8) gemäss ist. 
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‚ 


und näherungsweise 
3 —1 


(22) lim. = PET). 


Dil. < ("—1)°, 


« 


Endlich sieht man aus den Formeln (15) und (20), dass die 
beiden Näherungswerthe von z, respective in r’ und z” ausgedrückt, 
miteinander übereinstimmen, so dass also in allen den Fällen, wo 
jene Näherungswerthe für hinreichend erachtet werden, beide Ver- 
mehrungsfactoren nicht von einander verschieden sind. 

“ Aus diesen Untersuchungen geht hervor: | 

1) Dass dem Zinsfusse 7 zwei zusammengesetzte jährliche Ver- 
mehrungsfactoren 7’ und 7” entsprechen, bei welchen beiden voraus- 
gesetzt wird, dass die Zinsen schon im Laufe des Jahres in glei- 
chen Zwischenräumen zum Kapitale geschlagen werden und Zinsen . 
tragen; dass die Zinsen eines jeden Trermins der Zeit nach propor- 
tional den zum Zinsfusse #7 gehörigen Zinsen sind; dass aber bei 
dem Vermehrungsfaktor 7’ von Termin zu Termin nach Zinseszin- 
sen gerechnet wird, während bei dem zweiten Vermehrungsfaktor 
r” die Zinsen eines jeden T'ermins während der übrigen Dauer des 
Jabres nur noch einfache Zinsen tragen. | 

2) Dass der Zinsfuss » drei terminliche Vermehrungsfaktoren 


v— 


s—1+ 5 


hörigen terminlichen Zinsen, der Zeit nach proportional den dem 
Zinsfusse # zugehörigen Zinsen sind, welche aber alle drei den 
jährlichen Zinsfuss z hervorbringen, und zwar der erste s dadurch, 
dass man während der ganzen Dauer des Jahres nur nach einfachen 
Zinsen rechnet; der zweite s’ dadurch, dass man von Termin zu 
Termin nach Zinseszinsen rechnet, und: endlich der dritte s” da- 
durch, dass man zwar für die Zinsen eines jeden Teermins wiederum 
Zinsen, aber für jede Rate während des noch folgenden Theils des 
Jahres nur einfache Zinsen rechnet. 

Endlich ist ersichtlich, dass für die im Laufe eines Jahres fäl- 
lig werdenden Zinsen, noch viele andere Arten der Benutzung an- 
senommen, namentlich für die Zinseszinsen ein anderer Zinsfuss 
als für die Zinsen des Kapitals zu Grunde gelegt, und danach die 
entsprechenden Vermehrungsfaktoren berechnet ‚werden können, 
Diese Rechnungen werden sich aber ihrem Gange nach nicht we- 
sentlich von den vorhergehenden unterscheiden und sollen daher 
für jetzt unerörtert gelassen werden. 





1 . . ® 
‚s’ und s” unter sich hat, bei welchem die zuge- 
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Ueber die Theorie der Elimination. 
Von 


dem Herausgeber. 


Erste Abhandlung. 
$.1. 


Die in neuester Zeit von einigen, ausgezeichneten Mathemati- 
kern, insbesondare von Cauchy, Sylvester, Richelot, Sar- 
rus, veröffentlichten Untersuchungen über die Theorie der Elimi- 
nation mit möglichster Deutlichkeit und. Vollständigkeit darzustel- 
len, ist der Zweck einiger Abhandlungen über diesen wichtigen 
Gegenstand, welche von jetzt an in dem Archive nach und nach 
erscheinen werden, und von denen die erste hier vorliegt. Diese 
Untersuchungen betreflen zwar sämmtlich nur die Elimination der 
unbekannten Grössen aus Gleichungen höherer Grade; die Deutlich- 
keit und der Zusammenhang scheinen uns aber zu fordern, dass 
wir unsere Darstellung mit einer ältern Untersuchung Cauchy’s 
über die Elimination der unbekannten Grössen aus Gleichungen des 
ersten Grades oder sogenannten linearen Gleichungen, die nicht so 
bekannt geworden und so viel Beachtung gefunden zu haben 
scheint, wie sie verdient, beginnen, und wir wollen daher jetzt so- 
gleich zu. diesem Gegenstande übergehen. | | 


$. 2. 


Zu dem Ende wollen wir annehmen, dass zwischen den 2 un- 
bekannten Grössen | 


N RR \ 
die folgenden » Gleichungen des ersten Grades: 
UECcHtbYt+ SH... 4 Hut Mlv—k,; 
ac -+b,Y+Cı:#+.:. + gu+hv—k,, 
9,2% +0:Yy+ 624... + 9,0 + hv—k,, 
Et YtrC% tt... + 9;U0 + hr —k,, 
u. 8. W. 
An1% + In 41Yy 4 Cn13 +... + gn-1% + In-ıv = kn 
wo | % 
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Go bar Cory. 8o, Kos Ko; 


2) Q,; Ciy:- 8 ep ki; 


A002, Cha: 8a; IR: 
0 ;, GC 835 N; kz; 
uU. Ss, W. 
En—15 On; Cn—1, +». Bn—l In; kn 

sämmtlich bekannte Grössen bezeichnen, gegeben seien, und dass 
aus diesen Gleichungen die in Rede stehenden #2 unbekannten 
Grössen bestimmt werden sollen, wohei es zuerst vorzüglich auf 
den Beweis des folgenden Lehrsatzes ankommt. 


$. 3. 
Lehrsatz. Wenn a,2,c,d,...g, 7 beliebige ungleiche 
Grössen, deren Anzahl » sein mag, bezeichnen, und 


P= (b—a) 

xXle—e) (c—Ö) | 

x(d—a) (d—L) (d—e) 

X(h—a) (k—b) (k—e) (k—d)...(kh—g) 
gesetzt wird; so ändert das Produet ?„ jederzeit sein 
Vorzeichen ohne seinen absoluten Werth zu ändern, 
wenn man zwei beliebige der Grössen a, b, ce, d,...g, Äh 
gegen einander vertauscht. 


Beweis. Dass dieser Satz für =? gilt, erhellet auf der 


Stelle aus einer blossen Ansicht der Gleichung 
+ P/ pe) b = e@. 


Eben so leicht erhellet, dass derselbe für #==3 gilt, wenn man 
mit dem Producte 


P,=(b—a) (c—a) (c— 2) 
die Producte 
| (a) (e-2) lea), 
(— ec) (ae—e) («e —b), 

(ea) (i—a) (0), 


welche aus jenem durch Vertauschung von @ und 6, @ und c, 
_ und c gegen einander hervorgehen, vergleicht. Kan» man nun be- 
weisen, dass der Satz für | 


P+=(b —a) 
X(c—a) (e—0) 
x(d—.a) (d—b) (d—e) 


x(k—a) (k— 0) (Rh) (A —d)...(kA—g) 
x6—e) 6-2) 60) 6-a)...(6—8) 6A) 


dh Be 
eilt, wenn er für 
Pı=(b —a) 
Xle—a) (c—2) 
x(d—a) (d—b) (d-e) 


x(7— a) (k— 2b) (kh—ec) (k—d)...(k— 8) 


gilt, so wird seine allgemeine Gültigkeit ausser Zweifel gesetzt 

sein. Dies kann aber auf folgende Art bewiesen werden. 

Vertauscht man in „+1 zwei Elemente gegen einander, so 
können dies zuerst zwei in der Reihe 


RD Ba Al 
vorkommende Elemente sein. Weil 
Pr = Pıe— a) ki —b) (ö— ec) @—d)...@— 8) Ü—%) 


“ist, P„ nach der Voraussetzung in diesem Falle sein Zeichen ändert 
ohne seinen absoluten Werth zu ändern, und das Product 


(—a) @— 2) —c) @—E)...(Üe—g) @—%) 
in diesem Falle offenbar völlig ungeändert bleibt, so ändert +1 


sein Zeichen ohne seinen Werth zu ändern.- Die vertauschten 
Elemente können aber auch irgend eins der Elemente 
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und das Element ö sein. Nehmen wir nun z. B. an, dass man die 
Elemente Z und ö gegen einander vertauscht habe, wobei der All- 
gemeinheit des Beweises durchaus kein Eintrag geschieht, da man 
sogleich übersehen wird, dass sich derselbe in jedem andern Falle‘ 
eben so führen lässt; so wird aus 4+ı das Product 


Q=(b-—-a) 
Xle—e) (c—b) . 
xG@— a) ib) G-—o 
Xle—a) (e—b) (e—e) (e— d) 
xf-0) 9) 4-0) (f-) (0) 


x(}— a) (h—D) (h— ec) (h—i) (h—e)...(h— g) 
X(d—.a) (d—b) (d—c) (d—i) (d—e)...(d—g) (d— h) 
erhalten. Da die Anzahl der Factoren des Products | 
(.—-)(f—-i)... 4-9) 
x(d—:) (d—e) (d—f)...(d— Ah) 
offenbar ungerade, und folglich 
| 3) (9ER) 
x(d— ii) (d—e) (d—f)... (d— A) 
2 —li—e) @—f)...(@—7) 
" xXl@— d) (e—d) (f—d)...(A—d) 


„ 
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” \ . 
ist; so ist nach dem Obigen 


a=—(b—.u) 
x(e— ea) (c—b) | 
xX@—a) @— 2) @—e) - | j 


X(e—a) (e—b) (e—c) ö—e) 
x(f—.e) 1,0) Ve 


x(h—a) (h—b) (h=e) ÜE-M(k—e)... kg). 
. X(d— a) (d— 0) (d— ec) ik —d) (e—d)...(E —d) (h—au) 
= —(-o) 
X(e—a) (e—b) 
x(d—a) (d—L) (d—e) 
Xle—ea) (e—b) (e— c) (e— d) i 
x) (9 (f-0) (fd) fe) 
x(1—a) (k—b) (he) (k=d) (h—e)...(k—e) 
XE-0) E-5) 09 6a) @-e).:: ke) GM), 
d.i. &=— Par, woraus sich ergiebt, dass auch in diesem Falle 
P,+ı sein Zeichen ändert ohne seinen absoluten Werth zu ändern. 
Hierdurch ist nun vollständig bewiesen, dass der Satz für 
Pr+1 gilt, wenn er für 7, gilt, und daher jetzt seine allgemeine 
Gültigkeit dargethan. 
Anmerkung. Wenn unter den Grössen a, b, c,'d,...9, h 
gleiche vorkommen, verschwindet das Product 7,, und verschwin- 
det auch jederzeit dann noch, wenn man zwei beliebige der in Rede 


stehenden Grössen gegen einander vertauscht. Man kann daher 
auch in dem Falle, wenn unter den Grössen @, db, c,.d,...g, I 


‚ gleiche vorkommen, den vorigen Satz als gültig betrachten, weil 


I —d ist, | 
$. A. 
Der Kürze wegen wollen wir von jetzt an bloss 
P=(b—.a) 3 


xl) (e-6) 
x(d— ea) (d—L) (d— eo) 


x(2— a) (kh—b) (h—e) (h—d)...(kh—g) 
setzen. Die Glieder, aus denen dies Product besteht, wenn man es 


vollständig entwickelt, haben sämmtlich die Form - 


Ma“WBer .. . galt, 


wo M eine gewisse’ constante, ‘d. h. von a,b, c,...g, h gauz 


unahhänrige Grösse bezeichnet, und offenbar 


E 


el) 


oe +-ßP-++Y+:...+4 ru =1+2 +34... +2 —1), 
d. i. | 
ce +-ßP+rY+:.:: ++ m—=4nla — 1) 

ist, zugleich.aber auch bemerkt werden muss, dass keiner der Ex- 
ponenten 0, ß, Y,...A, w grösser als a — 1 ist, weil in dem Pro- 
ducte 7° jede der Grössen @, 6, c. d,...g, 4 oflenbar nur (2—1) 
mal vorkommt. Da das Product 7 nach $. 3. sein Zeichen ändert 
ohne seinen absoluten Werth zu ändern, wenn man zwei beliebige 
der Grössen @, 6, ce, d,...g, 4, z. B. @ und Ö, gegen einander 
vertauscht; so muss dem Gliede 

Maße} ... . gAhM 


in der Entwickelung von 7° nothwendig ein anderes Glied von der 
Form | 


— Maße) .. , gAuhl 


entsprechen, und /? wird sich also als ein aus lauter Gliedern von 
der Form 

Ma«bP — aßbe)eYdd ,. . gAhtt 
bestehendes Polynom darstellen lassen, 

Bezeichnet nun J// die Function, welche aus J/?° hervorgeht, 
wenn man in jedem Gliede von / die Potenzexponenten in blosse 
unten auf der rechten Seite der Elemente denselben beigeschriebene 
Indices verwandelt, wodurch das Glied 


MasöBeV .. . ghht 
in | 
Ma.bgcy ... gylu 


übergeht, so wird die Function /Z aus lauter Gliedern, von der 
Form | 
Ml(aubg — apbe)eydz . : . ga 

bestehen, und daher ebenfalls ihr Zeichen ändern ohne ihren abso- 
luten Werth zu ändern, wenn man zwei beliebige der Elemente 
a,b, c,d,...g, h gegen einander vertauscht. Setzt man aber in 
dem vorstehenden Gliede von //, ohne # und Ö gegen einander zu 
vertauschen, bloss # für @, so wird dasselbe 


M(babg — babp)eydy. - . ya, 
und verschwindet also, woraus sich ergiebt, dass die Function 2 
jederzeit verschwindet, wenn man für ein beliebiges Element irgend 


ein anderes Element setzt, ohne diese beiden Elemente gegen ein- 


ander zu vertauschen., 
Da nach dem Obigen keiner der Indices «a, ß, Y, d,...A, m 
grösser als 2 — 1 ist, so kann man, indem a 


As; 4;, Az, 4% ... An—A 


BR von «@ ganz unabhängige Grössen bezeichnen, die Function 
offenbar jederzeit auf die Form 


H—= A,a, + A,a, + Asa; + Asa; +... Anien-ı 
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bringen, und nach dem Vorhergehenden hat man nun die folgenden 
Gleichungen : N 


= A644 446,4 Ab; 2... + Anna, 
ı=46+ Arc +4... +Azc, +... + Ani; 
=Ad,+ A,d + A,d, + Ad, +... + And, 
u. 8..W. 
0—= A, + A,d, + Art, + Ah, 4... + An-ılmM. 
Multiplieirt man jetzt die gegebenen Gleichungen 
nat byH 63... + 9,u 4 NrvV=ko, 
Erb Ya ge Av —A,. 
9,2% + by 6,2 ...4 89,8% + Nh,v=k,, 
BE by: +... Hu iv —k;, 
| RAR“. u. S. w. | 
An ACH In1Yy-H On +... 4 gn—1%8 + nv — An 
nach der Reihe mit 4,, A,, Ass... An_ı und addirt sie dann zu 
einander, so erhält man nach dem Obigen die Gleichung 
(Asa, + Aa, + Aza, + Aa, +... + Anu-ımn—N)® 
— Uhr A HAAS AR NH Anke 


aus der sich 





= Aoko FH 41%, -4- Ask, + A;kz —- ..e + An—akn—ı 
TA + Araı + Az, + Asa; +. - + An—1@n—1 

oder | 
Ak + Aıkı + Ark + A sky + Ann 


en Hr 
ergiebt, wodurch also x gefunden ist. Bei der wirklichen Ent- 
wickelung des x hat man sich, wie hieraus hervorgeht, auf fol- 
gende Art zu verhalten: 

Man entwickele das Produet 


P=(b—a) 
x(e—a) (e—b) 
x(d—a) (d—b) (d— e) 


UA ee Bde (28). 


und verwandle in allen Gliedern, welche jedoch durch Einführung 
des Exponenten Null jederzeit sämmtlich so dargestellt werden 
müssen, dass jede der Grössen @, 6, c, d,...g, A in ihnen als 
Factor vorkommt, die Exponenten in‘ blosse unten zur Rechten der 
entsprechenden Grössen. stehende Indices; so ist der Ausdruck, 
welchen man auf diese Weise erhält, der Nenner des Bruchs, 
durch welchen die unbekannte Grösse x dargestellt wird, aus dem 
man dann ferner den entsprechenden-Zähler erhält, wenn man für 
a überall das Symbol 4 setzt. 


Theil II. 6 
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Uehrigens kann man, wie sich aus dem Obigen unmittelbar: er- 

giebt, auch 

tb-A)x(e—k) (ee x(h—k) (h—b) (0) ..(k—8) 

TB —-a)xXle a) (EC -DN...XAED) (k—b) (kh—e): Ar) 
setzen, wenn man sich nur erinnert, dass sowohl im Nenner, als 
auch im Zähler dieses Bruchs alle Potenzexponenten wie oben in 
blosse Indices verwandelt werden müssen, wobei man aber auch 
nicht unbeachtet lassen darf, dass man, bevor diese Verwandlung 
der Potenzexponenten in Indices wirklich vorgenommen wird, alle 
Glieder des Nenners und des Zählers so darstellen muss, dass in 
denselben respective die sämmtlichen Grössen a, db, 0, d,...3; A 
und %, 6, c, d,...g, h als Factoren vorkommen, wozu man n durch 
Einführung des Exponenten Null leicht gelangt. 

Leicht erhellet, nun aber auch, dass man die Werthe der 
sämmtlichen unbekannten Grössen x, Y, %,...@, v nach der fol- 
senden ganz allgemeinen Regel finden kann: 

Man entwickele das Product 


P=(b—.a) 
X(e—ae) (e—b) 
x(d—a) (d—Db) (d—e) 


. 


x (ka) (h—b) (h—e) (h—d)..(h—3), 


stelle mittelst Einführung des Exponenten Null die 
Glieder dieses Products so dar, dass ein jedes Glied die 
sämmtlichen Grössen a, 6, c,.d,...9, A als Factoren ent- 
hält, und verwandle in jedem Gliede alle Potenzexpo- 
nönten in Indices auf die oben näher angegebene Weise; 
so ist der Ausdruck, welchem man erhält, der gemein- 
schaftliche Nenner der Grössen 2, Yy %,...@, v, ausdem. 
man dann ferner die entsprechenden Zähler erhält, 
wenn man das Symbol A respective für die Symbole 
nr b,.c dB, setze. 

Von der Richtigkeit dieser Regel kann man sich ohne Schwie- 
rigkeit auf folgende Art überzeugen. Setzen wir 


__ ph, b,o,d, ...8 4) 
(a, b, c, d, +5 h)’ 
wo nämlich 
HI —yl(a, b, ce, d,...8 h) 
gesetzt worden ist, so ist offenbar 
8 h) 


RAR 002.165. ts 
pba,od,...5 Ah) 
._.g(k, ba, d,\... 8, %) 
» * Tg, ba,d,...9, hr 
u. Ss. w. | 


y(k, I, 0,d,...8, 0) 
br, DE 
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Nach der aus dem Obigen Kokonnten Grundeigenschaft der 
Function 


- 


— yla, b, 6,.d,...8g Äh) 
oder vielmehr der Function 7 ist aber 


old, cd... M=—yla b, c,d...9 h), 
ple, &, and... A=—Yab, od... A), 
u. 8. w. | 
Ya 5 da) Ya, a6 eh), 
und natürlich ebenso 
Den 06. — 'yla, Kr, 220 f5ß), 
yA,b, ad... h)=—yYla b, k,d,...9 Rh) 
: u. S. w. 
li, 6,0 d,...9 a) = — Yyla; b, c.d,...9 k); 
also 
a ben. ugch) 
*T— ga,b,od,...g h) 
era k. Errentg,.D) 


yla, b, 0, d, x... 8, 4) 
u $la,'b, Bde gr)” 
HERAN, 2 8:2): 
u. Ss. w. 
Da DEE, k). 
yla, b, c,d,...8, h)’ 
woraus ‚die Richtigkeit der obigen Regel unmittelbar erhellet. 
Um diese Regel durch ein Paar BER zu erläutern, häbe 
man zuerst die zwei Gleichungen 
4,% + b,y— EN 
ac t+b,y=k, 
mit den zwei unbekannten: Grössen ©, y. In diesem Falle ist 
P=b-—-a 


v— 


oder vielmehr 
| P=a’b! —a'!l®. 
Also ist der gemeinschaftliche Nenner von = und % 
a,b, — a,b 

und die entsprechenden Zähler sind 

kobı — kb, und @,%, —a,ko. 
Also ist | 

kobı — kıbo ka, —koaı 

— ab abe IT ab, — ade 

Auch kann man 
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b—k k—6 
Kae A DR N ge 





setzen, wenn man nur auf gewöhnliche Weise alle Potenzexponen- 
ten ın Indices verwandelt. Man muss nämlich die beiden vorher- ° 


‚gehenden Gleichungen zuerst auf folgende Art schreiben: 


{ kOy1_kı)0 Kia —kda 
rigen 13% YERGHIZ 15,0. 


und erhält dann durch Verwandlung der ROlSHAEZDONENEEN in In- 
dices auf der Stelle 
kobı —kıbo .__ kao — kalı 
ATER ab, — abo Ya a: 


ganz wie vorher. . 
Es seien ferner die drei Gleichungen - 


2% 6,9 €,% en Kos 
4% +5yrc3s—=k; 
0,% + b,y-+c.2—=k, 3 


mit den drei unbekannten Grössen x, y, x gegeben. In diesem 


Falle ist | 

P=(b—a) (c—a) (c— 2b), 

und folglich, wenn man dieses Produet entwickelt, 
P=be? — b:c+H a ac? + a’c — al 


oder 
Pz=a’b!ce? — a’b?c! + a!b?c? — a!b°c? + a?b?c! — a?”b!c®. 


Also ist der gemeinschaftliche Nenner von ©, %, x 


A066: — @obacı + @1b2Co — 19062 + Arbocı — AabıCo- 


Die Zähler von ©, %, x sind aber respective: 
kobı62 — kobzc, + kıbacı — krboc: + kzbocı — kzb,Co; 
@okıC2 — Aokzcı Ha, kzco —Arkolz + @zkocı — Azkıla 
aobıkz — Aob;kı + abık, — abok;z + azbok, — azlık, y 
und es ist folglich | 


 kobıE6z — kobzc, + kıbaca — kıbalz + Kabacı — Kabıco 
Bi u c, +a,b,C, —arbolz +Rsbocı —@zbıCo” 


Er ER m EN — A,boc, + ER = 2.6,60' 
__ koab, — koazbı + kıazbo —kyaob, + kzaob, — kzaıbo 
" @pbr62 — AobzCı +a@rbzC, — Aıbocz + Azbycı — Azbıco 
Uebrigens kann man die Grössen ©, | Y% 3 auch unter der Form 
(b—k)(e—%) (c—b) 
AG) (each 
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| (k—a) (ca) (c—k) 
IT (ba) (ca) (c—b) 
(b—a) (k—a) (k—2) 
"m Ba) le—a) (c—h). 
darstellen ,„ weun man nur’ nach der Entwickelung der "Zähler und 
des gemeinschaftlichen Nenners alle Potenzexponenten auf bekannte 


Weise in Indie es verwandelt. 
Sind die vier Gleichungen ; 


net byte + du—ko, 
ac +6 y+c,s+-du=m=xk, 
4,0% 4 b;Y-4- C2% + d,u — PER 
0,2 +b,y+ 0,2 + du=k, 








zwischen den vier unbekannten Grössen ©, 9%, 2, « gegeben, so‘ 


ist auf ganz ähnliche Art 
bh) (ek) (c—b) d—-M) (db) de) 
— (b=a) c—a) (eb) (da) (d—b) de) 
ka) (ee) (eK) (d—a) (d—k) (d—e) 
9 (ba) ea) (c—b) (da) (dh) (de) 
.__ (ba) (k—a) (kb) (d—a) (d—b) (d—k) 
Til A) (e—a) (c—b) (d—a)(d—b) (d— ce)’ 
een (c—a) (ce) (k— a) k—b) k—e), 
(ba) (c—a) (c—b) (d—a) (d—b) ) (d-e)’ 


wenn man nur auch jetzt wieder alle Zähler und den gemeinschaft- 
lichen Nenner gehörig entwickelt, und in den einzelnen Gliederu 
alle Potenzexponenten auf. gewöhnliche Weise in Indices ver- 
wandelt. 

Wie man sich in andern Fällen zu verhalten hat und die 
Werthe der unbekannten Grössen immer leicht nach der obigen 
Regel °) finden kann, erbellet hieraus deutlich genug. 


S.5. . 


Bevor wir nun ferner zur Elimination der unbekannten Grössen 
aus ‚Gleichungen höherer Grade selbst übergehen, wollen wir zu- 
vörderst den folgenden für die ganze "Theorie der Elimination der 
unbekannten essen aus Gleichungen höherer Grade höchst wich- 
tigen Lehrsatz beweisen. 

Lehrsatz. Wenn zwischen zweiunbekannten Grössen 
zwei Gleichungen des »ten und zten Grades gegeben 
sind: so kann die Gleichung, welche durch Elimination 
der einen der beiden unbekannten Grössen aus den bei- 
den gegebenen Gleichungen erhalten wird, den Grad m 
niemals übersteigen. 

Beweis. Zwischen den beiden unbekannten Grössen x und % 
seien die beiden nach 2 geordneten Gleichungen 











2 


\ 


*) Dass Bezout und Cramer zwei-andere bemerkenswerthe Regeln zur 
Bestimmung der Unbekannten aus Gleichungen des ersten Grades ge- 
geben haben, setzen wir hier als bekannt voraus. 


.; 
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Az + Bar + Can ...+ M2--N—0, 

Var + Bor + Co + ...+ Ka +02 —0, 
wo die Coeffieienten der Potenzen von x sämmtlich ganze rationale 
algebraische Functionen von y sind, gegeben. Weil diese beiden 
Gleichungen nach der Voraussetzung vom z2ten und zten. Grade 
sind, und folglich die unbekannten „Grössen in: keiner die zzte 
und zte übersteigenden Dimension enthalten können, so sind die 
Functionen 


A, B, C, D,...M, N 
von keinem höhern Grade als vom 
Oten, Isten, 2ten, 3ten, ... (2 — l)sten, zten; 
die Functionen 
Ä ABO: DH 
von keinem höhern Grade als vom 
Oten, 1sten, 2ten, 3ten,... (2 — ])sten, nten. 


Dies vorausgesetzt, wollen wir nun zu beweisen versuchen, dass 
der Grad der Gleichung, welche man durch Elimination von = aus 
den beiden obigen Gleichungen erhält, das Product 722 nicht über- 
steigen kann. Weil A und 4’ Functionen des Oten Grades von %, 
und folglich constante Grössen sind;.so kann man die beiden obi- 
- gen Gleichungen auch unter der Form 


zn + PanrA + Qar7... +82 +4 T=0, 
zn + Par Var? + SER - V’z-+ W'—(, 
wo P, @,...8S, T und P', @,...V, W' lauter ganze rationale 
algebraische Functionen von % sind, darstellen. Man denke sich 
nun beide Gleichungen nach = aufgelöst, und bezeichne die Wur- 
zeln der ersten. weiche sämmtlich Functionen von y und an der 
Zahl 7» sind, durch 9», 9,...r, s, Z, die Wurzeln der zweiten, 
welche ebenfalls sämmtlich Functionen von y und an der Zahl 
sind, durch 9, g',..@, v', ©. Setzt man jetzt 
= GP W-IN. Pe) av) re) 
xW=p) =): WW) dv) go) 


u ° 


x(r— pP) (r—Y)...(r —w) (r —v) (r— w) 

x(s—p) (s—W)...(s—w) (s—v) (s— w) 

xp) Ep)... (ea) dv) WW); 
so ist klar, dass, wenn die beiden gegebenen Gleichungen, wie er- 
fordert wird, sollen zusammen existiren können, U sein muss, 
weil, wenn dies nicht der Fall wäre, keine der Wurzeln p», 9,... 
7, 8, ö einer der Wurzeln p, q',...z, v', w' gleich sein könnte, 
welches doch nothwendig erfordert wird, wenn die beiden gege- 
benen Gleichungen zugleich Statt finden sollen. Die Gleichung 
U==0 ist also die Bedingungsgleichung, welche Statt finden muss, 
wenn die heiden BERSDEREN Gleichungen zusammen existiren sollen, 
d. h. eben die Gleichung, welche durch die Elimination von x aus 


87 


den beiden gegebenen Gleichungen entspringt, und es kommt nun 
lediglich darauf an, den Grad zu bestimmen, bis zu welchem diese 
Gleichung höchstens steigen kann. 

Vor allen Dingen müssen wir zeigen, dass die Function U 
jederzeit eine ganze rationale algebraische Function von 7 ist. 
Weil nach der Voraussetzung p',; y,...%, ©, w' die Wurzeln der 
Gleichung 


an + Pr Wrr 7? +... + Vz +-W—=V$ 
sind, so ist nach der allgemeinen Theorie der Gleichungen für 
jedes x | 
an + ParAr+ Q2r 4... +-Nzc+W 
—= (2 —p) (« —g).. (= —w) (ae —v) (2 — w), 
und folglich 
pP + Pp14 dp... +Vp+W 
=p—-M) @—-g)...P-w) pP —-v) (P—«), 
g® +Py- — de + ...+ V'7-+- w'’ 
=W-P) W-N).-.-W-W) g-vV) we), 
u. Ss. w. 
gi m Prr— + drn—2 A + V’r —- W’ 
—=(r—p) (r—y)...(r—w) (r —v) (r — ), 
sn + P'sr—1 + Q'sr Et Vs W’ 
= (s—P) (#-9)...(6—w) (6—v) (6 w), 
in + Pr + 9077 — ...+T0Vt4+ W' 
—=(t—p) (e—g)...—w) (Ee—v) (E— w). 
Also ist 
UV (#+ Ppı4 QAp7+...+Vp-+-W') 
x(r + Pr AT ...+-V74+-W') - 
x (rm + Pr +,@r 2 ...4+-V'7r4+W) 
x (+ Por + AZ ...-+-V7’s+ W)) 
x(@® + Po + 472 ...+ It W'). 

Da U seinen Werth nicht ändert, wenn man zwei beliebige 
der Grössen 9, 9%,...7, 8, Z gegen einander vertauscht, und oflen- 
bar eine ganze rationale Function dieser Grössen ist, so ist U eine 
ganze rationale syınmetrische Function von 7, G...7, 5, d. Aus 
der allgemeinen Theorie der Gleichungen kann aber hier füglich 
als bekannt vorausgesetzt‘ werden, dass sich jede ganze rationale 
syınmetrische Function der Wurzeln einer Gleichung als eine ganze 
rationale Function der Üvefficienten dieser Gleichung darstellen 
lässt. Weil nun 2, 9,...7, s, Z die Wurzeln der Gleichung 

zm + PrrA + Qxm-2- ... + Sc+ 7=0 
sind, so ıst U eine ganze rationale Function von BA, A... 8, T. ° 


Mr 


Alle diese Grössen ia aber, so wie auch die Grössen. .2', @,. 
V’, W’, nach der Voraussetzung ganze rationale algebraische Func- 
tionen von y. Also ist nach dem Obigen offenbar auch U eine 
ganze rationale algebraische Function von y, wie behauptet wurde. 
Der Grad, bis zu welchem diese Funetion höchstens steigen kann, 
lässt sich nun aber auf folgende Art bestimmen. 

Nach dem Obigen sind die von der Grösse y abhängenden 


ganzen rationalen algebraischen Functionen 2, @,...%, T und 
P', @,... V, W' von keinem höhern als vom 1cten, 2ten, RR, 
(m — 1)sten, mten und 1sten, 2ten,... (2 —1)sten, »ten Grade. 
Daher bleiben die Grössen 

R @ N) T 

y’ ya ya ym? 

PR 

ES a 0: 


endlich für unendlich grosse Werthe von z, welches ales offenbar 
auch von den BEN von x gilt, die den a 


gm +7 Zum ar “ gm—2 + ...+-- en 2 m = NY 
5 | VW’ ur . 
+, a: hard DE ee 


genügen. Da sich aber diese Gleichungen auf die Form 
(zy)r + Pay)” + day... + S(zy) + T=0, 
(zy)" + P(zyP + ElayP? +. + ly) + W — 0 


bringen lassen; so erhellet, wenn man diese Gleichungen mit den 
Gleichungen | 


gm + Prr- — dx +. DE Sa — Tas 0, 
zn 4 P .r- — dar? +...+ V'’x ar W'— m 


vergleicht, auf der Stelle, dass die Werthe von x, welche den bei- 
lien obigen Gleichungen genügen, 


Bi N TE ER 
9% Von 198 
and 
? PN ran U 
TE a 


sind, woraus sich ergiebt, dass auch diese Brüche für unendlich 
zrosse y nicht unendlich werden. 
Daher wird auch das Product | » 


p { Fa vn,» w 
E-HE-H.e-94E-9&-5 
KREBe  E VS WRONG 
x, Zn TRREH Tr wh y) 


„ y r W r AD. r w 
xy 5) I a mul 
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Ausg enge ig en BR AS U 
x G% TEEN 9% TAN” y) 
BEARU ENT AZORN BE NE Ir RE 
gerne a Are 
welches offenbar en ist, für unendlich grosse % nicht unendlich, 


woraus man nun auf der Stelle schliesst, dass der Grad von U 
oder der Gleichung, welche man erhält, wenn man die ‚Grösse x 
aus den beiden gegebenen Gleichungen eliminirt, das Product zz 
nicht übersteigen kann, wie bewiesen werden sollte *). 


| 8.6. 
Wir wollen jetzt annehmen, dass die beiden Gleichungen 
A,ar + A, ar A A,ar 2 2.2. + An-ı2 + And, 
Br + Br + B,0r 2 +... + Ba-z + Ba =d, 


welche in Bezug auf die unbekannte Grösse x beide vom zten 
Grade, und deren Coefficienten 


As DA As, ... An, An; 
Bo Di B,, ... Ba Ba 


constante Grössen oder beliebige ganze rationale algebraische 
Functionen anderer unbekannter Grössen, nur nicht von x, sind, 
gegeben seien, und wollen zeigen, wie sich aus denselben die un- 
bekannte Grösse = jederzeit: durch ein auf sehr einfachen Princi- 
pien beruhendes Verfahren eliminiren lässt, 

Multiplicirt man nämlich die erste der beiden gegebenen Glei- 
chungen mit — 2,, die zweite mit 4,, und addirt die Gleichungen 
dann zu einander; so erhält man, wenn der Kürze wegen 


AB, —- A, Bo =C:: 
AB, —- 41, B,=C 
A,B,—-A, B, =C; 
Ä U..S. w. 
A Ba=ı — An B, = 3; 
A Ban — An B, = O-ı 
gesetzt wird, die Gleichung . | 
Gar A + Cr 72 + C,H 93 ...+ Gor+ GAZz0. 


Multiplieirt man ferner die erste der beiden gegebenen Gleichungen 
mit 2, die zweite mit — A,„, und addirt die Gleichungen dann 
wieder zu einander; so erhält man, wenn. der Kürze wegen 


A,Bn — A, B, see VIER 
ABB AD, 


- 


*) Diesen Beweis des obigen wichtigen. Satzes findet man dem Wesent: 
lichen nach in den Exercices de Mathematiques par Cauchy. T. IV. 
p. 124. Andere Beweise desselben, namentlich der von Poisson, 
sind allgemein genug. bekannt. 
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A,Br- u B.—=D,, 
| | u. Ss. W. 
An—ıBn 2 An Ba = Da; 
An—ıBn — An Ba Di; 


wobei man bemerken kann, dass I, = CO, ist, gesetzt wird, die 
Gleichung 


D,%r “- D, ar D,x"7 + .:.4+ Da—2r%° + D,_1%—V, 
oder, wenn man diese Gleichung durch x dividirt, die Gleichung 
D,&1%+D, 27724 D,2"7°-+ ...4+ Da-2x + Da-ı =, 


und hat also jetzt die beiden folgenden Gleichnngen des (»a— 1)sten 
Grades: 


Car + Cr + 0,2734 ...+ OH HirZEN, 
D,"1—+ D,2" + D,2">3-+- FERNE | ch D._x +4 DA =—=(), 


Aus diesen beiden Gleichungen leitet man auf ganz ähnliche: Art 
wie vorher, wenn der Kürze wegen 


CD, —-C,D =Eo 
06D.—- CD —=E, 
CD; — C(,D, = E,, 
u. Ss. w. 
C,Da— —6 -2D, = En-3, 
C,Da-ı— %-1D, = En 
und 
0, Dn-ı— G1D =F\s 
C Da od, =F): 
C,D.A— GAD.—=F:;, 
u. Ss. w. 
3 Da-ı — AD — In; 
C2 Da — n1Dn—-2— Fa- 
gesetzt wird, die beiden folgenden Gleichungen des (2 — 2)teu 


- Grades ab: 


E27? “h- E,0"3 + E,ar +... + Bnss2 + DV), 
Fa"? —ı- F, xr3 + F,cr4 +-...+ Pn-3% — MAN 0; 


und wird, wenn man dieses Verfahren immer weiter fortsetzt, je- 
derzeit endlich einmal auf zwei Gleichungen des ersten Grades von » 
der Form N 


Mer Mh 
. N, 2 -+ N, —=0 


kommen, aus denen man dann sogleich durch Elimination von x 
die diese unbekannte Grösse gar nicht mehr enthaltende Gleichung. 


M,N,— MN, —0 
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erhält, und also jetzt an dem Ziele, welches man zu erreichen be- 
absichtigte, angelangt ist. E | 

Dieses Verfahren, obgleich an sich sehr einfach und überdies 
völlig allgemein, hat den sehr bedeutenden Fehler, dass es die 
Endgleichung, als Folge der Einführung fremdartiger Factoren, 
häufig von einem zu hohen Grade liefert. Um: uns hiervon zu über- 
zeugen, wollen wir jetzt einmal annehmen, dass die Coefficienten 


Ay, A; A ... An; 
B,B.Ba...B, 


der beiden gegebenen Gleichungen , die in Bezug auf = vom zten 
Grade sind, ın Bezug auf die in ihnen enthaltene unbekannte 
Grösse % respective vom 


Oten, Isten, 2ten,... zten; 
Oten, Isten, 2ten, ... zten 
Grade seien; so sind die Coefficienten 
G=AB,—-4,B, D, =4 Br — AnBs; 


GAB: Bi D = ABs— A B,; | 
0. —=4B,—- 4,8. D.=4.B2— 4,B,; 
u. Ss. W. u. S. W. ! 


CH 2 A, Bn er An BB; D.-ı = Ani N A,Ba— 


der beiden aus den vorigen Gleichungen abgeleiteten Gleichungen, 
welche in Bezug auf x vom (2— l)sten Grade sind, oflenbar in 
Bezug auf y respective vom 


Isten, 2ten, 3ten,... . ten; 
aten, (2 + I)sten, (2 2)ten, . . . (222 — 1)steu 
Grade. Ferner sind die Coeflicienten | 
E,=(C,D,—-C,D., FF = €, D,a-— GmD:; 
E, = (C,D, — C,D,F, = (0, D)A— G-D:;; 
Nee CD; = C,D,, F, — .C,Da-1— CD; 


u. S. W. U. S. W. 
En 2 = C,Da-ı— o-D o» Fn2 = &ın-2D.1— On Dn- 


der beiden aas den vorhergehenden abgeleiteten Gleichungen, die 
in Bezug auf = vom (2— 2)ten Grade sind, in Bezug auf y oflen- 
bar respective vom 


(2 + 2)ten, (#-+-3}ten, (2 —+- A)ten, . . . 2aten; 
Zuten, (22-4 1)sten, (2» + 2)ten, .. . (32 — 2)ten 
Grade, Auf ähnliche Art sind die Coefficienten 
@G,=EfFf,—-ENF, H, = En — EPs; 
G,—=E,F,— E,F, H —=E, Fan 2— En; 
G,—=E,F,— E,F,, H,— E,F3nn— En-F.; 


U. S. W, u. Ss W. 
Gin 3 — LP En. Y# E,=2#F',, Hn-3 = En-sPn-27 En P’n--3 
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der beiden’ aus den vorhergehenden Gleichungen abgeleiteten .Glei- 
chungen, welche in Bezug auf = vom (z2-— 3)ten Grade sind, in 
Bezug auf % offenbar respective vom 


(32 + 3)ten, (32 + A)ten, (32 + 5)ten,..... Azten; 
Auten, (A2—-1V)sten, (42 + 2)ten, . .. (dz2 — 3)ten 
Grade. Die Coefficienten 
J,=@,H, —G,H, K,=06, Hh-3 — Gn-31, ; 
IT —=G,H,— 6.H, K, —= 06, H4s— GH, ; 
J,.=6,H,—- 0,H,. K,—=@,H,=3—- %_H, : 
u. Ss. W. u. 5. W. 
N] nA— GH 3 — Gn-34. 3 Rn A—G@nildn-3 — @n-3Hn—4 


der beiden aus den vorhergehenden abgeleiteten Gleichungen, welche 
in Bezug auf x vom (2—A)ten Grade sind, sind offenbar in Be- 
zug. auf % jederzeit respective vom 


(72 + A)ten, (72 + 5)ten, (722 + 6)ten, .. . 8zten; 
8zten, (82 + 1)sten, (822 + ?2)ten, .. . (92 — A)ten 
Grade. Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, erhellet 
hieraus schon mit.hinreichender Deutlichkeit, und überzeugen wird 
man sich nun auch sehr leicht, dass die Coefficienten 
M,, M, und N,, %, 
der beiden Gleichungen 
M,x + M, =®, 
2 N,2+N, =0 
des ersten oder {#»—(2—1)}ten Grades, zu denen man durch 
fortgesetzte Anwendung des obigen Verfahrens immer ‚endlich ge- 
langt, in Bezug ‚auf y jederzeit respective vom 
(2”—2 . »— l)ten, (2”—2 . z)ten und (2%? . z)ten, (22. 2 + Dteu 
Grade sind, woraus sich dann ferner unmittelbar ergiebt, dass die 
x gar nicht mehr enthaltende Endgleichung 
M,N, — M, N, =V0 


in Bezug auf y% jederzeit vom (2”-1. »)ten Grade ist. Nach dem 
in $. 5. bewiesenen Satze kann aber unter den gemachten Voraus- 
setzungen die Endgleichung in Bezug auf y den Grad 2» — »*? 
niemals übersteigen, und wenn man also untersuchen will, ob die 
obige Eliminationsmethode die Endgleichung von einem zu hohen 
Grade liefert, so kommt es darauf an, die Fälle zu ermitteln, in 
denen 


mA,n—n’>0 
oder 
2an—1 — 2 0 oder RA» 


ist. Für 2—=1 und =? ist, wie man leicht findet, 2?-1= n. 
Für 23, »—A, »n=95, »a—6 ist dagegen, wie man ebenfalls 
leicht findet, immer 2”-1> 2, woraus man schliesst, dass für 2>2 
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jederzeit 2°-17 2 ist. Um die allgemeine Gültigkeit dieses Sat- 
zes zu beweisen, wollen wir ännehmen, dass derselbe für 2 >2 
gilt, so dass 2” > % ist, und wollen darzus abzuleiten suchen, 
dass er dann jederzeit auch für »—+-1 gelten muss, wodurch seine 
allgemeine Richtigkeit bewiesen sein wird. Weil nun’ aber nach 
der Voraussetzung 2”-1 > 2 ist, so ist, wenn man auf beiden Sei- 
ten mit 2 mnltiplicirt, auch 27 >22 oder 2 >n2-+-n, und folg- 
lich, weil #2 ist, oflenbar 2? >21 vder 2a W121, 
so dass also der Satz in der That auch für 2-+ 1 gilt, und daher 
. » n " . ix . . 
allgewein ist. Aus dem Vorhergehenden sieht man, dass die obige 
Kliminationsmethode die Endgleichung, wenn 2 > 2 ist, immer von 
einem zu hohen Grade liefert, und der Grad des eingeführten 
fremdartigen Factors ist im Allgemeinen 


21,2 — nm? = ul — 2). 


Für 23, 2» A, n—=5, n—=6,2—=T7,n—=8, n==I, a 10 
ist salso dieser fremdartige Factor respective vom, 3ten, 16ten, 
5östen, 156sten, 399sten, 960sten,; 2223sten, 5020sten Grade, und 
steigt demnach sehr bald zu einem sehr hohen Grade, woraus die 
Unzweckmässigkeit der obigen Eliminationsmethode deutlich genug 
erhellen wird °). # 

Im Vorhergehenden ist angenommen. worden, dass die beiden 
gegebenen Gleichungen in Bezug auf = von demselben Grade sind. 
Ist dies aber nicht der Fall, so kann man immer die beiden Glei- 
chungen leicht auf denselben Grad bringen, wenn man der Gleichung 
von dem niedrigern Grade am Anfange so viele Glieder mit dem 
Coefficienten Null beifügt, als erforderlich sind, um diese Gleichung 
auf denselben Grad. wie ‚die höhere Gleichung zu bringen. _ Hier- 
nach kann man dann auf die beiden Gleichungen Jie obige Klimi- 
nationsmethode oflenbar wieder ganz auf dieselbe Weise, wie im 
Vorhergehenden gelehrt worden ist, anwenden. 

Sehr leicht kann nun aber auch gezeigt werden, dass durch 
die im Vorhergehenden behatdelte Aufgabe das Eliminationsproblem 
für Gleichungen höherer Grade überhaupt im Allgemeinen gelöst ist. 
Hat man. nämlich »2 Gleichungen mit den 72 unbekannten Grössen 
X, Y, %,...%, v;, so ordne man diese sämmtlich nach der’ einen 
dieser unbekannten Grössen, etwa, nach der Grösse x, und elimi- 
nire dann nach der im Obigen gelehrten Methode = aus der Isten 
und ?2ten, ?ten und 3ten, Sten und Aten, u. s. w. (72 — 1)sten‘ und 
mten Gleichung, so erhält man »»— 1 offenbar die Grösse = gar 
nicht mehr enthaltende Gleichungen, - welche man nun sämmtlich 
‚nach % ordnet, und dann ganz auf dieselbe Weise wie vorher % 
eliminirt, wodurch man =» — 2 die Grössen x, y gar nicht mehr 

! F { 


! j 
*) Will man sich noch deutlicher überzeugen, dass bei der Anwendung der 
obigen Eliminationsmethode freindartige Factoren eingeführt werden, 
so s. m. Sammlung von Aufgaben aus der Theorie der.alge- 
‚braischen Gleichungen von M. Hirsch, Erster Theil. Ber- 
lin 1809. S. 109 ff., wo die vier ersten Grade: besonders betrachtet 
sind. Auch kann man den Artikel Elimination in dem zweiten 
Theile meiner Supplemente zum Klügel’schen Wörterbuche 
und eine Abhandlung von Gergonne in den Annales de Mathema- 
tiques. T.XXI.p. 4l., wo auch zugleich Mittel angegeben sind, durch 
die man sich von den fremdartigen Factoren möglichst frei halten kaun. 
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enthaltende Gleichungen bekommt, auf die man nun wieder eiu 
ganz ähnliches Verfahren anwenden kann, Endlich wird man auf 
diese Weise zu » — (m —1) die a» —1 unbekannten Grössen x, 
Y, %...% gar nicht mehr, d. h. zu einer bloss .noch die eine 
unbekannte Grösse v enthaltenden Gleichung gelangen, und also 
den Zweck des Verfahrens, welches man im Allgemeinen mit dem 
Namen der Elimination der unbekannten Grössen zu belegen pflegt, 
vollständig erreicht haben. 

Die im Obigen entwickelte Eliminationsmethode ist von Euler 
in dem zweiten Theile der Introductio in Analysin Infini- 
torum. Cap. XIX. p. 255 gegeben worden. In den Me&moires 
de l’Acad&mie des sciences de Berlin. 1764 scheint aber 
Euler selbst die erste Erfindung dieser Methode Newton beizu- 
legen. In ihren Prineipien im höchsten Grade einfach, führt die- 
selbe jedoch, wie oben ausführlich aus einander gesetzt worden 
ist, häufig zu Gleichungen sehr hoher Grade, die von denen in 
ihnen enthaltenen fremdartigen Factoren gewöhnlich nur mit nicht 
leicht zu überwindenden Schwierigkeiten befrei’t werden können. 


ST, 


Eine zweite merkwürdige Eliminationsmethod® wollen wir jetzt, 
um nicht zu weitläufig zu werden, zwar nur an einem besondern 
Falle, aber doch so erläutern, dass die allgemeine Gültigkeit der 
Regein, welche wir aus unserer Entwickelung ableiten werden, auf 
der Stelle und ganz von selbst in die Augen fallen wird. 

‘ Wir wollen nämlich annehmen, -dass aus den beiden Gleichungen 
fl) =ax’ + br + cx’ + dz’+ er + f—=V0 
und 


| 


Fix) = Az: + Ba°+Cx + D=0, 


welche in Bezug auf x respective vom fünften und vom dritten 
Grade sind, die Grösse 2 eliminirt werden soll. Zu dem Ende sei 
w ein diesen beiden Gleichungen genügender Werth von x, so ist 
nach der allgemeinen Theorie der Gleichungen für jedes = 


f)=(& —w)f,(®), Fa)—(z— v)P,(@), 


wo /,(2) und F',(2) ganze rationale algebraische Functionen des 
vierten und zweiten Grades von © bezeichnen. Also ist für jedes = 


fi) Fıl@)=(& — w)f(@)Fı(®), 
Fa) @)=(# — w)fı@)Fı@); 
und folglich für jedes = | 
z)F, (x) = Flx)f,(®) 
oder 
| IF (©) — FA). 
Setzen wir also 
la) = px? — y2° — 2? — SE — 1, 
F(&) = Pr? + Qx + R; 
so ist für jedes & 
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V— (ax + bar +cX° + de? +exr +f) (Pe? + Qxz + R) 
+ (A2° + Ba’ + C2+D) px’ + g2° Hr + sc), 
also nach gehöriger Entwickelung für jedes 
V—aPx’+aRx°-+aR x° 
+/P -+iR -+IRx? 
+. P -+.Q -+eRa?: 
+d4P +dQR +dRa? 
teP -+eQ -eltx 
eh SE 
+Ap +A9 -+Ar +4 +4 | 
+Bpy +29 -+Dr +Bs -+B2i 
+C> +% +0 +0: -+C 


+D»p :+Dg +Dr +Ds +Dr 
und folglich ’ 


ap —+-Ap —(, 
IP al +Dp» +49 El, 
ceP +öbQR zmaR -+- 0% + By + Ar ==); 
dP +cW HIR-+-Dp + Cy + Br + As a: 
eP-+d@ -reR + Dg-+ Cr + Bs + A:—=0, 
fP +eQ +adR + Dr #65 + Bt—0, 
+fQ meR _ +-Ds +0), 
—+-/R +-Di—N0. 


Dies sind acht Gleichungen zwischen den acht Grössen P, @, 
R; 9,9, r,s,£ Hat man nun aber zwischen den z» Grössen 
%, Y, %...%, v überhaupt 2 Gleichurgen des ersten Grades oder 
7 sogenannte Jineare Gleichungen von der Form 


rc + 6Yyt 634 :.. + gu Av —V, 
ac +by+cz-+...- + 924 Av), 
GC H+b6;YH Ct... + 9,04 h,v—V0, 


42 by 02-4... +8,30 + h,v —0, 
u. Ss. w. | 


An—1% + In—1Y + &on-1:3 +... En—1U + /n-ıv —0; 


so folgt! aus denselben, wie aus &. A. erhellet, wenn man die dort 
gebrauchten Bezeichnungen, auch jetzt beibehält, da die in dem in 
Rede stehenden Paragraphen durch 


PLN 30 RL ER NN 

pa, k,o,d,....s A) 
s Ye, b, k, d, r® 8: h),. 
| u. Ss. W. 

yla, db, c,.d,...8, %k) 
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bezeichneten Funetionen jetzt offenbar REN verschwinden, ver 
derzeit 


xyla, b, c,d,...8, A) 
yyla, b, c,d,...9, A) 


Il ıı 


or o 


zypla, b, 6, d,... 85 h) 
u. Ss. W. 
upla, lc. d,.0., 2), 
vo(e, b, c,.d,...8; A)—L. 
Weiss man also aus andern handen dass die Grössen U, Yı%,. 
z, v nicht sämmtlich verschwinden, dass folglich wenigstens eine 
derselben nicht verschwindet, so ist man immer berechtigt zu schlies- 
sen, dass 
pl, Bayer ra. A.) EN 


ist. «Kehren wir jetzt wieder zu unsern obigen acht Gleichungen 
zwischen den acht Grössen PA, @, AR, p, 9 r, s, t zurück, so "ist 
‚man offenbar immer zu der Annahme berechtigt, dass diese acht . 
Grössen nicht sämmtlich verschwinden, weil, wenn dies der Fall 
wäre,. wegen der aus dem Obigen bekannten Gleichungen 


f)=l2 — Wfl), Fr)=(le — w)F,(®), 


2) = —- (2 — vw) (px* +y2° + r2%? + scHD), 
Fa)=(# —vw) (Pxr’ + Qxc—+R). 
für jedes = | 
fl), F(a)—0, 
1. für jedes x 
ax’ +ba2* + c2x° + dx?” + ec +-f=V, 

da? +Baz’+Cz+D=0, | 
und folglich I > 

ee N 

An 

sein würde, welches offenbar ungereimt ist, Da also die Grössen 
P, @ R,p, 9, r, s, nicht sämmtlich verschwinden, so ist man 
das vorher überhaupt von z linearen Gleichungen zwischen den z 
Grössen X, % 2%, ... u, v bewiesene Verfahren ‚auf unsere obi- 
gen acht Gleichungen des ersten Grades zwischen den acht Grö-. 
ssen 2, @,.R, pP, 9; 7, $, © anzuwenden berechtigt, und zwar auf 
folgende Art. 


Die in Rede stehenden acht Gleichungen können auf folgende 
Art geschrieben werden: 


. 
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aP + 0QR-HIR + Ap + % + Or + 05 +0 0, 
IP+ ad +OR+ Bp + Ay-+ Or + 0s + 1 —=0, 
eP+LQA+raR+ Co + By + Ar + Is + —=U, 
dP+ceQ+6R+Dp+ %Y+Br + 4s + 0 —0, 
eP+d4+cR-+0p +Dg+ Or + Bs+ 1—0, 
JP+eQl + dR+ %9 +% + Dr + Cs + Bt—=V0, 
0P+-f@+ eR+ % -+-% + % + D +00, 
0P+-0QR + /R+ %9p +% + 09r +05 +-Di—d; 


und die Coefficienten dieser acht Gleichungen sind also 


2,0,0,4,0,0,0,0 
6,0,0,B,4,0,0, 0 


sn, 6C 5, 4,0,.0 
d, c,t, D, ©, B, 4,0 
ed ic, 00,0 BA 
J, ,d, 0, 0,2,C,B 
0,5850, 0,0, Dec 
0,0,5,0,000D 


Bildet man nun aus diesen Coefficienten die in $. 4. durch @ be- 

zeichnete Function ganz auf die dort gelehrte Weise, und setzt 

dieselbe, wie dies nach dem Vorhergehenden verstattet ist, der Null 

gleich, so erhält man eine die Grösse x gar nicht mehr enthaltende 

Gleichung, welche also das gesuchte Resultat der Elimination die- 
ser Grössen aus den beiden gegebenen Gleichungen 


ax’ +bx*—+cx’ + dx? +ex + f—=0, 
Az: + Bx: + Czx + D—=0 


ist, und die Elimination lässt sich daher nach dieser Methode im- 
mer ohne grosse Schwierigkeit und ohne weitläufige Rechnungen 
ausführen. Nöthig ist nur noch, dass wir zeigen, wie das obige 
Schema der Coeflicienten immer leicht entworfen werden kann. 
Die einfachste Art scheint uns folgende zu sein. Man bilde zuerst 
aus den Coefficienten 


a, b, c, d, e, B 
und 


A,B,C,D 


u 


der beiden gegebenen Gleichungen nach einer sich leicht von selbst 


. - ergebenden höchst einfachen Regel das folgende Schema: 


Theil U. 


a, A 

b, a, B, A, 

GA, 0, B, A, 

dC1b,x.D; G-B3 4, 

e, dc, D,C,B,A 

Is end, D,cCc,B 
Save; D,C 

F 


‘und fülle, hierauf alle fehlenden Stellen durch Nullen aus, so er- 
hält man unmittelbar das gesuchte Schema 


a,0,0, A, 0, 0, 0,0 
2,a,0, B, A, 0, 0,0 
EC BIINDIEEO 
d, 6,0, D, C, B,4,,0 
e,.d 6 0, D 68,4 
RE ODE DER 
0, Se 0, 0,0,D c 


0,0,%50000D 
der Coeflicienten, aus denen die der Null gleich zu setzende Function 
y nach den in $. A. gegebenen Regeln gebildet werden muss. 
Man kann noch auf eine andere sehr einfache Weise zu der 
durch Elimination von = aus den beiden gegebenen Gleichungen 
ax’ +b2° cr: + da’ —+ex —+f=V0 
- und | N 
Az: + Bao”’-+Cr + D=0 
entspringenden Gleichung gelangen. Aus diesen beiden Gleichun- 
gen ergeben sich nämlich unmittelbar die‘ acht folgenden Glei- 
ehungen: u 
ax’ + ba° + c2° + dx + ex’ + fx” + 02! 402° =0, 
02’ + ax + ba’ + cx* + de: + ex? + fe! +02’ —0, 
027 + 02° + ax’ + bx* + cx® + dx?’ —+ ex! + fx° 1 
Az’ Bz°+C0x° + Dx'+ 02° + 02° + 02° + 02° —0, 
02’ + Ax° + Bx°’+ Cx* + Dx:—+ 02° + 02! + 02° —0, 
02° + 02° + Ar Bar Cx® + Dr’ 02% + 0290; 
027 + 02° + 02° + Ar" + Be’ + Cx? + Da! +02 0, 
02°’ + 02° + 02° + 02° + Ar: + Be?’ Cr!’ +-Dx’—0; 


deren Coefficienten 


a a da 
(a, Br andile,:f 40 
00,2 RER Ef. 
4,8, 06 D0 0,00 
0,4,8B,0CD,0,0 0 
0,0,.4,8B, C,D, 0, 0 
0,0,0,48,CD,Vd 
0,0, 0,.0,4,B, cCc,D 


sind, aus denen man nach den in $. A. gegebenen Regeln die 
Function 9 bilden, dieselbe der Null gleich setzen, und dadurch 
eine die Grösse x gar nicht mehr enthaltende Gleichung, d. h. das 
gesuchte Resultat der Elimination der Grösse x aus den beiden ge- 
gebenen Gleichungen erhalten kann. Das obige Schema der Coef- 
ficienten bildet man am leichtesten auf folgende Art. Man schreibt 


zuerst 


leute ke 
ae UN ef 
0,,.0,.,6, 3) ah 
A, B, €C,D 
A,B,C,D 
AyB,:C:D 
A,B,C, D 
A, B, CD 


und füllt hierauf alle fehlende Stellen durch Nullen, aus, wodurch 
sich vergiebt } 


RE RE NET ae A AR 
Oin2500,4 0, us tea SAN 
LU Faaa | BT 7 SR / A + u Aura SO 2 
A.B,C, D,0.7.0,,0.,0 
0, 4,2, CD, 0,9% 
0,0,4,B,C, D, 00 
0; 0,0 en CD; 0 
0, 0,0,0,4, B, CD 


ganz wie oben. 
Um nur ein ganz einfaches Beispiel zu den beiden vorher- 


gehenden Regeln zu geben, so habe man die: beiden Gleichungen 
ax? + Ic +c=—=09,; Ar -HB—). 
Bei der Anwendung der ersten Regel bildet man das Schema 
a,A,0 
2, B,A 
6, 0,.B 
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Bei der Anwendung der zweiten Regel ınuss man das Schema 
| 2 DIE 
A, B,V0 
0, dB 
bilden. Betrachtet man nun überhaupt die drei Gleichungen 
CE HbYFt 6030, 
a,% + by c,2=®, 
0,2% + b;Y-+ C;3 =0; 
so ist nach $. A. | 
— (ba) (c—a) (c—b), 
und folglich, wenn man dieses Product gehörig entwickelt, 
P=bc? — l?e + ab? — ac? + a?:c— a:b 
oder vielmehr 
P= a’b\c: — a’b?c! + a!b?c? — a!l°c? + a?b’c! —a?b!c’, 
und folglich durch Verwandlung der Potenzexponenten in Indices 
die Function p in diesem Falle | 
abıCa — aobacı + @1d2Co — Aarbolı + GzboCı — AabıCo- 
Wendet man nun die erste der beiden obigen Regeln an, so muss 
man 


m Zee ed 

N A A 7: | 

vd Ni—B 
setzen, und erhält hierdurch die gesuchte, 2 nicht mehr enthaltende 
Gleichung | 

aB? — VAB + cA: —V0. 
Wendet man die zweite der beiden obigen Regeln an, so muss 
man 

a; a) ee 

Re U PP 3 

3, VL, —=Ac,—=B 
setzen, und erhält hierdurch wieder die gesuchte, = nicht mehr 
enthaltende Gleichung 

aß? —+-cA:— LAB—VO 


\ 


oder 
aß? —LbAB+c4:—0, A 


ganz übereinstimmend mit dem vorher gefundenen Resultate. 

Dieselbe Gleichung erhält man. auch durch das gewöhnliche 
Eliminationsverfahren in einem solchen Falle wie der vorliegende 
auf folgende Art. Bestimmt man = aus der zweiten der beiden 
gegebenen Gleichungen, so erhält man 
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173 
DR 


und dieser Werth von ©, in die erste Gleichung gesetzt, giebt 


B: B | 
a Et gztre—V 


aB?—LAB-+cA”—V, 


oder 


ganz wie vorher. 


Zur Berechnung weitläufigerer Beispiele fehlt hier der Raum; 
das vorhergehende wird aber auch zur Erläuterung der Anwendung 
der beiden im Obigen entwickelten Regeln schon hinreichend sein. 


Um uns einigermassen ein Urtheil über die Anwendbarkeit der 
vorhergehenden Methode bei der wirklichen Ausführung von Eli- 
minationen zu bilden, wollen wir in der Kürze untersuchen, wie 
gross im Allgemeinen die Anzahl der Glieder ist, aus denen die 
x nicht mehr enthaltende Gleichung besteht, zu welcher die obige 
Methode führt. Wenn zwischen 2 unbekannten Grössen z lineare 
Gleichungen gegeben sind, so ist im Allgemeinen die Anzahl der 
Glieder der Zähler und ‚Nenner der Werthe der unbekannten 
Grössen die Permutationszahl für z verschiedene Elemente, näm- 
lich 1.2.3...z, welches ganz unmittelbar und von selbst aus 
Bezout’s und Cramer’s Regeln für die Elimination der unbe- 
kannten Grössen’ aus Gleichungen des ersten Grades, die wir hier, 
wie schon oben erinnert ‘worden ist, als bekannt voraussetzen, er- 
hellet. Sind nun die beiden gegebenen Gleichungen, aus denen & 
eliminirt werden soll. in Bezug auf diese Grösse überhaupt vom 
znten und vom zten Grade, so hat man bei der Anwendung der 
obigen Eliminationsmethode, wie sogleich in die Augen fallen wird, 
eigentlich 2» +2 Gleichungen des ersten Grades zwischen eben so 
vielen unbekannten Grössen aufzulösen, und der gemeinschaftliche 
Nenner der Werthe dieser unbekannten Grössen ist die Function 
- der x nicht mehr enthaltenden Gleichung, zu welcher die obige 
Eliminationsmethode führt, so dass also die Anzahl der Glieder 
- dieser Gleichung nach dem Vorhergehenden im Allgemeinen 
1.2.3...(72 +2) ist, wenn auch allerdings wegen der vorkom- 
menden verschwindenden Coeflicienten mehrere dieser Glieder weg- 
fallen, und die Anzahl der Glieder im Ganzen sich daher 
. etwas verringert. Weil aber z.B. für =» -+-z=10 schon 
1.2.3...(72 4-2) = 3628800 ist, so sieht man, dass die Anzahl 
der Glieder der x nicht mehr enthaltenden Gleichung doch sehr 
bald ungeheuer gross werden, und die Elimination von = nach 
der obigen Methode in der Praxis dann so. gut wie unausführbar 
sein wird. 


Auch diese zweite Eliminationsmethode lehrt dem Wesentlichen 
nach Euler in der Introductio in Analysin Infinitorum. 
Cap. XIX. p. 265. In neuester Zeit ist dieselbe von Sylvester 
in dem Philosophical Magazine. February. 1840 und von 
Richelot in Crelle’s Journal mit mehreren guten, in das 
Öbige dem Wesentlichen nach mit aufgenommenen Bemerkungen 
bereichert worden. | 
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. Ju den Memoires de, l’Academie des sciences de Paris. 1764 
hat Bezout eine Eliminationsmethode angegeben, die im Allgemei- 
nen auf Folgendes hinaus kommt. Die beiden gegebenen Gleichun- 
gen seien jetzt 


Hr a," 4 a,” ... + mar + an =V. 

IR br Ar, + ana Hund, | 
wobei wir bemerken, dass in den Fällen, wo die beiden Gleichun- 
gen nicht von demselben Grade sind, die Coefficienten einiger, An- 
fangsglieder in der einen dieser beiden Gleichungen als verschwin- 
dend zu betrachten sind. Diese beiden Gleichungen wollen wir 
auf die Form | ” | 

ar ta ar A... + aan 
‚—=—- (au TA+ a2”? +. 4 mArc-+ a). 
br mb, Er... + brann 

= — (dien -F b142 ar 2... 4 mn 5) 
bringen. wo ./ jede der positiven ganzen Zahlen 

'0,1,2,3, A... 2—1l 


sein kann. Aus den beiden auf diese Weise dargestellten Gleichun- 
gen folgt durch Division 


ao + EA a,0r—..  HalAc Hal 
"bat ER EN ER a 2. a2 +... +bi12 + br 
Gar TA U2ERr TR... + An 12 + An 
7. NH AAr MREAA— 04 bn-1X% + In’ 


und folglich, wenn man auf. beiden Seiten mit dem Producte der, 
beiden Nenner multiplieirt, 


(@. x ra 2 r.. Haare) 
x (bmar AM bsear MR 4..—+ ee + dm ) | 
(ba + ber... + 4mnrHb) 
Xaar + aan 2... + 104 0) —V. 


Denkt ınan sich jetzt die Grösse auf der linken Seite des Gleich- 
heitszeichens nach Potenzen von = entwickelt, so wird. dieselbe‘ 
offenbar die folgende Form annehmen: 


Ayuar dt Au? + Ayuar 3 +... + Ann, + An ı =V, 


und mittelst einer sehr einfachen Beiachkinn überzeugt wan sich: 
leicht von der Richtigkeit der folgenden Ausdrücke: - 


Ay = aobır1 — bar: 

Ay za, biz er b,arzı 
+ a0 — baue. 

Aa = a@,bıH1 Fa b,aızı 
+ a,biı42 — baır2 
+ a,bır3 — b.@13, 
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Az a,bırı — bar 

+ a,b12 — bzal+2 

+ a,bır3 —b aı+3 

+ a,b — bar, 
U... W.. 


Nm, ambnı — G_marı 
+ a obı2 — Vaaı2 
+ aı 3ba44 — bı-3 043 
. aut 
Au ambın — baızı 
+ a1-ıbir2 — bı-ıe2 
+ aı_2bır3 — M-2aı3 
A, = aıbıza — bıaıza 
+ aı_1bır3 — bi-ıaır3 
+ abi — D-20144 
Art, 1 albız3 — bıaızs 
+ aı-ıbır4 — bi-ı ars 
+ mobna5— biz2 a3 
EEE PR RL 2 
S143, 1 arbıza — bias 
+ a1-10125— bi-1@145 
+ aı-2b14s — Ö1-20146 
rd, : 
u. Ss. W. 


br ‚ad 2,7 = aıbn— —— DIean—ı 
—- ai—ı On El bi In: 
An-ı,! — an — bidn. 


Bei der Anwendung dieser Ausdrücke zur Entwickelung der 
Grössen St 


[1 
Ayı; Ai,ı3,Aa, 1;\ As, 15.» An-ı,ı 


hat man sich nur zu merken, dass man sowohl in der Reihe der 
durch & mit. den gehörigen Indices, als auch in der Reihe -der 
durch 5 mit den gehörigen Indices bezeichneten Coefficienten von 
jedem Gliede an aufsteigend und absteigend immer nur so weit 
fortschreiten muss, als diese Coefficienten nicht verschwinden. Um 
dies durch ein Beispiel zu erläutern, sei Z=A, »==T; so ist 


Wa i 


do, a,b, — ba, 
A,s=a,b, — ba, 
tabs — boas; 
Ay—a,b, —bza, 
a,b, ER ARN 
tab, — boQ;; 
Az,s=a,b, —b,a, 
+a,b, — bza, 
ab, —b,a,, 
IA, =a,b, — ba, 
—+a,b, — b;a, 
a,b, — b,a,, 
A, a,b, — ba, 
—+a,b, — b,a,, 
Ans a.0 — bza;. 


‘Sehr leicht erbellet nun aber auch aus dem Vorhergehenden die 
Richtigkeit der nachstehenden für das Folgende wichtigen Re- 
lationen: 


ANNıTz= EN +1» 
Ans, ı= Ar, 122, ! 
Arss3,ı= Ar, 143; 
u..8. w. 
| n—y, 1 Ar, n—2 
Au, = Arl,n: 
Aus der Gleichung 
Ao, 12" 1 + As, Ze + A2,127 3 + .:.4+ An,ı% + An—1,ı=V, 
oder vielmehr aus der Gleichung | 
Ayıcr 34 Ar? + Ar 34... + An,12" + An-ı, 12° = v, 


erhält man, wenn, was verstattet ist, für Z nach und nach die po- 
sitiven ganzen Zahlen 0, 1, 2, 3, A, .„ 9#—]1 gesetzt werden, 
die folgenden Gleichungen: 


Ap,o2" 14 A020" ?-+ Agozr 3-4... + An 208" + An-102°=0, 
Ayar A Aa? ?+ Ar ?+ 2... + An- 2120" + An-110—V. 
Angar 14 A227? + Aygar 2 2. + An-222"+ An-122°—0, 
Ay A + A130” 2 + Anger 34. RN 2,324 An-132°=0, 
u. 5. W. 

Ada 12 I + 118072 + Ay aan 3. 
| —r ya re Ani, 1 al 
und wird also, wie sich aus dem Obigen sogleich’ ergieht, zu der 
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gesuchten, die Grösse x nicht mehr enthaltenden Gleichung ge- 
langen, wenn man aus den Grössen 


Aoo; A105 A205... An-230;5 An-ı1,0 
Ada; Arız Aziz oo. Anz; An-ı1 
Av; 412; Asa; ... An—22 5; An-ı2 
te u. Ss. w. 
Aon—2; An; Asn—a23 ... An 23; An-ın—1 
Ion; Aa; A2n-1; ... An—2,n—1 5 An-ını 


auf bekannte Weise die im Obigen durch 9 bezeichnete Functiou 
bildet, und dieselbe der Null gleich setzt. Aus den im Vorher- 
gehenden bewiesenen Relationen ergiebt sich aber auf der Stelle, 
dass man auch statt des obigen Schema’s das Schema 


Aoo; Aoız Aoa; - - - Ada 2; Aoyn-ı 

Adi; Aids Ars). Ara; Ari 

4o2; A123; A23; ... Adn—2 5 Ann 
u. Ss. w. 


Aopn 2; Ayn-—ay Agn25 2. An2n-2; Anzaa—ı 


Ay 3 Aı „n—1 ; Adna 3 IA) An-2,n—1 5 Ania 


setzen, aus den in diesem Schema enthaltenen Grössen die im Obi- 
gen durch 9 bezeichnete ‚Function bilden, und dieselbe der Null 
gleich setzen kann. 

Am Schluss dieser Abhandlung bemerken wir noch, dass hei 
derselben überhaupt das M&emoire sur l’elimination d’une 
variable entre deux &equations algebriques in den Exer- 
cices d’ÄAnalyseet de Physique math&matique par Cauchy. 
T. 1. Paris. 1840 °) p. 385 vielfach ‚benutzt worden ist. In einer 
zweiten Abhandlung werden wir späterhin auf diesen Gegenstand 
zurück kommen. | 


*) Wovon aber die 12te Lieferung, in welcher sich das in Rede stehende 
Memoire befindet, nur erst ganz vor Kurzem erschienen ist. 
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vi. 


Ueber die Summen der Winkel in ebenen ge- 
‚radlinigen Vielecken. 


Von dem 


Herrn Director J. H. T. Müller 


am Realgymnasium zu Gotha. 


I. Bekanntlich wird die Summe der nach einerlei Richtung ge- 
nommenen Aussenwinkel eines ebenen einfachen Vielecks dadurcelı 
ermittelt, dass man aus irgend einem Punkte mit den auf einander 
folgenden Polygonseiten die gleichstimmig parallelen Linien 
zieht und die in einerlei Drehungsrichtung genommenen Winkel 
der den successiven Seiten ' entsprechenden: Parallelen summirt, 
woraus hervorgeht, dass diese Summe immer ein Vielfaches von 
AR betragen muss. 

‘2. Auf ganz dieselbe Weise lässt sich auch, was man bisher 


übersehen zu haben scheint, die Summe der innern Winkel eines, 


solchen Vielecks finden, wenn aus einem beliebigen Punkte mit der 


Isten, 3ten, Öten,.. Seite die gleichstimmig, mit ‘der ’2ten, 


Aten, 6ten,.... Seite aber die ungleichstimmig parallelen Linien 
gezogen und dann bei’ einerlei Drehungsrichtung die‘ Winkel der 
Parallelen nach folgendem Gesetze summirt werden. KEBIUT 
Bezeichnen 1; 3; 5;.. die gleichstimmigen und 2; 45 6;.. 
die ungleichstimmigen Parallelen, so ist die Summe aller innern 
Winkel Ä 
1) im (22)eck 


= (1,2) + (23) + (3,4)+ - - + (22 — 1,22) + (22,1) 
2) im.(272 + 1)eck 
=(12)+(23)+(3,9+ . + (22,22 +1) + (22 + 1,1) 


wenn im letztern Falle I’ die Rückverlängerung der Parallelen I 
bezeichnet. — Im ersten Falle ist .demnach jene Winkelsumme im- 


mer ein gerades, im zweiten ein ungerades Vielfaches von 2 rech- _ 


ten Winkeln. 

3. Diese Herleitungsweise der Summe der innern Vieleckswin- 
kel hat, abgesehen von der Uebereinstimmung mit der für die 
äussern Winkel, vor der gewöhnlichen den erheblichen Vorzug, dass 
sie sich ganz gleichmässig auf alle Vielecke mit beliebig vielen 
convexen Winkeln anwenden und dass sie die eigentliche Bedeu- 
tung der Polygonwinkel deutlicher erkennen lässt. 


Es sei mir erlaubt, aus dem Obigen noch einige Folgerungen. 


* 
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zu ziehen, welche eine Ergänzung dessen bilden, was ich in’ der 
Abhandlung über die symmetrischen Kreisvielecke von ungerader 
Seitenzahl, Gotha 1840. über die verschiedenen Winkelsummen der 
Vielecke angedeutet hatte, 

4. Bei unveränderter Drehungsrichtung ist in einem einfachen 
ebenen Vielecke die Summe der Winkel je zweier aufeinander fol- 
gender Seiten 


für (22 +1) Scheitel; für (2) Scheitel 


entweder 1.22, 2 s2R, 
oder 3.2R, 4.2R, 
oder >.2R, 6.2R, 
oder (Ar-+1).2R. (An—2) .2R. 


Da aber bei jedem zzeck die eine oder die andere Drehungs- 
richtung gewählt werden kann, so giebt es im Allgemeinen für 
dasselbe zwei Summen .der Winkel je zweier anstossender Seiten, ' 
welche einander zu 72 . 4% ergänzen.  Beschränkt man sich daher, 
wenn beide Summen ungleich sind, auf die jedesmalige kleinere, 
so, erhält man bloss nah dielrende mögliche Werthe: 


für das (22 -+-1)eck; für das (22)eck 


1.22, Dil 222; 
3.22, 2NOR, 
(22+1).22, 2» .2R, 


. wo die höchsten Werthe Vielecken angehören, deren. Winkelsumme 
bei beiden Drehungsrichtungen gleich gross ist. 

5. Aus der in (2) angegebenen Construction ergiebt sich 'so- 
gleich, wie umgekehrt auch Vielecke von gegebener Seitenzahl 
und Seitenrichtung construirt werden können, welche eine vorge- 
schriebene Winkelsumme, wie die in (A) angegebenen, haben. 

Zieht man nämlich von irgend einem Punkte aus in einer 
Ebene 2 Strahlen in beliebigen Richtungen, und schreibt an jeden 
derselben eine der 2 ersten natürlichen Zahlen, so hängt bei ge- 
radzahligen Vielecken die Summe der Winkel von der Zahl der 
Nichtfolgen ab; welche sich ergeben, wenn man in der gewähl- 
ten Drehungsrichtung vom Strahle 1 an fortgehend sämmtliche 
Strahlen so abliest, wie sie, ohne Rücksicht auf die Bezeichnung, 
der Reihe nach auf einander folgen. Enthalten alsdann die zuge- 
hörigen Zahlen a Nichtfolgen, so 'ist die Summe der Winkel jedes 
(2»)ecks, dessen ste, Ste, dte,.. und 2te, Ate, 6te,.. Seite den 
Strahlen 1, 3, 5,.. gleichstimmig und’den Strahlen 2, A, 6,.. un- 
gleichstimmig parallel ist, =(1-+a). AZ, indem dann a Umläufe 
gemacht werden müssen, bis man wieder zu dem ersten Strahle 
gelangt, von dem man ausgegangen war, So enthält jedes zw den 


l 
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aufeinanderfolgenden Strahlen 1352476 gehörige Sechseck, wegen 
der beiden Nichtfolgen 52 und 76, (+2). AR. 


Bei den ungeradzahligen Vielecken ist zu unterscheiden, 
ob alle Strahlen auf einer oder auf beiden Seiten des Strahls 1 
sammt dessen Rückverlängerung 14’ liegen. Im ersten Falle ist bei 
a Nichtfolgen die Winkelsumme = (1 + 2a). 2%, im zweiten aber 
— (3420) .22. 

Die sogenannten Drudenfüsse gehören zu den ungeradzahligen 
Vielecken, deren Winkelsumme — 22 ist. 

Uebrigens ist die Lage des die Richtung der letzten Vielecks- 
seite bestimmenden Strahles, wie man leicht. sieht, innerhalb ge- 
wisser Grenzen eingeschlossen, weil die letzte Seite der ersten 
selbst, nicht aber ihrer Verlängerung über den Scheitel (1,2) hin- 
aus begegnen muss. Hieraus erklärt es sich auch, warum beim 
Dreiecke die Summe der Winkel nur 22 oder 102, nicht aber 62% 


betragen kann, indem für keine Lage dreier Strablen eine ge- 
‚schlossene einfache Figur entstehen kann, deren Winkelsumme 


den zwischen 2 und 10 fallenden Werth von 6 rechten Win- 
keln gäbe. 

6. Die Anwendung der Strahlen führt ausserdem ‚auf eine selır 
einfache Methode, die Winkelsummen der m —1.2—2.m—3...4.3 
verschiedenen einfachen ebenen »ecke zu finden, welche zu den- 
selben 32 gegebenen Scheiteln gehören. 4 | 

Seien (Taf.l. Fig.1. @ und 2) 1, 2, 3, A, 5 fünf solche in einer 
Ebene liegende Scheitel, so sind zwischen diesen die zehn Verbin- 
dungslinien 12, 13, 14, 15, 23, 24, 25, 34, 35, 45 und wenn man, 
wie hier nöthig, auch die Richtung berücksichtigt, die zehn an- 
dern Verbindungslinien 21, 31, Al, 51, 32, A2, 52, 43, 53, 54 mög- 
lich, Zieht man nun aus dem Mittelpunkte eines Kreises mit die- 
sen 20 Verbindungslinien die gleichstimmig parallelen Radien und 
schreibt an den Endpunkt jedes derselben die beiden Zahlen, wel- 
che der ihm entsprechenden Verbindungslinie angehören: so erhält 
man ein Strahlensystem, vermittelst dessen sich‘ aus der blossen 
Aufeinanderfolge: der gegebenen Scheitel die Summe der Winkel 
des: dadurch hestimmten einfachen Fünfecks sofort finden. lässt. 
Ist nämlich z. B. 13254 ‚das zu untersuchende Fünfeck, so sind nach 
(2.) 13, 23, 25, 45, Al,,31 die Endpunkte der ihm zugehörigen 
Strahlen, die sich ohne die Figur selbst ergeben, wenn man 
1325413 statt 13254 schreibt und abwechselnd vor- und rückwärts 
liest. So viel halbe Umläufe nun gemacht werden müssen, um in 
einerlei Richtung die Punkte des Kreisumfaugs 13, 23,..., 3l zu 
durchlaufen: so viel gestreckte Winkel kommen auf das Fünfeck 
13254. | 

Man. sieht leicht, wie durch Einführung neuer Symbole die 
Auflösung unserer Aufgabe auch auf die Zählung der Nichtfolgen 
(5.) reducirt werden kann. | 

7. Die Darstellung aller einfachen ecke, welche dieselben 
Scheitel: 1, 2, 3,.., z2 haben, wird am leichtesten dadurch bewirkt: 
dass man alle Combinationen zweiter Klasse aus den Elementen 
2, 3,.., 2 bildet, zwischen jede solche Combination die noch übhri- 
gen (»2— 3) Elemente in allen möglichen Anordnungen stellt und 
jeder so gebildeten Form das Element 1 voranstellt, Für 1, 2, 3, 
4, 5 erhält man demnach 
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12453; 103 2354: 
125413; 1332 A, 
12354 13 345; 
12534: 13225; 
12345; 1AB35; 
12435; 1#325, 


welches die 12 verschiedenen Fünfecke sind, die zu jenen Scheiteln 
gehören. I 

8. Die auf solche Weise gebildeten Anordnungen der Elemente 
2, 3,.., 72, worin keine zwei vorkommen, von denen die 
eine die Umkehrung der andern ist, verdienen wegen des 
häufigen Gebrauchs, der sich in der Geometrie davon machen lässt, 
besondere Beachtung. 

9. Aus (7.) ergiebt sich in Verbindung mit dem Vorher- 
gehenden, dass die verschiedenen zu denselben Scheiteln gehörigen 
jelecke sich nach den kleinsten Summen ihrer Winkel 
klassificiren lassen, was man bisher unterlassen zu haben scheint. 

10. Bei der Richtung, welche die Geometrie in der neuern Zeit 
genommen, dürfte die Aufnahme des in „(2.) gegebenen Beweises 
in die Elemente nicht unzweckmässig sein, indem der Anfänger 
dann frühzeitig mit den Vielecken in ihrer allgemeinern Bedeutung 
bekannt gemacht werden kann. 


IX. 


Uebungsaufgaben für Schüler. 


(Fortsetzung.) 


4. Cubatur des Ellipsoids, Hyperboloids mit 2 gleichen 
Axen. 


Die Gleichung des um die grosse Axe rotirenden Kegelschnitts 
sei „PP —=par—+gx2°”, die Abscisse: x werde in 2 gleiche Theile 
getheilt und durch die Endpunkte der Ordinaten werden Parallelen 
zur grossen Axe gezogen, dann entstehen durch Umdrehung des 
Kegelschnitts Cylinder, deren Gesammt-Cubikinhalt durch die Sum- 
mation der Quadratzahlen und der natürlichen Zahlen gefunden 


.\ 1 1 1 1 
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Indem man das Ellipsoid mit 3’ ungleichen Axen durch Ebenen, 
die zu zwei Axen parallel _ gezogen werden, in gleich weit von 
einander abstehende elliptische Cylinder zerfällt, kann man durch 
dasselbe Hülfsmittel ohne die geringste Schwierigkeit den Gesammt- 
 Cubikinhalt der elliptischen Cylinder erhalten. Sind die Axen 5 
und c, zu welchen die Ebenen parallel gelegt werden, und wird 
die auf z genommene Abseisse x vom Mittelpunkte gezählt in z 
gleiche Theile getheilt, so ‚ist der Cubikinhalt der elliptischen Cy- 
linder —anc|1 (+ + a woraus der Cubikin- 


halt des halben Ellipsoids $ede . = folgt. 


5. j 
‚Der. bekannte Ausdruck für den Radius des Krümmungs- 
kreises der Kegelschnitte durch die Normale stand mir zu isolirt, 
ich suchte deshalb einen Ausdruck für den Radius des durch 3 
Punkte eines Kegelschnitts gelegten Kreises, und fand, dass jener 
Radius ‚gleich ist dem Produkte dreier, Normalen auf die 3 Sehnen 
des Kegelschnitts, dividirt durch das Quadrat des halben Parame- 
ters. Jede dieser Normalen wird auf -folgende Art bestimmt: Aus 
dem Mittelpunkte wird. ein Radius Vektor durch den Mittelpunkt 
der Kegelschnittssehne gelegt, und die oben bezeichnete Normale 
auf diese Sehne geht von dem Endpunkte des Radius Vektor auf 
der Curve bis zum Durchschnitte mit der grossen Axe. Fallen die 
3 Punkte des Kegelschnitts zusammen, so verwandeln sich die ur- 
sprünglich ungleichen Normalen in 3 gleiche Linien. 


6. 


Wenn ein Punkt sich auf der Peripherie einer Ellipse be- 
wegt, während der anziehende Punkt in eimem Brennpunkte der- 
selben steht, so ist die anziehende Kraft dem Quadrate der umge- 
kehrten Entfernung des anziehenden von dem angezogenen Punkte 
proportional. | 

Dieser bekannte Satz lässt ‚sich ohne Hülfe der höhern Rech- 
nungen beweisen. Die Kraft, mit ‚welcher der Punkt vom Centrum 


\ R ; u: h 
der Anziehung sich ızu ‚entfernen strebt, ist —7, wenn v die Ge-' 


schwindigkeit und /% den Krümmungshalbmesser für den Ort des 
bewegten Punkte bezeichnet. Ist 7 die Kraft, mit welcher dieser 
Punkt in der Richtung des Radius Vektor » angezogen wird, so ist 
die in die Richtung der Normale z fallende Kraft Z' cos (7, 7), wenn 
i die Senkrechte vom Brennpunkte auf die Tangente bezeichnet. 
Da nun die genannte Kraft gerade so gross sein muss, als die Cen- 


2 2 
trifugalkraft - so ist F—% 2 5, Ist die Geschwindigkeit im _ 
nächsten ‚Scheitelpunkte 1, die Excentrizität e, so ist a(l—e)=ovr, 


2 5 u 2 ® . ® ® 
folglich 7 _.uzar Da aber, wie leicht zu beweisen, 
nt b? ix n: .a? (1— e?)a® 





ee und = 7a, 50 ist != DE 72° 

Bewegt sich der.‚Punkt auf.der Peripherie der Ellipse, während 
der anziehende Punkt im Mittelpunkte derselben steht, so ist Z’der 
Entfernung direkt proportional. 2 


vr 


RT 


“ Denn sei der Radius Vektor 7, so ist Be 1, 'wenn 7 Wie 
Senkrechte ‚vom, Mittelpunkte aufrdie Tangente bedeutet., Ist die 


‘ee . . ® . ad ab 
Geschwindigkeit; im, Scheitel I, so hat man ve —= —, !—=—, 
t n 
n:a?a:b? a: f b 
He Ber TerTeN = 72° folglich Ver) Z8 .T. 


‘4 


7. 


Ein weites und interessantes Gebiet. zur. Untersuchung der 
Eigenschaften der Ellipse bietet die Betrachtung: dieser Curve 'als 
der orthographischen Projektion des Kreises dar, wenn beide Ebe- 
nen in der Richtung der grossen Axe einander schneidend sange- 
nommen werden. Durch die- einfachsten Hülfsmittel, alsı da sind, 
. die Projektionen paralleler ‚Linien im Raume auf dieselbe ‚Ebene 
sind parallel, der Cosinus des Neigungswinkels einer begrenzten Fi- 


gur in der Kreisebene mit der Projektion ist — — u. s. w., gelangt 
a 


man ohne (die geringste Mühe zu den Eigenschaften der Tangen- 
ten, der konjugirten Durchmesser, der  umschriebenen 'Parallelo- 
gramme u. sw. 

8. 

Die Auflösung der 6 Hauptfälle der sphärischen Trigonome- 
trie durch geometrische Construction in der Ebene lässt sich auf 
sehr einfache Weise erhalten, indem man in der körperlichen 'drei- 
seitigen Ecke, deren Kanten SA, SB, SC in derselben Folge die 
Wiukete, d und = einschliessen, #C und AO rechtwinklig auf 
SC nimmt. Das Dreieck ABC, in welchem 3 Seiten bekannt sind, 
wenn a, b und e gegeben werden, giebt den Neigungswinkel ACD 
oder den sphärischen Winkel zwischen @ und #. Durch dasselbe 
Dreieck findet man die dritte sphärische Seite aus den beiden an- 
dern Seiten und dem von diesen eingeschlossenen Winkel. Ist ge- 
geben e, @ und der c gegenüber liegende Winkel, so fällt man 
von A eine Senkrechte AD auf ZC und eine Senkrechte von AB 
auf 82, so liegen die Punkte 8, &, D, C auf der Peripherie 
eines Kreises, so dass die Lage des’ Punktes Z.durch den Durch- 
schnitt dieses Kreises und des mit dem Radius SZ beschriebenen 
Kreises gefunden werden kann u. s. 'w. 


9: 


Die graphische Darstellung der Funktionen scheint mir ein 
zweckmässiges Hülfsmittel für den Unterricht, um eine recht be- 
wusste Auflassung der Eigenschaften derselben möglich zu machen. 
Zu dem Ende habe ich mir eine ansehnliche Menge solcher Dar- 
stellungen gezeichnet, wie die Linien der Sinus, der Cosinus, der 
Tangenten, der natürlichen und Briggischen Logaritimen, der Lo- 
garithmen der Kreisfunktionen u. s, w. Selbst einfache Funktio- 
nen, wie y=, y—=2?’,y=2°, y==.2* bieten, wenn sie für 
dieselbe Veränderliche auf dasselbe Blatt gezeichnet werden, manche - 
Eigenschaften dar, deren sich wenigstens der Schüler in dem 
Augenblicke, da ihm diese Funktionen genannt werden, nicht be- 
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‚wusst wird, z. B. dass sich alle diese Curven in 2 Punkten begeg- 

Sp N i ; zz] 
nen,’ dass sie je nach dem höhern Grade bis zum’ Punkte f 
immer näher an die Abscissenaxe und an die Ordinate 1 treten 
u. S. W. 


10. Veranschaulichende Darstellung der Primzahlen. 


Ein grosses gleichseitiges Dreieck wird in 10000 kongruente 
gleichseitige Dreiecke zertheilt und in jedes Dreiecksfeld eine der 
natürlichen Zahlen so geschrieben, dass die Zahl 1 in die Spitze, 
2 an den Anfang der zweiten Horizontalreihe, 4 an das Ende der- 
selben, 5 an den Anfang der dritten Horizontalreihe, 9 an das 
Ende derselben kommt, wie denn überhaupt der ganze rechte Saum 
des Dreiecks von den @uadraten der natürlichen Zahlen eingenom- 
men, in jeder Horizontalreihe aber von der linken nach der rech- 
ten Hand gezählt wird. Giebt man nun den Feldern der Primzah- 
len eine andere Farbe, so gewahrt man bei geringer Aufmerksam- 
keit, dass im Allgemeinen die Primzahlen in gewissen parallelen 
fast gleichweit von einander entfernten Richtungen (dichter beisam- 
men liegen, als in andern Richtungen. Die Zahlen von der Form 
41-+2(» — 1) stellen einen Stab mit geschlossenem sechseckigem 
Sterne dar, dem einzigen, -der unter den 10000 Dreiecken vor- 
kommt. 


11. 


Einfache Bestimmung des Brechungsverhältnisses in einem drei- 
seitigen Prisma durch den Neigungswinkel % zweier Seiten-Ebenen 
des Prismas und durch die Winkel, welche der einfallende und der 
austretende Strahl an jeder Stelle mit dem Einfallslothe bilden, 

Der Strahl treffe in 4 das Prisma, und bilde mit dem Einfalls- 
lothe den Winkel #, der gebrochene Strahl trete in 2 aus dem 
Prisma und bilde mit. dem Einfallslothe daselbst den Winkel 2, die 
beiden Lothe, welche die Winkel « und f im Innern des Prismas 
mit dem Strahle 42 einschliessen, schneiden sieh in €, so hat 
man in dem Dreiecke ABC. 


AB? — AC? + CB? +24C. CB. cos y | 
| AU? CB: RAC TER | 
4] + Gm’ + a am er] 
folglich 1= sin $?°—+- sin «a? —+- 2sin @ sin ß cos w 
sin D? sin a? 2sin @. sin D. cos y 


4 


..n? sin 2 n? sin ı .n? sin %? 








und 2 sin »—=V sin a? —+-sin 4? —+-2sin @.sin 6 cos W*), 


‘) Siehe Seebeck’s: Observationes de corporum lucem simpliciter refrin- 
gentium angulis polarisationis. Berolini 1830. 


(Der Schluss folgt im nächsten Hefte.) 
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X. 
Lehrsatz, die Ecken der Pyramiden betreffend. 
Von dem 


Herrn Director J. H. T. Müller 


am Realgymnasium zu Gotha. 


Da die Eigenschaften der Polyederecken bisher noch wenig 
untersucht worden sind, so wird vielleicht einzelnen Mathematikern 
die Mittheilung eines, wie ich glaube, neuen und an Folgerungen 
ziemlich reichen Lehrsatzes, die Ecken der Pyramiden betreffend, 
nicht unangenehm sein. Sollte ich mich hierin nicht täuschen, so 
würde ich später noch eine Reihe damit verwandter Sätze für an- 
dere Polyeder mittheilen. | 

1. Ich lege, der grössern Deutlichkeit wegen, statt einer 
nseitigen Pyramide die beliebige fünfseitige VYABCDE (M. =. 
Fig. 2 « und 6 auf der schon dem ersten Hefte beigegebenen 
Taf. I.) bei meiner Betrachtung zu Grunde und nehme auch fürs 
Erste an, dass die fünfkantige Basis AZCDE lauter concave 
Winkel enthält. Jene Beschränkung ist ohne Einfluss auf die All- 
gemeingültigkeit des Lehrsatzes und diese wird später aufgeho- 
ben werden. ‘ 

2. Um die Ecken unserer Pyramide zu vereinigen, verfahre 
ich wie. bei der Summirung der Winkel eines ebenen geradlinigen 
Vielecks in dem Aufsatze Nr. VIII. und ziehe aus dem Mittelpunkte 
M irgend einer Kugel 

1) mit den Seitenkanten 0A, OB, 0C, OD, OE die ungleich- 
‚ stimmig parallelen Radien, welche der Kugelfläche bezüglich 
in den Punkten o’, $’, y', 0’, € begegnen und dort die Spitzen 
eines sphärischen. Fünfecks «’ß’y'd’e' bilden, welche das Maass 
der Scheitelecke von 9, mithin auch der ursprünglichen Ecke 
0 in der gegebenen Pyramide ist; | 
2) aus demselben Punkte M mit den Grundkanten BA, CB, 

DC, ED, AE die gleichstimmig parallelen Radien, die die 

Kugelfläche bezüglich in den Punkten a, 6, c, d, e und rück- 

wärts verlängert in @/, 2’, c', d', e' trefien, und sämmtlich in 

dem mit der Basis der Pyramide parallelen Hauptkreise der 

Kugel liegen. 

Theil I. e 8 
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3. Da Ma’, Me, Ma! mit AB, AE, 40 gleichstimmig p&rallel 
Aid) so ist das sphärische Dreieck 


a'a’e das Maass der Grundecke A der gegebenen Pyramide, 


undebenso da - SUIRER e Br: £ = M 
j La RE 2 " dr h 2 
doc - 2 » s D- e E 
eds . ) RN 2 € R 
Ausserdem entstehen noch die sphärischen Vierecke 
| web’ 
; Pacy 
y'bd'd' 
ö'cee 
e’da'o', 


bei denen, was ihren Inhalt betrifft, zu unterscheiden ist, ob die 
zwischen einem griechischen und lateinischen Buchstaben liegenden 
Seiten einander verlängert oder unverlängert schneiden, welches 
statt findet, je nachdem in der Drehungsrichtung a,b, c,d, e die 
untern Grundlinien derselben, nämlich ed, ac, bd', ce', da’, Folgen 
oder Nichtfolgen bilden. Im letztern Falle’ nämlich giebt der Un- 
terschied zwischen dem obern und untern der beiden entstande- 
nen Dreiecke den Inhalt des jedesmaligen sphärischen Vierecks. 


4. Mit Rücksicht hierauf ist 
ad + ae + wel’ — der EDEN EP En 
+UBa+Bacy 
+ cy’b + ybdd 
+4 dl c+-l!ce?! 
+ de d+ e da 
die das Maass von 4 rechten Ecken ist, welche ich mit 42% be- 


zeichne. 

d. Weil ferner z. B. 04, OB und AB in einer Ebene lie- 
gen, so liegen auch die Endpunkte a’, ß', « und @’' der damit pa- 
rallelen Radien in einer und derselben Ebene, und es ist das sphä- 
rische Zweieck a’a’ß'ad’ea’ das Maass des Grundkeils AB.  Be- 
zeichnen wir nun die die Grundkeile der Pyramide, nämlich 42, „ 
BC, CD, DE, EA messenden Zweiecke mit (e), (2), (ce), (@), (e), 
so erhalten wir die neuen Gleichungen 

(ae) = au e + eb’ ß' + Ua; 
()=!Pa+Pacy' + ey'b; 
(e)—= ey yYidd' + de; 
(= dc + Iced + e'ed; 
(e) = ded-+ da’ + a’we: 
6. Addirt man die in (5) erhaltenen Gleichungen und sub- E 
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trahirt von der dadurch hervorgebrachten die in (4) erhaltene 
Gleichung, so ist für A als Halbkugelfläche: 


(2) + (2) + (ce) + (d) + (e) -— A=awe + ba + c'y'b 
+ döc+ de!d— aB'yde. 
Aus dieser Gleichung aber ergiebt sich, wenn man von der 
Kugelfläche- wieder zu den Ecken zurückkehrt und zugleich er- 
wägt, dass (@a)— «we das Maass derjenigen Ecke, welche 40, 


AE und die Verlängerung von 2A über A hinaus zu Kanten hat, 
also die Aussenecke von 4 ist, die ich mit 4’ bezeichne, -dass 


A!+-B+- 0° +-D+- E+-0=AR., 
7. Da die ganze Herleitungsweise zeigt, dass‘ die Beziehun- - 


gen für jede mehrseitige Pyramide sich nicht ändern, so ist allge- 
mein für jede Pyramide mit hohlwinkliger Grundfläche 


A+BH0+...20-=AR, di. 


„In jeder gewöhnlichen Pyramide ist die Summe 
„aller nach einerlei Richtung genommenen Aus- 
„senecken über der Grundfläche, vermehrt um die ,| 
„Ecke an der Spitze, so gross als vier rechte 
„Ecken;“ 


oder was dasselbe ist, 


„die Summe aller Aussenecken gleich der Neben- 
„ecke der Ecke an der Spitze.‘ 


8. Diess ist vielleicht der erste Lehrsatz, der bei Polyedern 
mit nicht parallelen Flächen, einen constanten Werth für eine 
Summe von Ecken nachweist, welche von der Zahl und Lage der 
Seiten völlig unabhängig ist. 

Auch ist die Analogie dieses Satzes mit dem bekannten plani- 

metrischen zu beachten, dem zufolge 


in jedem hohlwinkligen ebenen Vielecke die Summe aller 
Aussenwinkel vier rechte Winkel beträgt. 


9. Bewegt sich die Spitze 0 der Pyramide nach der Grund- 
fläche ‚hin, so behält der Satz auch dann noch seine Gültigkeit, 
wenn @ in die Ebene der Grundfläche selbst fällt, indem 
dann die Aussenkeile sämmtlich zu Null werden, während die Ecke 
O0 in eine flache Ecke übergeht, die AZ gleich ist. 

Setzt die Spitze Q ihre Bewegung noch weiter fort, d.h. 
- tritt sie unter die Grundfläche, so wird, wie man sich sogleich 
überzeugt, ‚die Ecke an der Spitze convex, also grösser als AR’; 
dagegen werden dann die Aussenecken an der - Grundfläche, 
Alles ‚auf die ursprüngliche Figur bezogen, negativ. Auch dann 
ist noch 


die algebraische Summe der Aussenecken und der Ecke 
an der Spitze so gross als vier rechte Ecken. | 


Der letztere Fall kommt bei der Betrachtung der allgemeinen 
Polyeder in Anwendung. 

Wird der Abstand der Spitze O0 von der Grundfläche unend- 
- lich gross, werden also die Seitenkanten der Pyramide einan- 
der parallel, und gebt die Ecke Qin Null über, so ist auch noch 
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in dem halbbegrenzten prismatischen Raume die Summe aller 
einseitswendigen Aussenecken gleich der Summe von vier 
rechten Ecken. 


10, Aus dem Beweise von (7) folgt ferner unmittelbar, dass 

in jeder Pyramide | 
die Summe der nach einer Richtung hin genommenen Aussen- 
ecken an der Grundfläche gleich ist der Summe der nach 

der entgegengesetzten hin genommenen. 


11. Auch ergiebt sich sofort, 


dass wenn in zwei Pyramiden von gleicher oder ungleicher 
Seitenzahl «die Summen der einseitswendigen Aussenecken 
an der Grundfläche einander gleich sind, auch die beiden 
Ecken an der Spitze einander gleich sein werden. 


Der obige Lehrsatz bietet demnach auch ein Hülfsmittel dar, die 
Gleichheit zweier der Gestalt nach durchaus verschiedenen Ecken 
zu erweisen. 

12. Umgekehrt ist, wenn man durch eine Ecke beliebig viele 
Ebenen legt, welche keiner Kante parallel sind und nicht durch 
den Scheitel gehen, 

an jeder solchen Ebene die Summe aller einseitswendigen 
nach der Spitze zu liegenden Aussenecken constant und der 
Ergänzung der gegebenen Ecke zu vier rechten Ecken gleich, 


Auch lässt sich dieser Satz auf gleichgrosse Ecken ausdehnen. 

13. Enthält endlich die Grundfläche der Pyramide convexe 
Winkel, so lässt sich eben so leicht darthun, 

dass die Summe aller einseitswendigen Aussenecken ver- 
mehrt um die Ecke an der Spitze sovielmal vier rechte 
Ecken beträgt, als in der Summe der Aussenwinkel der 
Grundfläche vier rechte Winkel enthalten sind. 

Erst in dieser Gestalt hat der Lehrsatz die erforderliche Allge- 
meinheit, in welcher er sich auf Polyeder mit convexen Ecken an- 
wenden lässt. 

14. Mit Uebergehung aller weitern Folgen, welche sich aus 
dem oben erwiesenen Lehrsatze ziehen lassen, erlaube ich mir noch 
schliesslich einige ganz leichte Sätze, die Ecken und Keile der 
Prismen betreffend mitzutheilen, die, wenn es nicht bereits geschehen 
ist, in die Elemente der Stereometrie könnten aufgenommen werden. 

15. Im zseitigen Prisma ist 

1) die Summe aller Seitenkeile das (2-2)fache des gestreckten Keils. 
2) Die Summe aller Grundkeile das zfache des gestreckten Keils. 
Bieraus folgt, dass rs | 
3) im Parallelepipedon die Summe aller Keile das 3fache von vier 
rechten Keilen ist. 

16. Eben so ist im zseitigen Prisma die | 

Summe aller Ecken gleich der Summe aller Seitenkeile oder 
(2 — 2)mal so gross als die flache Ecke. 


Demnach haben alle Parallelepipeda eine gleichgrosse Eckensumme, 
welche 8%’ oder eine volle Ecke beträgt. 


— 
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XI. 


Combinatorische Lösung der Euler- Pfafl’schen 
Aufgabe in Nr. XXVIL des ersten Theils. 


Von dem 


Herren Professor Dr. Tellkampf 


in Hannover, 


Die nach dem Vorgange von Euler, welcher seine Forderung 
auf die Zerlegung in Dreiecke beschränkt hatte, von J. F, Pfall 
gestellte allgemeinere Aufgabe lautet a. a. ©. folgendergestalt: 

Die Anzahl der verschiedenen Arten zu bestimmen, 
auf welche sich ein zeck durch Diagonalen in lauter 
mecke zerlegen lässt. 

Da der Gegenstand der Betrachtung offenbar einen combinato- 
rischen Charakter hat, indem es sich um alle denkbaren Unistellun- 
gen der Diagonalen handelt, durch welche die Gesammtfigur in die 
verlangten Partialfiguren zerlegt werden könne, so erscheint es an- 
emessen, die Eckpunkte des gegebenen zecks durch die fortlau- 
ende Zahlenreihe 1, 2, 3.... 2. zu bezeichnen und die von diesen 
Punkten auslaufenden Diagenalen (als die eigentlichen Elemente 
der Zusammenstellungen) ebenfalls beziehungsweise mit den Zah- 
len 1, 2, 3..... 7 anzudeuten, wobei indessen: Wiederholbarkeit 
derselben bedungen werden muss, um z. B. durch die Combinations- 
form 1.1.1.1 vier verschiedene aber sämmtlich vom Eckpunkte 
l ausgehende Diagonalen auszudrücken. Unter dieser Vorausset- 
zung braucht man, um irgend eine Combinationsform von yg Ele- 
menten aus den Zahlen 1,2, 3... als Diagonalenstellung in der 
egebenen Figur nachzuweisen, nur von jedem der bezeichneten 
Eee. zu dem um (a—1) weiter gezählten eine Diagonale 
zu ziehen, indem man zunächst (um dem Schneiden der Diagona- 
len zu begegnen) mit denjenigen Punkten beginnt, auf welche 
mindestens (2 — 2) nicht in der Complexion angedeutete folgen, 
und dann mit dem übrig bleibenden Theile der Figur dieses Ver- 
fahren fortsetzt. Zu noch bestimmterer Bezeichnung der Diago- 
nalenstellung deutet man am zweckmässigsten ihre Reihenfolge 
durch die der Elemente an, so dass das erste, zweite, dritte u..s. f. 
zugleich die erste, zweite, dritte...., Diagonale bezeichnet, was 
freilich nicht selten eine Umstellung der Elemente einer gegebenen 
Combinationsform nöthig machen wird, wobei daun natürlich auch 
niedrigere Elemente auf höhere folgen dürfen. 
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Wählen wir zu völliger Verdeutlichung dieser Darstellungs- 
weise irgend eine bestimmte Figur, etwa wie nachstehend. ein 
Zwölfeck. 





Um dasselbe auf alle mögliche Arten in Vierecke zu zerlegen, 
welches durch 4 Diagonalen geschieht, so wird man diese zunächst 
von dem Eckpunkte 1 nach den Punkten 4, 6, 8, 10 ziehen und 
durch die Combinationsform 1.1.1.1 darstellen können. Wollte 
man die Endpunkte dieser vier Linien ebenfalls bemerklich machen, 
so dürfte man nur jedem Elemente 1 die Zahl der Ecke anhängen, 
welche den Endpunkt bilden soll; folglich wäre näher bestimmt die 
Combinationsform 1.1.1.1=1,.1,.1,..1,,, und es lässt sich 
nach dem oben Gesagten aus der unmittelbaren Betrachtung der 
Figur leicht entnehmen, wie man jeder andern Complexion aus vier 
der gegebenen Elemente 1, 2, 3....12 in gleicher Weise ihre be: 
stimmte Deutung zu geben im Stande ist. So findet man z. B. 
leicht die Diagonalenstellungen für die Formen: 


DL. ee 
2)L.1.12—=2%,.Lk:l.lo 
33) 9a naar 9a Flle ih 1 


indem die erste Diagonale zu den Punkten 2 und 3, und also in 
zwei andere Lagen übergeht, während die drei übrigen unverän- 
dert bleiben. Dagegen fordern die Formen: 


A)1.1.1.4=1,.2,.12 1, 
ByaL a, Ir = Ta ee 
61.1.1:6—=1,.1,.6, 1, 
N LAl.L.7 lee Tale 


eine Vertauschung der zweiten oder dritten aus dem Punkte 1 
gezogenen Diagonale gegen eine andere, die von einem der Punkte 
4,5 oder 6,7 ausgeht. Beispielsweise mögen endlich noch die Com- 
plexionen > 


ee, 


8)1.4.7.10=1, .4, 
N, 


9, 1.2 
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10) 2.4.6. 8=2,,.4,:.6,.8,, | 
mit der Figur verglichen werden, um die Bestimmtheit zu erken- 


nen, welche in der hier gewählten arithmetischen Andeutung der 


verschiedenen Diagonalenstellungen liegt. 

So unzweifelhaft aber auch die geometrische Deutung ist, die 
man nach dem Vorhergehenden einer jeden Complexion zu geben 
vermag, sind die verschiedenen Complexionen doch weit entfernt, 
eben so viele verschiedene Diagonalenstellungen auszu- 
drücken. Schon das letzte der obigen Beispiele zeigt augenfällig, 
dass für ein in Vierecke zu zerlegendes Zwölfeck die Form 
2.4.6.8—=2,,.4,,.6,,.8,ı gleichbedentend mit der Com- 
plexion 11.11.11.1—=11,.11,.11,.11, ist. Noch bestimm- 
ter wird man die Mannigfaltigkeit von Combinationsformen durch- 
aus gleicher Bedeutung aus folgenden Beispielen abnehmen können: 


1 WEIT EETRDEN BOT DLR UNE 
1.7.4210 1,4 1,.01,.10, 
1.112.8:W1;;1, .8,.10, 
1,6.8.0=1,.6,.8...10, 
4.648.:10—4,..6, 8 10, 
1.2.3. A=1.,.2,.3,.4, 
1.2.3. 7=1,:9.3,%7, 
BT BETRETEN 20 
- 1.7.8. 9=1,:9.8 .7, 
71.8.9.10=10,..9,.8;.7, 
’ VIE Se AR RER EN ER 
rg e, er 
2 1123.8.10--1.0,8..,10..8 
h 1.:8.10.10=1,,:10,.10,.8, 
{8.10.10.10— 10, .10,.10,.8, . 
12/10. =2% .1,.1,.1, 
1.208 11-2... 1.211578: 5 
RA BA EL 
2.6. Dede 


5.6.6. 8=3,.6,.6,,.8,, 


Bei näherer Betrachtung der vorstehenden vier Diagonalenstel- 
Jungen nimmt man ohne Mühe wahr, dass die Umgestaltung ihrer 
Ausdrücke allmählig fortschreitet und zwar von der letzten Dia- 
gonale ausgeht. Denn zunächst darf man sich diese umgewendet 
(oder von ihrem Endpunkte aus gezogen) und demgemäss anders 
bezeichnet vorstellen, ohne dass dadurch die Bedeutung der Com- 
plexion im Mindesten geändert wird. Das Nämliche gilt dann aber 
auch von der vorletzten Diagonale u. s. f. bis zur ersten hin, 
so dass bier jede beliebige Complexion vier Umformungen gestat- 
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tet, die mit ihr durchaus dasselbe bezeichnen. — Sei nun die all- 
‚gemeine Andeutung einer beliebigen Combinationsform | 


(OR /RRRRR 21407 7 map, BERN /Y° VRESRRR TRR 


worin o, ß, y, Ö die respectiven Endpunkte der aus den Ecken 
a, b, c, d gezogenen Diagonalen andeuten, so bleibt die Bedeu- 
tung jener Complexion die nämliche in den Formen 


aa. 08... 0y.da=—Uaa. bp.» Yo» Gda—Ua- Pb -+.Yo Od. 


0 RD 


denn es wird zunächst die letzte Diagonale eben so bestimmt 
durch Öd als durch d bezeichnet, da bei unveränderter Andeutung 
der vorhergehenden über die Lage der äussersten Theilungslinie 
in beiden Fällen kein Zweifel bleiben kann; — und da das Näm- 
liche aus gleichen Gründen von der vorletzten Diagonale be- 
hauptet werden darf, sofern man nur in den Andeutungen aller übri- 
gen nichts ändert, so lässt sich die Umsetzung der Elemente all- 
mählig bis zum ersten ausdehnen. Die gegebene Complexion- 
@.b....c.d wird also, wenn sie überhaupt 9 Elemente enthält, 
auch 4 Umformungen zulassen, ohne ihre Bedeutung zu ändern;- 
oder mit andern Worten: es werden unter sämmtlichen Com- 
plexionen (7—+-1) von dieser übereinstimmenden geome- . 
trischen Bedeutung enthalten sein. 

Die Anzahl der verschiedenen Arten, auf welche ein gegebenes 
»eck sich durch 7 Diagonalen in lauter zzecke zerlegen lässt, ist 
nunmehr ohne alle Schwierigkeit bestimmbar, da man weiss, dass 
die überhaupt mögliche Menge von Combinationsformen zu y aus z 
wiederholbaren Elementen durch 


an +1) (a2), (er +3). vr.» (r-r9—1) 
102 Es 7 


ausgedrückt wird, worin nach dem Vorhergehenden die arithmeti- 
sche Darstellung jeder Diagonalenstellung (7—-1)mal enthalten 
ist, so dass man, um die wirklich verschiedenen Diagonalenstellun- 
gen zu erhalten, noch mit (y-+-1) dividiren muss. Bezeiehnen wir 
daher die gesuchte Anzahl für ein zeck mit 4 Diagonalen durch 
4”, so erhalten wir den allgemeinen Ausdruck 


ln a a ll FA eER 2) 52 = OE Vrr 
ee Er rt PELBORERTT, ; 


und vermöge dieser independenten Formel lässt sich eine Tafel, 
wie die von Nic. Fuss gegebene (s. Pag. 198 a. a. 0.) leicht bis 
zu beliebiger Weite aufstellen, indem man nur aus derjenigen der 
Figurirten Zahlen die entsprechenden Werthe zu nehmen und 
beziehungsweise durch die ganzen Zahlen 1,2,3....=y+1 zu 
dividiren braucht. 

Auf den ersten Blick mag es auffallend erscheinen, in vor- 
stehendem allgemeinen Ausdrucke unter den bestimmenden Grössen 
die Zahl »2 zu vermissen, welche in den a. a. O. mitgetheilten re- 
eurrirenden Formeln, so wie auch in der daraus durch Induetion 
geschlossenen independenten auftritt. Man erkennt aber leicht, 
dass bei der Abhängigkeit, in welcher die Grössen z, zz und g zu 
einander stehn, ausgedrückt durch die Gleichung | 
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nur eine der beiden Zahlen 2, 72 überhaupt in die Formel einzu- 
gehen braucht; wie sich denn auch, wenn man diesen Werth von 
z und zugleich 2—1 statt 7 in den obigen Ausdruck substituirt, 
die Umgestaltung desselben in die von dem Herrn Herausgeber 
 (S. 199) hypothetisch aufgestellte allgemeine Form 


7, Mm) (im —i—1) (im—i—2) (im—i—3)..... (im — (2! — 2)) 
er Tara. .@- 1) Per 
augenblicklich ergiebt, 

Wieviel zweckmässiger es aber ist, bei der Behandlung des 
hier besprochenen Problems die Anzahl 2» statt = in die Betrach- 
tung zu ziehen, giebt sich am augenfälligsten zu erkennen, wenn 
man die Aufgabe zu folgender noch allgemeineren erweitert: 

Die Anzahl der verschiedenen Arten zu bestimmen, 
auf welche sich ein zecek durch g Diagonalen in („—+-1) 
Figuren zerlegen lässt, unter denen @ Dreiecke, 2 Vier- 
ecke, eFünfeckeu.s.f. enthalten sein mögen. (Bedingungs- 
gleichungen also: +l=ea + Ö5-+-cH...., woa, b, c....ir- 
gend einen Werth der Zahlenreihe 0, 1, 2, 3.... haben können; 
und = 38 Ab +5c....— 2%). 

Man überzeugt sich nämlich leicht durch nähere Betrachtung 
irgend eines beliebigen Polygons, dass die oben für den Special- 
fall gleichartiger Theilfiguren geführte Untersuchung hier auf 
völlig gleiche Weise ihre Anwendung findet, nur dass durch jede 
beliebige Complexion mehr als eine Diagonalenstellung be- 
zeichnet wird. Wäre z. B. ein Zwölfeck durch 4 Diagonalen in 2 
Dreiecke, 2 Vierecke und 1 Sechseck zu zerlegen, so würde die 
Form 1.1.1.1 hier die ganz verschiedenen Diagonalenstellungen 


Velen lüeledligs ob, Ash ac laulisu, uw. 


andeuten, deren Menge sich. dadurch, dass man hier fünf auf ein- 
ander folgende Figuren, unter denen zwei Paare gleichartiger 
sind, auf alle mögliche Weise unter einander versetzt denkt, so- 
1,22.4:8.8 

FARUEIZ 
giebt. Sind der Theilfiguren allgemein 7-+-1, und darunter. @ der 
einen, # der zweiten, e der dritten Art u. s. f., so erhält man aus 
den nämlichen Gründen statt der einen Diagonalenstellung, welche 
irgend eine beliebige Complexion bei der Zerlegung in lauter 
gleichartige Figuren repräsentirte, ihrer vielmehr eine . Anzahl 
1.2.8... chi Dairch diese Zahl wird demnach 
Bra) lı.2.. 6) (1.270070 Düre iese Zahl wird demnac 

der obige Ausdruck von 4%, noch zu multipliciren sein, sofern er 
auf die hier. verallgemeinerte Aufgabe Anwendung finden soll, so 
dass die verlangte Anzahl aller möglichen Zerlegungen eines zecks 
durch 4 Diagonalen in @ Dreiecke, 4 Vierecke, u. Ss. w. dargestellt 
wird durch die allgemeine Formel: 


‘ gleich als die Permutationszahl —530 zu erkennen 


1.2.3....9.g-+)) n(r-+1) (2-2) (2-+3)....(2-+9—1) 
II Zara. 22,0111.2..0) 1.2.3...27.0-+-1) 
ar -+1) (2-2) (rR+3).:..... (2+7—]1) 


ee EEE EEE 
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ein Ausdruck, der sofort wieder in den obigen Werth von A”, 
übergeht, sobald man zu der speciellen Annahme durchaus gleich- 


artiger Figuren schreitet, in welchem Falle die Zahlen @,6,e.... 5 


sich offenbar auf eine einzige, und zwar auf (7-1) redueiren, 


- AH. 


Von der numerischen Auflösung der. Gleichung 
A=(1+x%)”" (1+5bx), wenn x ein kleiner 
Bruch ist. 


Von dem 


Herrn Doctor Rädell 


zu Berlin. 


+ 


Bezeichnet x die. jährliche Zinse eines Thalers, so wird aus 
dem verzinsten Kapitale X am Ende des ersten Jahres All —+- x), 


am Ende des zweiten Jahres A(1-+- x)’, am Ende des dritten 


Jahres A(1-+ x)? u. s. w., im Allgemeinen am Ende des »2ten 
Jahres A(l + x)”, wenn man nämlich ' voraussetzt, dass die 
Zinsen eines jeden Jahres am Ende desselben zum Kapitale ge- 
schlagen und in den folgenden Jahren mit dem Kapitale verzinst 
werden. , 

Nennt man also den auf diese Weise in 72 Jahren aus dem 


x 
Kapitale A hervorgegangenen Werth desselben A, so erhält man 
die Gleichung 


(1 2, Ml-te, 


x 
56 dass AK, mit »» und x zugleich wächst. 
Die eben geschriebene Gleichung gilt aber nur so lange, als 


m eine ganze Zahl ist. In der That, wird n—n+ 7 statt 22 


gesetzt, wo E ein ächter Bruch ist, so erhält man für den durch 


Zins und Zinseszins angewachsenen Werth des Kapitals am Ende 
der ersten 2 Jahre wiederum A(1-+-.2)”. Soll dieses Kapital nun 


noch 7 Jahre verzinst werden, so betragen die Zinsen während 


ec au 
"ai BB iu 


". 


0 
z 
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dieser Zeit All + x)”. ze also Kapital und Zinsen für die- 
sen Fall 


2) KAv=Klrap gi +22} 


während man nach der Gleichung (1) hierfür 


2 
mA — 
Kn=K(il-+ x) a7 
erhalten hätte. . 
Um den letztern Ausdruck mit dem richtigen zu vergleichen, 
P. 
hat man dafür Al—+-2)” .(1+.2)7 zu setzen und den letztern 


Faktor nach dem binomischen Lehrsatze zu entwickeln. Hierdurch 
ergiebt sich 


7 = PN w—2 
K'm = rt ra HH FF AM a.. 


x p x L 
oder, da Au(l-+ en x) = Ku ist, 


& u 
Km — Km _PQ=P) » _PUZM) Hp) 
en ur zZ 2q? nn PERF 67° u 
1 7 
Km 


Da nun x seiner Bedeutung nach ein kleiner Bruch ist, so wird, 
_ bei der Beschaffenheit der Coeffieienten der einzelnen Glieder, das 
Vorzeichen der ganzen Reihe mit dem des ersten Gliedes überein- 
stimmen, und folglich, wegen 9, positiv sein; so dass die 
Gleichung. (l), auf den Fall angewandt, wo 72 eine gebrochene Zahl 
ist, einen Werth liefern würde, der zwar zu klein wäre, aber ver- 
hältnissmässig doch wenig von der Wahrheit abweichen würde, 
weil diese Abweichung kleiner ist als 4.x?. 

Wird nun die Aufgabe gestellt, dass man aus dem gegebenen 
Werthe eines Kapitals A, aus dem künftigen Werthe desselben 


er, 


BA 

Km und aus der Dauer der Verzinsung m' — m die jährlichen 

Zinsen eines T'halers finden soll, so. hat man die Gleichung (2), 
- x 


Äne 


oder wenn man durch X dividirt und K — A und al setzt, 


die Gleichung 

3) A=(l+ x)" (l+bx) 
nach x aufzulösen. 
‚ Im vorliegenden besondern Falle ist 41. Bevor aber zur 
Auflösung dieser Gleichung geschritten wird, soll noch folgende 
Aufgabe gleichfalls aus der Zinsesziusrechnung mitgetheilt werden, 
die auch von. obiger Gleichung resultirt, in welcher aber 4 jeden 
beliebigen Werth erhalten kann: 

Es wird sofort das Kapital d und dann am Ende jedes Jahres 
die Rente e während »2 Jahren zum Zinsfusse 1-+.7 verzinslich an- 
gelegt und aufgespart, und von der hieraus erwachsenden Summe 
nun zu dem nämlichen Zinsfusse die immerwährende Rente z be- 
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zogen, wie gross ist der Zinsfuss? Der Werth des sofort ange- 
legten Kapitals d ist nach »» Jahren d(l1 +2)” und die Werthe 
der successive hinzukommenden Renten e betragen am Ende jener 
m Jahre respective e(l+ z)” 1, e(l+ x)”, c(l-+2)”73 u. s. w., 
jenachdem die Rente am Ende des Isten, 2ten, 3ten Jahres u. s. w. 
hinzugekommen ist.. Demnach beträgt der künftige Werth sämmt- 
‚licher Ersparnisse mit Zinsen und Zinseszinsen: 

dA1+ x)” —- et(l + z)rn1 — (1 + 2)” 2 +(1+2)”3 -...+ 1} 
N 

25 


— dl)" -+e. 


Da man. nun aus dem Kapitale die jährlichen Zinsen erhält, wenn 
man dasselbe mit x multiplieirt, und diese Zinsen gleich # sein 
sollen, so ergiebt sich die Gleichung 


dz{l + 2)” + c}{(l+ 2)” 1} = 
d. h. 4 } 
(1+- 2)” (c+-de)=e+c 


c 


— A und 





ses 5 [77 
oder wenn man durch e dividirt und wiederum 


I —b setzt, 
c 


(l+- a)” (l\+b2)=A 


wie vorher. 

Was nun die Auflösung dieser Gleichung nach = betrifit, so 
sieht man sogleich, dass diese letztere vom (»24+-1)sten Grade ist, und 
also im Allgemeinen auf algebraischem Wege nicht aufgelöst wer- 
den ‚kann. Man hat sich also damit zu begnügen, für den Fall, 
dass A und 5 in bestimmten Zahlen gegeben sind, Istens einen 
ersten Näherungswerth und 2tens aus demselben einen solchen 
Werth für = zu finden, der für jeden praktischen Bedarf als hin- 
reichend genau gelten kann, wobei jedoch nicht zu vergessen ist, 
dass 2 selbst nur wenige Hundertel beträgt, also die Annäherung 
noch viel weiter gehen muss. | 

Ist nun 4<<1, oder allgemein: ist 2 gegen d so gross, dass 
m} als verhältnissmässig wenig verschieden von 5 angesehen 
werden kann, so folgt aus der vorhergehenden Auseinandersetzung, 
dass man nahe genug (L-+- x)” (+2) = (1+ x)”t? setzen 
kann, 'so dass man aus der Gleichung 


N 
+ 
a 


als einen ersten Näherungswerth für = erhält, der um so genauer 
ist, jemehr »2 das 2 an Grösse übertrifft. 

Findet das oben angegebene Verhältniss zwischen 2 und 6 
nicht statt, so dass also 32 keine grosse Zahl: ist, so setze man 
näherungsweise 

Tex 
(1 + x)" — Tr 


und bestimme & und ß dergestalt, dass dieser Gleichung so viel als- 
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möglich Genüge geleistet werde. Entwickelt man beide Ausdrücke 
nach steigenden Potenzen von ©, so erhält man 


m? — m x 
Enz ı+- — ——- 2?+...—1-+(e —P) e—P(lo—P) x? + .... 
Man wird also den angenommenen 'Quotienten der Potenz (1-42) ” 
am meisten annähern, wenn man i 
an? — m 


«— B=m und — fla— P) = —- 


A 





setzt, weil sich dadurch beide Ausdrücke nur’ in der dritten und 
den höhern Potenzen der sehr kleinen Quantität x von einander 
unterscheiden. 

Dividirt man aber die zweite der so eben gefundenen beiden 


Bedingungsgleichungen durch die erste, so erhält man er 
also em +p="+ und 
2 + (m + 1)2 
UN en a ETF 


Sucht man daher aus der quadratischen Gleichung 





24 (m +-VDz, Ta 
den positiven Werth von x,, so wird derselbe gleichfalls als ein 
Näherungswerth von 2 angesehen werden können. 

Um aus dem auf die eine oder die andere Art, je nach dem ver- 
schiedenen zwischen 72 und 2 stattfindenden Verhältnisse, gefunde- 
nen Näherungswerthe x, sogleich einen recht genauen Werth für 
.x zu finden, setze man 2 —= x, +-A2,, wo Az, positiv oder ne- 
gativ aber nur noch eine sehr kleine Correktion von x, ist. Sub- 
stituirt man dies in die Gleichung (3), so bleibt noch die Gleichung 


A=(1-+ 2, + Ar)” +42, + Arı)} 


nach Az, aufzulösen. Werden auf beiden Seiten die Logarithmen 
genommen, so erhält man | 


log A=m log l+- x, +Az2,)+log 11 -+- dr, + Ar,)} 
—= m log (l-+x,)-+log (1+-Öb2,)-+ m log IH) 





bAx 
oder, wenn man 
(9). log (l+-2x,)+log (1 + d2,) = log A, 
setzt, | 
Ar, bAx, 
log A—log A, = m log (1 a ) +log 1+ de: 


Hierfür kann man aber, wie aus der Analysis oder auch schon aus 
dem blossen Aufschlagen der Logarithmen mehrziffriger Zahlen in 


den Tabellen bekannt ist, ’ 


log A—log A, =(md+bd) Az, 
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-setzen, wo d‘und d‘ die sogenannten herrschenden Differenzen re- 


spektive von log (l-+.2,) und log (1 -+-2x,) sind, so dass man 
also 


_ log 4—log.A, 
Ar, = md+bd 
und folglich 


log A— log A, 
md -- bd' 


erhält, wo sich der Werth von =, entweder, aus der Gleichung (4) 
oder aus (5) und der von log A, aus der Gleichung (6) ergiebt. 
Was die Näherung betrifft, die man vermittelst dieser Methode 
erreicht, so sieht man, das, sie bis auf doppelt so viele Decimal- 
stellen gehen wird, als =, genau ist, weil die Differenzen d und 
d' selbst so weit genau sind. 
Um das Ganze durch ein Beispiel zu erläutern, setze man 


()) zer, + 


Kn— 203.389, K—150, m—6 und 6= 2. 
Alsdann findet man x, aus der Gleichung (4): 
‚ log Ku = 2.3083272 
— log X —2.1760913 
log A4== 0.1322359 
x 
log (1-+2,) — 0.001716 ...d—=0.Al5 
2, — 0.0475424 
Ferner: p | 
| »m log: (1 + &,) — 0.1210296 
+ log (1+2,) = 0.0113166 
erhe 
log A, —0.1323515 
log A— log A, = — 0.0001156 
md —- bd’ — 2.126 
Az, —= — 0.0000424 
folglich ===0.0475, welches in diesem Falle der genaue Werth ist.. | 


d—V AA 
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+ XI. 


Ueber die Loxodromen auf dem gemeinen Cy- 
linder und Kegel. 


Von dem 


Herrn Dr. E. W. Grebe 


ordentlichem Hauptlehrer am Gymnasium zu Cassel. 


Mit dem Namen Loxodrome belegen wir eine Curve auf einer 
durch Umdrehung erzeugten Fläche, welche mit allen Linien, in 
denen die Fläche von einer durch ihre Axe gelegten Ebene durch- 
schnitten wird, einen constanten Winkel bildet. Die Loxodrome 
auf der Rotationsfläche, deren Erzeugende eine Gerade ist, bietet 
sehr interessante Eigenschaften dar, wesshalb wir die wichtigsten 
hier, doch nur in der Form von Resultaten, mittheilen wollen. Die 
Formeln, welche speciell der Cylinderloxodrome angehören, und 
die, welche lediglich auf die Kegelloxodrome bezogen werden sol- 
len, werden wir dadurch kenntlich machen, dass wir den Nummern 
der ersteren den Buchstaben @, und denen der letzteren den Buch- 
staben 6 beifügen. 

Die Umdrehung der geraden Linie 


l, v=r — cot &x 
um die Axe der x erzeugt die Rotationsfläche 
2. > +2? =(r— co &2)°? 


& denken wir uns stets grösser als 0, aber nicht grösser als 4, 
Für &—47 haben wir eine cylindrische, sonst eine conische Fläche. 
» ist der Halbmesser der Grundebene. Das Coordinatensystem ist 
rechtwinklig. Eine Loxodrome, welche mit der erzeugenden Ge- 
taden stets den Winkel 9 bildet, hat ausser 2. noch die Gleichung 


” 
3. arc tang 2 —tang p sec € log SL an 


die für sich betrachtet einer windschiefen Fläche zwischen der Loxo- 
drome und ihrer Axe zukommt, welche wir Wendelfläche nennen 
wollen, 

Aus 3. ergibt sich 


3. arc tang - =tangp. — 


Auch lassen sich die Gleichungen unserer Curve folgendermassen 
‚darstellen: 


. 
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“ e 
Besen S ı A ER”. 
; y=v su (tang p sec ee log Pan. 


in. 


Tr — cot&r 





x =v cos(tang p sec € log 


y=r sin (tang 9.) 
A,0- 
x 
x =—r cos (tang 9.7.) 


Den Winkel 9 denken wir uns stets zwischen den Grenzen 0 und 
47r. Einen Ünterschied zwischen rechts und links gewundener 
Loxodrome zu machen, ist nicht erforderlich, da wir die positiven 
Richtungen der Axen der y und x immer der Windung angemessen 
wählen können. Von Differenzialformeln bemerken wir folgende: 








5 dy __—eotey-t-tang@ cosec &2 
ar v 
6 dz __—tanggp cosec &y — cot &% 
lan v 
- d’y _tang cosec & des 
a v Wr 
R d’z ____tang p cosec &e dy 
FR TREE v " ds 
du? de? 


y: 


tere p? cosec &®® — 1 


d?y? d?2? tang 9? cosec &? 
10. Er FE (sec 9? cosec &®®—]) 





dı* dıx* vu? 
d’y ds d’z dy tang @ cosec & 
I. Gr de BET es lgec,9° ‚goBer eo ze 


Bezeichnet s den zu der Abscisse = gehörigen Bogen der Loxo- 
drome, so ist 


12. s==sec p cosee €. 
12,0" s = see 9.2: 
7 


und wenn wir auf dem Kegel die Länge der Loxodrome von der 
Grundebene bis zur Spitze & nennen | 


125. Er sec y sec € 


Der Bogen der Loxodrome ist also stets seiner Projection auf 
die Abscissenaxe proportional, welche Eigenschaft keiner einzigen 
ebenen Curve zukommt. | 

Für den Krümmungshalbmesser 22 haben wir 


v 
13. ie 9 V(L—cos @% sin e?) 


15. R==r cosec 9? 


Die Coordinaten des Krümmungsmittelpunktes sind 
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ji: vcot p sin e dz 

N I TAT Va Teos p? sine: " de 
, vcot p sin e dy 
Sy — er 


1—cos 9°? sin &® ' de 


und es folgt somit, dass der Krümmungshalbmesser in einer auf 
der Axe senkrechten Ebene liegt, was, wenn auch nicht bei der 
Cylinder-, doch bei der Kegelloxodrome auffallen kann. 

Für die Entfernung vo’ des Krümmungsmittelpunktes von der 


Axe findet sich 
de ee: BLM ar ZEN —+- cot 9? 
cos & 4 tang p* 


Demnach liegen alle Krümmungsmittelpunkte in einer neuen Loxo- 
drome, und wenn für diese p und €’ das bedeutet, was @ und & 
für die ursprüngliche, so ergeben sich die Beziehungen 
16. vo’ tang dv tang € 
17. tang p’:tang p—=ceos d:cos e 
Insbesondere liegen die Krümmungsmittelpunkte einer Cylinderloxo- 


drome in einer andern Cylinderloxodrome, deren Krümmungsmittel- 
punkte wieder in der ersten liegen; und es ist 


17- + pP =!n. 


Bedeutet @ den Krümmungshalhmesser einer Loxodrome auf der- 
selben Cylinder- oder Kegelfläche, deren Ansteigungswinkel den 
der ursprünglichen zu einem rechten ergänzt, so erhält man 


V 
ENG ae si) 


Die Entfernung w’ der Krümmungsmittelpunkte der letzteren von der 


Axe ist dann 
ua cos &® + tang 9° 
19. = o)/ cos &? + cot p? 


und es folgt 
20. vu vr, 
lo. wc 2 2. 

Seien x’, y, x’ die veränderlichen Coordinaten einer Linie 
oder Fläche, deren Gleichung angegeben werden soll, so erhält 
man als Gleichung der Krümmungsebene 

d dz 
22. (2 — x) (sec p? cosec e)—(y-y)7,— (2) 7, =. 
Die Gleichung der Normalebene ist 


. \ d. f d: 
3 (Hy y) Er) =. 


‘Für die Krümmungsaxe gilt 
Theil I. g 
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— c0t &Yy — cot p cosec &% (2 


YV— y—= ee 7 7 
m. D UV > 
24. 
cot @ cosec &%Y — v0t &% 
Ei — (x! — je 


für die Tangente _ 
f , dy 
y-yzl 2), 
2». ” 
sg — 3 —(2&"— 2) ni 
TrF, de’ 
für den Krümmungshalbmesser 
Dr —_r 
26. 
v Fu En + c0t 290. 


Neigt sich die en Wie eine auf der Umdrehungs- 
axe senkrechte Ebene unter. dem Winkel 2, die Tangente unter 
dem Winkel-z, so ist 

27. sin m—=WVil-— cos ig sin €?) 

28. sin 2==cus p sin € 
Der Neigungswinkel der Krümmungsebene gegen jene Ebene "ist 
alsdann 377 — 2, und der Neigungswinkel der Normalebene 37—z. 

Legt man durch die Kegelspitze eine auf der Axe senkrechte 

Ebene, so ist der Bogen der Loxodrome von irgend einem Punkte 
bis zur Kegelspitze gleich der Tangente an diesen Punkt von 
dem Berührungspunkt an bis zu jener Ebene. Der Endpunkt der 
Tangente hat “die Coordinaten | 


? ee — tang € 
29.5 ‘ y —=tang p sec &.x 
2 —=—tang Y, sec &% 
und sein Abstand ö von der Kegelspitze ist 
30.4 z—tang p sec &0. 


Verlängert man die Krümmungsaxen bis sie dieselbe Ebene treffen, 
so sind die Coordinaten eines Duzchöchnittanun Ehen 


a’ —=r tang € 
3.4 y = —eot p sec &% 
2 —cot.p sec &.Y 
und für die Entfernung # eines solchen von der Kegelspitze hät 
man | | nen 
32.5 u =.cot.p sec &v | a 
so dass 
33.4 iu sec &?.v?. 


Die Kegellexodrome steht in vielfachen Beziehungen zur logarith- 
mischen” Spirale. Wir führen die wichtigsten derselben a und 
geben hei jeder logaritlimischen Spirale deren Elemente an, näm- 


ee un u ra 
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lich den Leitstrahl Z der Spirale,. der durch einen gewissen Punkt 
der Loxodrome bedingt ist, und den constanten Winkel %, welchen 
die Spirale mit den ‚Leitstrahlen bildet. 


1. Wenn der Kegelmantel in eine Ebene ausgebreitet wird, 
so erscheint die L,oxodrome als logarithmische Spirale, für welche 
‚340. | !=sec &v | 

y—9 
2. Die Projection der Kegelloxodrome auf die @rundebene des 
Kegels ist eine logarithmische Spirale, bei der 


35.1. =® 





tang y==tang Q sec € 
3. Der Durchschnitt der Tangenten mit einer durch die Ke- 
elspitze gelegten Horizontalebene, oder der Ort der Punkte, deren 
a nsten in. 29.5- bestimmt wurden, ist ebenfalls eine logarithmi- 
sche Spirale. Für diese ist 


363 !—=tang p sec &v 





tang W —=tang p sec € 


4. Breitet man die abwickelbare Fläche, in welcher sämmt- 
liche Tangenten liegen, oberhalb oder unterhalb der Knotenfurche, 
in eine Ebene aus, so wird aus der Knotenfurche eine logarithmi- 
sche Spirale mit | 


v 
37.» Ave & sin e? sin g*) 
tang y—tang p sec &e V (1 — sec &? cos p?). 


5. Wählt man hierbei das Stück oberhalb der Knotenfurche, 
so wird aus der unter Nr. 3. aufgeführten logarithmischen Spirale 
eine andere, welcher die unter Nr. 4. genannten Elemente gleich- 
falls zukommen. 

Die Nummern 2. 3. A. 5. wiederholen sich für die Kegelloxo- 

drome, in welcher die Krümmungsmittelpunkte der ursprünglichen 
liegen, und die Elemente der so entstehenden logarithmischen Spi- 
ralen lassen sich nach den Formeln 15. 16. 17 bestimmen. 
.ı Ferner kehren auch die Nummer 2. 3.4. 5. noch einmal für 
die Kegelloxodrome wieder, deren Tanugenten die Krümmungsaxen 
der ursprünglichen sind. Allgemein nämlich ist die Knotenfurche der 
abwickelbaren Fläche, in welcher sämmtliche Krümmungsaxen der 
Loxodrome liegen, wieder eine Loxodrome, für welche f 


38. tang ®’—tang € (sec 9? cosec &® — 1) 
39... tang p":tang P==cos €”: cos € 


Die Coordinaten des Punktes, welcher einem Punkte der ursprüng- 
lichen entspricht, sind 


X ZX—cosec 9” cot &v 
40. y=—y cot p? 
= —x cot p? 
Bei dem Cylinder fällt diese Loxodrome mit der, in welcher die 
g* 
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Krümmungsmittelpunkte liegen, zusammen, für den Kegel aber ist 
sie von derselben verschieden. 
Zum Beschluss geben wir noch ‘die Quadratur. der Wendel- 


Alche W. Es ist 
Ale W=(sin + cot p log cot (47 — 19)) =, 


allgemein aber, wenn man setzt 


tang y==tang p cosee €: 
Al. W=(sin y-+ cot x bog cot (Am — :9)) (Ira — 4 cot 2°); 
und mithin für 2 —r tang & . 
al: lz & 


A. W=(sin y—+cot x log cot (47 — 39P)) 


AV. 


Trigonometrische Relationen zwischen den Sei- 
ten und Winkeln zweier beliebiger ebener oder 
sphärischer Dreiecke. 


Von dem 


Herrn Prof. ©. A. Bretschneider 
in Gotha. 


Fast alle Lehr- und Handbücher der Trigonometrie enthalten 
mehr oder minder ausführlich die Relationen zwischen den sechs 
Bestandtheilen eines Dreiecks; aber kein einziges derselben hat, 
so viel mir bekannt ist, die entsprechenden Formeln für die Seiten 
und Winkel zweier Dreiecke untersucht, obschon die Kenntniss 
derselben bei der Betrachtung der zusammengesetzteren Gebilde 
der Planimetrie und Stefeomötrit von sehr wesentlichen Nutzen ist, 
und eine grosse Masse Fl erspart. Diese Lücke theilweise 
auszufüllen und überhaupt diejenigen allgemeinen Theoreme zu- 
sammenzustellen, die bei trigonometrischen Untersuchungen ‚Vor- 
theile gewäliren, ist der Zweck der nachfolgenden Zeilen) 
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Bezeichnen ade die drei Seiten und A2C die ihnen beziehungs- 
weise gegenüberliegenden Winkel eines geradlinigen Dreieckes, 
A den Flächeninhalt desselben, und sind a@,d,c, A,B,C, und A, 
die nämlichen Dinge für irgend ein ganz beliebiges zweites ebenes 
Dreieck, so ist bekanntlich: 


cecos B=a—becos (C, e, cos DB, =a,—b, cos, 1 
bcos C=a-—ccosB, b,cos CO, =a, —c,cosB,\ 
u.s. w. Durch Multiplication , zweier neben einander stehender 

Gleichungen, z. B. der beiden obersten, ergiebt sich: 
ec, cos DB cos A, —aa, —a,b cos C—eb, cos ©,+bb, cos CcosC, 
oder 
Iaa,cc, cos B cos B, —=?2u?a,"—?a,’ab cos C—?a’a,b, cos C, 
+ 2aza,bb, cos C cos ©). 
Nun ist aber 2ab cos O=a”’-+b? — ce? und ?a,d, cos CO, =a;? 
—+Ö,?—c,’; werden daher diese Werthe substituirt und dann 
aufgehoben, was sich aufleben lässt, so ergiebt sich: 
ea,” + c,°@?” — 2uaa,cc, c0s BD cos DB, =a?b,”+a,”l? 
— 2aa,bb, cos C cos C.. 


Pe 


Es ist aber ferner: 
2\=ac sn. B=ab sn C 

| N: marc, 2 DI Eat, Sin 

folglich auch: 
r2ea,cc, sin DB sin D, =?%ala,b, su C sin ©, 
und dieses zu der oben gefundenen Gleichung hinzugefügt, giebt 
endlich: 
a’c,”+a,?c— Raa,cce, cos (B=D,) 
| —=a:b,”+a, 0? — ?aa,bb, cos (CC). 

Dieser Ausdruck ist dadurch bemerkenswerth, dass er die Form der 
Grundgleichung für ein geradliniges Dreieck hat, nur mit dem 
Unterschiede, dass statt der in der letzteren vorkommenden Drei- 
ecksseiten hier die Produkte aus zwei Seiten von beiden PDrei- 
ecken eintreten. Das Gesetz, nach dem sich die Gleichung bildet, 
ist leicht zu übersehen, lässt sich jedoch nur unbequem in Werte 
fassen. Macht man nun das System durch gehörige Vertauschung 
der Buchstaben vollständig, so bekommt man: 
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a?:a,: + b?b,: — Zaa,bb, 


-a?a, + c’c,” — ?aa,cc, 


22d6,? + cc,’ — 2bb,cc, 
ab,” + a,b? — 2aa,bb, 
ara," + bc,” — Raa,bec, 


a?a,” + b,?c" — Zaa,bıc 


cos (CH C,)=a:e,?+b,:c? — 2ab,cc, cos (BHEA),) 
—b2c,?+a,:c:—?Ra,bcc, cos (A=2)) 
cos (B+B,)=a?:b,” + c,’b? — 2abb,c, cos (CEA)) 
—b?a,?+b,?c? —2a,bb,e cos (AC,) 
cos (A&4A,)=b?a,’-+e,?a? —Raa,be, cs(CHB2,) 
—a:b,"+a,?c: — aa, b,c cos(BEC,) 
cos (CH C,)=a?c,?—+ a,°c? — 2aa,cc, cs (BEB),) 
—Öd?e,? + b,?e: — 2bb,cc, cos (A>A,) 
cos (CH B,)=Ö?2,” +a,:c? — Ra,bb,c cos (ATEC,) 
— c!c,? +a?b,? — 2ab,cc, cs(A=A,) 
cos (A C)=224,°+a:o,? — 2abb,c, cos (C&A,)! 


} 
—c:c,"+a,?b?—?2a,bb,c cs {A=B,) 


en enthalten in der That alles, was sich nur 


sagen 
ichkeit 


Beziehungen irgend zweier Dreiecke 
h alle Sätze über die Congruenz und Aehnli 


gegenseitigen 


namentlic 
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Diese sechs Gleichung 


über die 


lässt, 
dieser 


ganz willkührlich sind 
gen brauchen, versteht 
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beosC+ecos B__ b, cos Ge cos B, 
u b a — : a, f) 


Wird nun diese Gleichung einmal mit ce sin A=Ö sin (C, das an- 
dere Mal mit e, sin 3A, =, sin €, multiplieirt, so findet man 


Ih; 


ad 


2A .— be, sin C cos B, —+/,e sin D cos €, 
db, Sin C’eos €, +cc, sin B.cos B, 
2A. —6d, cos CE sin DB, -+Ö,ec cos B sin €, 3, 
. | —bb, cos:C sin CO, -+ee, cos B sin BD, 
a en sin(C=B,)+b,e sin (A ©) 


— bb, sin (CH0,)-+ece, sin (BB) 
Ferner wird - | 
ri a’—hı? 


as m“ cos B—Ö cos A und je ar c08 B,—b, 008 4,; 
: 1 








dies äuf dieselbe Welde behandelt, wie die vorhergehenden Glei- 
chungen, giebt: 
2Ma,?—b,?)=#2A ‚(a?—b? NR 
Te sin (AZB,)—eb, sn (BFA4),) 4, 
—aa, sn (BHB,)—0b, sin (J=A4),) 


wonach sich die analogen Ausdrücke unmittelbar bilden lassen. 


$. 3. d 

Ist irgend eine Gleichung von der Form #°-+v? — 2wv cos Y 
—w? + x” —?2wXx cos Z gegeben, so lässt sie sich ganz auf 
dieselbe Weise umformen, wie die bekannte Formel der ebenen 
Trigonometrie. Denn man gebe ihr die Gestalt #°-+ vo? — w’— x° 
— 2uv cos Y—?wx cos Z und addire und subtrahire successive 
auf beiden Seiten die Grösse ?2zv-+-?vx, so erhält man durch 
Multiplieation der beiderseitigen Resultate sogleich: 


(u+-v+0—.2) (a+v—0+2) (u—_r+0-+x) (-u+Vv+0+2) 
ron h) 


—Aluv sin YEwx sin Z’ + Swvwx cos (YEZ). 


Wendet man dieses Theorem auf die Gleichungen Nr. 2. an, und 

macht aus (3) und (4) die nöthigen Substitutionen, so findet man, 

wenn zur Abkürzung ac, +a,c-+ be, +b,c—=?2uß gesetzt wird: 

D?.p—16(0ß-b,c) (uß-be,) (oß-a,c) (uß-ac,)—Saa,bb,c?e,*, 
—16(\c,? == A1c?)” + Sau, bb,c?’c,” cos (CE C,) 

—16fAla,? — 4°) # Arla? — 0°)]*. | 

+ SBaa bb, cc,’ cos (A— A) (4, — 2) 


6, 
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rg, Hr 
Mit Hülfe dieser allgemeinen Theoreme kann nun eine ziem- 
liche Zahl specieller Fälle entwickelt, werden. Da das Dreieck 
a,b,c, ganz beliebig ist, so wollen wir zuvörderst a, —=b, —=c, 
setzen, und erhalten damit aus Nr. 2. sogleich: 


a? +b? — ?2ab cos (0 CO)=a”+c?—?2ec cos (60° 2) 
—=b?’+c? —2%be cos (60° A). 


d. h. construirt man über den drei Seiten eines geradlinigen Drei- 
‚eckes gleichseitige Dreiecke, so aber, dass dieselben entweder 
sämmtlich auf den äusseren oder inneren Seiten liegen, und ver- 
bindet dann jede Spitze des Urdreieckes mit der gegenüberliegen- 
den. Spitze des gleichseitigen Dreieckes über ihrer Gegenseite; so 
sind diese drei Verhindahgaiihidh unter einander gleich. 

Ist @,Ö,c, ferner ein rechtwinklich - gleichschenkliches Dreieck 
und 2, =Ö,, so wird: 


a? 2? 2ab sin C— 2a? + c? — ac V ?%-cos (5° B) 
—%? +0? —%ÜceV% c0s(45° A) 
a’ +c? + %ac sin B— 2a? + b? —2ab V? cos (5° = c) 
— b? + 2e? — be V? cos(5° +4) 
2? +0? t%e sin A—=a: +W:—2ab V? cos (15°C) 
— a? + 2%e? — ae V?% cos (45° + B) 


d. h. errichtet man über zwei Seiten eines geradlinigen Dreiecks 
rechtwinklich - gleichschenkliche Dreiecke, so dass beide zugleich 
entweder innerhalb oder ausserhalb des Dreieckes fallen, und ihre 
rechten Winkel beide an dem Durchschnittspunkte jener beiden 
Seiten liegen; — und man verbindet nun die beiden anderen 
Spitzen des Urdreieckes mit den gegenüberliegenden Spitzen der 
über ihren Gegenseiten construirten Dreiecke; so sind diese beiden 
Verbindungslinien unter einander gleich. 

| Man setze ferner das Dreieck @,Ö,c, dem Dreiecke ade ähn- 
lich, so wird 4,—=4A. DB, —=D und €, =C, und man findet aus 
(2), wenn man immer nur die oberen Zeichen nimmt: 


a: + b? — 2a?l? cos 2C= (a? -+b? + 2ab cos Ce“. 


Nun. ist aber bekanntlich #° + 5° + eb cos € gleich dem Qua- 
drate der doppelten aus der Spitze © auf die Seite e gezogenen 
Schwerlinie; nennt man daher diese Schwerlinien « P y, je nachdem 
sie zur Seite @ 4 e gehören; so findet man: 

a® + b° — 2a:l? cos 2C—Ac?y: 
&” a® + c* — 2a?c? cos 2B — Ab?Pp? 

2? + c? — %?:c? cos 2A —Aa?u?, 
Auf diese Art könnte man nun fortfahren und noch andere Voraus- 
setzungen über die Natur des Dreieckes @,Öd,c, machen; indessen . 
lassen sich die meisten der dadurch erhaltenen Resultate eben so 
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leicht unmittelbar ableiten, daher es an den angeführten Beispielen 
genügen mag. 


3 


8.5. 


Weit wichtiger sind dagegen die Resultate, die man erhält, 
wenn man einzelne Stücke beider Dreiecke gleich setzt; denn die- 
ser Fall ist derjenige, der am meisten, vorkommt und der, wenn die 
Dreiecke nicht in einerlei Ebene liegen, einer geschmeidigen Be- 
handlung bisher am meisten widerstanden hat. Nimmt man zuvör- 
derst an, dass eine Seite beider Dreiecke gleich sei, und setzt 
demnach etwa e==c,, so erhält man’ aus: Nr. 3. sogleich: 


—— 
—— 

u 
mu 


2 
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(IF 9 mr — 9 +) II FI) SR "499 — 91'@ 4 2'990 


(FRE) SR 0 — 29-4 29).9 
7 TFI) SR ERDE — MN 2'900 


C 
- 
G 


U ne 
” 


IS 

Ss N 
Rs pn 

er Sr 

4 

> & 
ee) © 
7 Wü 
a mn, 
Ä RR 
vb ii 
KE 
na Dn 

ne Nat 
— Du 

ET 


4] 
w 


138 

Setzt man ferner: 

9a? —la-+a, +b—b,) (e-+a,—2-+-Ö,) BR. A, ) 
x(—-a-ra +6+6,)— Saa,bb, 

so wird auch | 


par? =IHA =EN,)? + Sau,bb, cos (CH C,) 8, 
ae 
+ 8aa,bb, cos ((A— B)&(A, — B,)) 
| se 


Sind dayepen zwei Seiten des einen Dreiecks einzeln genom- 
men zweien Seiten des andern Dreiecks gleich, also z. B. z=a, 
und 4=Ö,, so ergiebt sich: 


a'+-c?c,?-2a?cce, cos(BHB,)=b?(a,*-re?-2a,c cos (A--C/)): 
—D?(a?-+c,?-2ac, cos (C+A,))]- 

D*+-c?e,?-2d?cce, cos (AHA, )=a?(b,?-+c?-22,c cos (BC,)) 

—a?(b?-+-c,?-2bc, cos (CHB,))|. 

4a?b? sin »1(0-=0, )=a?(c?-He,?-2ce, cos (B+B2),)) 

—b?(c?+c,?-2cc, cos (J4,)); 
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16#26?2c?0,? — (a’ — 8°)* (?— eo)” = 16(Ac,? 4 A,c2)?-+ 8a?b?e?c,? cos (CE C,) 
— 16(a? —6°2? (AFA1)?+8@?6?e?e,?cos(( A— BEA: —B,)) 
4a2(c + a (ce? — 2)? —=16(N = A,)? + Sa?ee, cos (2 B2;) 
4b:(c,? + ec?) — (ce, — ce?) —= 16(A = Aı)? + 80?ce, cos (A u ı) 


: rn eos (BEB,)— 2? cos (AEA,) 





10. 


> 
E72 


lichenen Dreiecken ein Winkel gleich, 


bt sich: 


8 
gie 


Ist in den beiden ver 
also z. B, = C\, so erg 


10 
(aa, bb)” =a,’c"+Lb?c,”—?a,bec, cos (dI—B)) 
—a”c,”"+b,’c” — Raub,cc, cos (B—A),) 
(ab, — a0)’ =a°c,’+a,’c"— Zaa,cc, eos (B—B,) 
—Ö2c,?+Lb,?c? — 2bb,ce, cos (A— A,) 
D 5” = 16 ,c? — Acı?)? + Saa,bb,c?e,” | 
— 16[Ae,? — d,?) — Aıle? — 2?)]? 
—+ Saa,bb,c?c,? cos XP —DB,) 
Day? = 16(\ 18? — Ab,?)? + Saa,b?b,?cc, cos (A— B,) 
= 16[Ala,? — e,?)— Arla? — c})]? 12. 
+ Saa,b?b,”cc, cos (4— A,) 
Day? = 16(\ 1,8? — Aa,?)? + Sara, *bb,cc, cos (A—A,) 
— 16/48? — c1?)  Aıla® —e?)l’ 
—+Sa?a,?bb,cc, cos (BP —DB,) 


Da in den beiden Dreiecken sowohl 4— A, =B,— DB als auch 
A—B,=4A,—B ist, so können die Winkelaggregate beliebig 
mit einander vertauscht ‚werden, und man erhält somit noch die 
Gleichungen: 


cos (A— B,)=.cos (4, — DB) = 


11. 


c1?(a? — 2?) — c*(aı? — bı?) 
2cc,(ab, — ab) 

c,?(a? — B?) + c?(a,? — b,?) 
Zcc(aa, bb) 





13 
cos (4— A,) =cos (BJ, — 2B)= 


Wird ausser C—=(C, auch hoch die Gegenseite CERIUTE 
stehen beide Dreiecke auf Be grossen Sehnen congruenter Kreise, 
so wird: 


(aa, — bb,)” = c*a,"-+b2 — 2a,b cos (dA—B,)) 
—=c’(a+b,”— 2ab, cos (4, — 2)) 
(ab, — a,b)” —=c?(a’—+a,”’—?aa, cos (BP, — B)) 
—=c?(d? +6,” — 2b, cos (4 — A),)) 
Ferner ist nach Nr. 8.: 
Pas” = UA + Aı)? + Saa,bb, cos 2C 
— 16(\ — Aı)? + Sea ,bb, 
Ip ur 


—=16| 


14. 


1? -+Saa,bb, cos AA—B2,) 15. 


A ee) )ı: 2.4 8aa,bb, cos ?(A—A,) 
Aus dem Vorstehenden folgt auch wu 
a,’ — b: -f bi% 
2(ab, — a,b) 
a? +4? —b? —b,? 
aa, — bb) 


„eos (d— B,)=eos (B, - =" 
| 16. 
cos (4— A,)=co (B,— B)= 


Mi 


(.+ae, +b-+d,) (e— a, —b-+b,) 


a RT ıab, — a,b) 
sine area e bi) 
cos? 1(A—A,)—= (+, rue —b—5h,) E 
sin? aa) = nn) 


Aı —A) — (ab, — a,b) sin (A—B,) 


— (aa, —bb,) sn (4—A,) Li 


Man kann nun auf diese Art weiter gehen, und z. B. C-+-C,==180° 
oder C++ 0, =W° u. s. w. setzen; indessen wird es kaum nöthig 
sein, diese Specialitäten hier weiter zu verfolgen, da die bereits 
entwickelten Formeln fast alle Bedürfnisse der rechnenden Geome- 
trie befriedigen. Mehrere der hier gefundenen Ausdrücke sind be- 
reits bekannt, jedoch war ihre Gültigkeit bisher immer darauf be- 
schränkt, dass die verglichenen Dreiecke nicht nur in einer und 
derselben Ebene liegen, sondern auch mit ihren gleichen Stücken 
auf irgend eine Art zusammenhängen mussten, während diese Be- 
dingung bei den vorliegenden Formeln gänzlich wegfällt. Ich war 
daher mit ihrer Hülfe im Stande, den grössten Theil der zwischen 
den Kanten und Kantenwinkeln eines Tetraeders stattfindenden 
Relationen, welche ich in der ersten Abhandlung des ersten Ban- 
des dieses Archives mitgetheilt habe, fast ohne alle Rechnung hin- 
zuschreiben. Dasselbe hat bei einer Untersuchung des geradlinigen 
Viereckes stattgefunden, welche gleichfalls in dem Archive wird 
bekannt gemacht werden. 


r 8.9. 

Der im $. 7. erwähnte Fall, wenn die Dreiecke einen gleichen 
Winkel haben, lässt noch eine andere Behandlung zu, welche in 
der Planimetrie sehr häufig Anwendung findet, obschon die For- 
meln bei weitem nicht so allgemein gültig sind, wie die im $, 7. 
entwickelten. Legt man nehmlich die beiden Dreiecke so auf ein- 
ander, dass die, die gleichen Winkel C' einschliessenden, Seiten 
sich decken: oder, was dasselbe ist: nimmt man auf dem einen 
Schenkel eines ebenen Winkels € zwei beliebige Punkte A und 
4, und auf dem anderen Schenkel ebenfalls zwei beliebige Punkte 
B und Z, an und nennt die Geraden 


CB=a, CAZIFABZ0C:AB, —=c,, 
CR, =a), CAR RAR c, A, B=c, 


En entstehen vier Dreiecke CAD, CA,B,, CAB, und CA,B, 
welche sämmtlich den Winkel € gemein haben, und es ist also 


ce —=a: +? — 2ab cos CO, c,?—=a?-+b,’— 2a, cos C 
ce,’ =a,”’-+b,’—?a,b, c0sC, ce, =a,” +6" — Rab cos C 


woraus sich sofort folgende Gleichungen ergeben: 
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e?-te,2+e,?-+0,2—(a?-+a, ?+22-+2,?) Ä 
| —Ya-+a,)(6-+Ö,) cos € 
— 0?—el?+e,?+e,—Ua,—a) (2,—) cos C | 19. 
— ec? +c,°—c,?+c,?—Ma, —ae) (a, +r—(d, +0) cos .C) 
— e2-+e,?+0,?—c,?—Ub, —) (#),+L—(a,-+e) cos €) 


c:e >—=(aa,-+b6,)’-+H-{ad,-ta,d)° 
— aa, +Öbb,) (ad, +e,b) cos C—Aaa,bb, sin? C 


20. 
e,?0,-—laa, +00, )’+(eb-+e,b,)? 
| — (za, -+2b,) (ab-++a,b,) cos C—Aaa,bb, sin? C)- 
a ta 2 20,>—%a°a,:-+b°2,°)-H(@’-Ha,?) (#°+-Ö,?) 
— aa, +bb,) (a,-t+a@) (db) cos O-+-Saa, bb, cos? C 51 


€, 26 ,°—C, ?C5;—laı —a) (4,—2) I(eı-t+e) (4,42) | 
—%aa,-+-bb,) cos C 


u. 5. w. Die fernere Untersuchung dieser Relationen würde hier 
zu weit führen; denn sie gehört ihrer Naiur nach in die Teetrago- 
 nometrie. | 


$. 10. 


Zum: Schlusse mag noch erwähnt werden, dass ähnliche Aus- 
drücke, wie die in Nr. 2, zusammengestellten, auch für die sphäri- 
‘ schen Dreiecke existiren. Denn sind ade und «,d,c, die Seiten 
und ABC und A,B,C, die denselben gegenüberliegenden Winkel 
zweier :sphärischen Dreiecke, so ist stets: 
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cos « cos a, sin @ sin @, cos C cos. C, =cos (ö=FÖ5,)jcos e cos e, sin e sin c, cos A cos A,} 
+sin (== 6,)!sin e cos ec, cos A=F.cos e sin c, cos Al 
cos @ cos a, sin a sin @, cos B cos B, —=cos (eFc,)jcos 6 cos 4, sin 2 sin 6, cos A cos A,} 
+ sin (e=Fe,){/sin 8 cos 6, cos A=F.cos 5 sin 5, cos A,} 
cos @ cos a, sin « sin a, cos D cos C, —cos (c=F2,)|cos d cos c, sin 2 sin e, cos A cos A, 
| + sin (ce Ö,)isin 4.cos c, cos AZFcos Ö sin e, cos A,} 

s 


22. 


giebt sich; wenn man zur Abkür- 


u. s!w. Setzt man ce==c, So er 
zung den Winkel = einführt: 
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08 7008 @ cos wa, + sin @ sin a, cos (A&B,) 

—cos d cos d, +sin 6 sin 6, cos (A-A),) 
cos C cos C, sin C sin ©, cos 2 — 23, 

—= cos (A&A,) os (B+DB)) 

—sın (J5>4,) sn (AFB,) cos ec 

Wird hingegen der Winkel C= C, angenommen, so findet man 
mit Hülfe des Winkels X: 
cos X =cos A cos 4A, —+sin 4 sin A, cos # &5,) 

—cos B cos DB, +sin 2 sin 2, cos (a a,) 
cos e cos ec, Sin ce sin c, cos X = 24. 

— cus (eia,) cos (ED,) 

+ sin (e=>ae,) sn (Ö,) cos X 
Es zeigt sich hierbei der bemerkenswerthe Umstand, dass die For- 
meln für sphärische Dreiecke denen für ebene Dreiecke entwickel- 
ten nur dann völlig analog werden, wenn die beiden sphärischen 
Dreiecke durch irgend eine einzige Bestimmung etwas von ihrer _ 
gänzlichen Unbestimmtheit verloren haben. Mit Ausnahme des sphä- 
rischen Dreieckes scheint dies bei allen sphärischen Gebilden statt 
zu finden. So ist_es ja bekannt, dass für jedes beliebige ebene 
Viereck der Cosinus der Summe je zweier Gegenwinkel unverän- 
derlich ist; dagegen findet dieser Satz bei sphärischen Vierecken 
nur dann Statt, wenn sie einem Nebenkreise eingeschrieben sind, 
also etwas von ihrer Allgemeinheit verloren haben. r 
Ä $. 11. 


Haben endlich ce,c,c, dieselbe Bedeutung auf der Oberfläche 
einer Kugel, welche ihnen in $. 9. in der Ebene beigelegt worden 
ist, so erhält man, wenn zur Abkürzung die Hülfswinkel ue,«a,«, 


nach den Gleichungen: 
cos ea —cos 4{@a—+a.,) cos 3(# + Ö,) 
+ sin {a + a,) sin 4{d-+Ö,) cos € 
cos a, —sin Ka-a,) sin 164 2,) 
+ cos 4{@a—+-a,) cos 4{5-+Ö,) cos € 
cos &,—cos 4{a-+e,) sin 46 -+-Ö,) ; 
+sin !({@a +a,) cos Hd + Ö,) cos € 
cos 0, —sin }{a-+a,) cos 4(#+2,) | 
+ cos Ha -+a,) sin 46 + Ö6,) cos C 
eingeführt werden, die Werthe: 
cosc-+-cose, —+-cosc,-+cose,—Acost{a—a,) cos4(&—Ö,) cosa 
cosc-Hcose,— cosc,— cos ce, —Asin4(a—a,) sin 3(d—2,) cosa, 


25. 


c0osc— cosce, -+-cosc,— c0Sce,—Acos1(a—a,) sin 4{2—2,) cosa, 
COSC— C0SC,—C0SC,;+cosc,—Asin 1(a—a,) cos 4(&—2,) cos, 


so wie auch: 2 
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08 C c08C, —cose, cose, —sin (a, — a) sin(d, — 6) cos C 
cOSE COS C,—C0Sc, cos c,—=sin (d, —b)xX 
xX}jcos (a-+a,) sin (d, +2) —sin (@,-Ha) cos (6, +2) cos (| 
-+-sin a sine, sin (4-2,) sin? 03) 27. 
c08 € C08C, —C0Sc, 08 C, —=sin(a, —a)X | 
xX/sin (a,-+e) cos (#, +2) — cos (@,-+«) sin (d,-+2) cos € 
—+-sin sin 5, sin (2,-+«) sin? CO} 
Die geometrische Bedeutung der Hülfswinkel « liegt klar vor 
Augen. Mittelst dieser Formeln ist der grössere Theil der im 
Tetraeder stattfindenden Relationen zwischen den Kanten- und 


Flächenwinkeln entwickelt worden, so wie sie auch bei Unter- 


‘ suchung des sphärischen Viereckes die besten Dienste geleistet 
haben. | | 


XV. 


Ueber die Grundformeln der Dioptrik und 
| Katoptrik. 


Von 


dem Herausgeber. 


1. 


Betrachtung der Brechung und Zurückwerfung bei 
einem Kreisbogen. 


$.1. 


Ein den aus dem Mittelpunkte C in Taf. 1. Fig. 1. mit dem Halb- 
messer A beschriebenen Kreisbogen XX in Z, die Axe XYin M 
treffender Strahl MN kann gegen das Einfallsloth CC, offenbar 
nur eine der vier in der Figur dargestellten Lagen, welche wir 
durch I, Il, 111, IV bezeichnen wollen, haben. Die, jenachdem der 
Punkt M auf der convexen oder concaven Seite des’ Kreisbogens 
KK liegt, als positiv oder als negativ betrachtete Entfernung des 
Puntes M von dem Durchschnittspunkte 4 des Kreisbogens AA 
mit der Axe XY wollen wir durch A bezeichnen, und den Symbo- 

Theil II. 10 
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ien @ und © die aus der Figur auch olıne weitere Erläuterung mit 
hinreichender Deutlichkeit ersichtliche Bedeutung beilegen. 
Dies vorausgesetzt, ist nun in dem Falle 1. 


CE:CA-+AM=sin (w—©):sin w, 


‘ 


R: R+-N=sin (w—©):sin w. 
In dem Falle N. ist | 
CE: AM — CA=sin (9 —o): sin w, 


R:— (R+-A)=sin (9 — vw): sin w, 
oder 
R:R--A=sin (w—0©):sin @. 
Inxdem Falle III. ist 
CE:CA+-AM=sin (w—+ 0): sin w, 


R:R+NA=sin (+ 0©):sin w. 
In dem Falle IV. ist 
CE: CA— AM=sin (w-+-0©):sin w, 


R: R+-A=sin (w—+-0©):sin w. 
Nimmt man alles Vorhergehende zusammen, so sieht man, dass 
immer 

R: R+-A=sin (>20): sin w, 
oder | 

| RA sinoı 
er R sn (wF6®) PR 
und in dieser Gleichung in den Fällen I. und 11. das obere, in den 
Fällen II. und IV. das untere Zeichen zu nehmen ist. ; 
Denken wir uns nun in dem-Falle I., wo nach dem Vorher- 

gehenden F 





K+A _ __sino 
RR 7 sn —6) 


ist, entweder ME oder NE als den einfallenden Strahl, stellen 
uns durch # eine Tangente an den Kreisbogen AHA gezogen vor, 
und bezeichnen für den gebrochenen oder zurückgeworfenen Strahl 
durch , und A, dasselbe, was vorher für den einfallenden Strahl. 

durch ® und A bezeichnet worden ist; so wird leicht erhellen, 
dass für den gebrochenen Strahl immer bloss entweder der Fall I. 
oder der Fall Il, für den zurückgeworfenen Strahl immer bloss 
entweder der Fall III. oder der Fall IV. Statt finden kann. Also 
ist nach dem Vorhergehenden für den gebrochenen Strahl immer 


RA _ sinn ne) 
R DER sin (0, ee ®)’ 
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für den zurückgeworfenen Strahl °) dagegen ist immer 
R-+-A, _ __.sino, 
; | R 77 sm (wo, - 9) 
Denken wir uns in dem Falle II, wo nach dem Vorhergehen- 
den auch 





R+A__ sino en 
R 77 sin w— ©) 


ist, wieder entweder ME oder NE als den einfallenden Strahl, 
stellen uns auch jetzt durch # eine Tangente an den Kreisbogen 
KK gezogen vor, und bezeichnen für den gebrochenen oder zu- 
rückgeworfenen Strahl durch , und A, wieder dasselbe, was im 
Vorhergehenden durch ® und A für den einfallenden Strahl bezeich- 
net worden ist; so wird leicht erhellen, dass für den gebrochenen 
Strahl immer bloss entweder der Fall I. oder der Fall II., für den 
zurückgeworfenen Strahl immer bloss entweder der Fall III. oder 
der Fall IV. Statt finden kann. Also ist nach dem Vorhergehen- 
den für den gebrochenen Strahl immer 





R-+üU, __ sin il 
R ° sn(w,—69). 
für den zurückgeworfenen Strahl dagegen ist immer 
R-+ähı__ sin wo, __ 
R 7usako, 9) 


Denken wir uns ferner in dem Falle IN, wo nach dem Vor- 
hergehenden + 
R-+-A_ sin ® 
RR 7 sn@-+ 0) 





ist, entweder ME oder NE als den einfallenden Strahl, stellen uns 
durch Z eine Tangente an den Kreisbogen AA gezogen vor, 
und bezeichnen wieder für den gebrochenen oder zurückgeworfe- 
nen Strahl durch w, und A, dasselbe, was im Vorhergehenden für 
den einfallenden Strahl durch w und A bezeichuet worden ist; so 
wird leicht erhellen, dass für den gebrochenen Strahl immer bloss 
entweder der Fall Ill. oder der Fall IV., für den zurückgeworfe- 
nen Strahl immer bloss entweder der Fall l. oder der Fall II. Statt 
finden kann. Also ist nach dem Vorhergehenden für den gebroche- 
nen Strahl immer 


R + Aı I sin ©, 
Rs, r f 








für den zurückgeworfenen Strahl dagegen ist immer 


*) Rücksichtlich: des Falls der Zurückwerfung bemerken wir, dass wir 
denselben im Folgenden aus einem allgemeineru Gesichtspunkte als 
gewöhnlich geschieht betrachten werden, indem wir auch in diesem « 
Falle bloss annehmen wollen, dass die Sinus der beiden spitzen Win- 
kel, welche der einfallende und zurückgeworfene Strahl mit dem Ein- 
Bi otte einschliessen, in einem constanten Verhältnisse. zu einander 
stehen. 


10° 


148 


RA, _ no, _ 
h R sin (0, —6®)' 

| Denken wir uns endlich in-dem Falle IV., wo nach dem Vor- 

hergehenden wieder 


R+-A__ sin © 
R Tsn(w46) 

ist, entweder ME oder NZ als den einfallenden Strahl, stellen 
uns durch Z eine Tangente an den Kreisbogen AK gezogen vor, 
und bezeichnen auch jetzt für den gebrochenen. oder zurückgewor- 
fenen Strahl durch w, und A, dasselbe, was vorher für den ein- 
fallenden Strahl durch ® und A bezeichnet worden ist; so wird 
leicht erhellen, dass für den gebrochenen Strahl immer bloss ent- 
weder der Fall III. oder der Fall IV., für den zurückgeworfenen 
Strahl immer bloss entweder der Fall I. oder der Fall ll. Statt fin- 
den kann. Also ist nach dem Vorhergehenden für den gebroche- 


nen Strahl immer 








R+ Aı jKuad sin wo 
R 7 sin (w, +69)’ 
für den zurückgeworfenen Strahl dagegen ist immer 
R-+Aı __ sin ©, 
R 77 sin (vo, — 9)' 
Ueberhaupt ergiebt sich nun aus dem Vorhergehenden Fol- 
gendes: 
In den Fällen l. und I. ist 
R+H-Ä__ sin REN R+ÄA, __ sin 0, 
R 7 sin (— 9)’ R ° "sin(w, 9)’ 
in den Fällen III. und IV. dagegen ist 
R+HA_L sin @ R+LU,__ Sina, 
"RR Tsn®w+®’ AK 7 sin(0, #89)’ 
wo immer die obern Zeichen dem Falle der Brechung, die. untern 
' dem Falle der Zurückwerfung entsprechen. 
Also ist im Falle der Brechung mit Beziehung der obern und 
untern Zeichen auf einander 
2 R+A_ sino _ R-+A,__ sin oe \ 
r R Tsin(o6) R 7" sin 9) 
Im Falle der Zurückwerfung ist mit Beziehung der obern und un- 
tern Zeichen auf einander | 
3 R+A__ sine  R-+äA,__ sin ®, 
j R 7 sin (wz®)' R, 7 sin (w #6) 
Im Falle der Brechung ist folglich nach 2. 
R+-A _ sino sin (w=6®) 
R+A, sinw, sn(w>6®)' 
Dagegen ist im Falle der Zurückwerfung nach 3. 
 . R+A__ smo sin (w,#®) 
Br Tg 


— —— 


+-ÄA, "smoa sn@F6®)' 























A. 


5 
, u ps a 
a en nn ven a 4. I 
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Aus der Gleichung A. erhält man auch. 


A A-A, 
4°. tang IF REN cot o—(R-+A,) cot w, Dip 


und aus der Gleichung 5. ergiebt sich 


v £ Ar a rar 
5. ‚fang O=ERFN cot + (R-+-A,) eot w, 


Nach 2. ist im Falle der Brechung 











sin w sin W 
= mare tere) 
folglich > 
A sin o— sin (9) AT Nine; — sin (0, #9) 
I sin #6) °’ RT sin (®, +9) ’ 
also i 
6 Ei, B sin (,F 9) sin — sin (w #9 
"A,  sn(wF0®) sin o, — sin (w, F0®) 
oder 


r sin (0, #6) __ sin ©, — sin (0, # ©) 
sn @F6) ri sin 0 — sin (o=F 9) ' 
Nach 3. ist im Falle der Zurückwerfung 


sin © I sin o, 


1 
IHR more TR 2 











folglich 


A sin — sin (w=F ©) A, Bi: sin o, —sin (, == ©), 


q 





—— 


ER; sin (u ®) a sin (0, = ®) 
also 

A sn (w=6) sino-—sin (F@ 
A, sin 6) "sin 0, —sin (0, & 6)’ 


2 





oder 
sin (w,=8) __ A sin wo, —sin (w,&®) 


— u nn an nn nn 


sin (#0) ” A, sino—sin (6) ' 








= 


Im Falle der Brechung ist also nach 4. und 7. 


10 R+A__ nr sin o sin W,.—sin FO) 


Run, A," sino, " sno—sin (0$®) 
und im Falle der Zurückwerfung ist nach 5. und 9. 


1 R+A__4 sm_o sin , — sin (w, (o, =) 
k FE N Ada A,'sino, sno—sn (#6) 
Auch ist nach bekannten goniometrischen Formeln im Kalle der 
Brechung nach 10. 
12 RA __ A sin m cos (0, #20) 
} R-HNn A," sino, ' cos («#1®)' 
und im Falle der Burückwerfung ist nach 11, 


8 
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13 R+A se sin cos (0, #40) 
"R+A, : A, show, cos wF49)' 
Aus der Formel 12. ergiebt sich auch 
RR 


2 








12°, cot‘1O ser R u — 
(1-+ A cot ern) cot w, 


2 


und aus der Formel 13. erhält man 


« 
Setzt man 


-wo bekanntlich 2 eine constante Grösse ist, so werden die vorher- 
gehenden Formeln im Falle der Brechung 
Kun dere dung,  ,c08.de, 40) 
R+-A, 4, 0 (o$309)’ 
und im Falle der Zurückwerfung 
w Zt „2 wmeie) 
" R+ATD A, cos (wF40) 
Bei der gewöhnlichen Ansicht der Zurückwerfung ist bekanntlich 
»==1, und folglich nach 16. 
ıı k+A__A ww=!9) 
R-+A, 4, cos (w#30) 
Wir wollen aber, wie schon oben erinnert worden ist, die Zu- 


rückwerfung bier immer aus dem oben angegebenen allgemeinern 
Gesichtspunkte betrachten. 


% 


$. 2. 

Der’Punukt A soll jetzt als der Anfang, die Axe XY als die 
Abseissenaxe eines rechtwinkligen Coordinatensystems angenommen 
werden, und die positiven Abscıssen wollen wir immer auf der con- 
vexen Seite des Bogens AA nehmen. Ist nun M’ ein beliebiger 
strahlender Punkt, dessen Coordinaten in Bezug auf das angenom- 
mene System 9, g sind, so denke man sich durch denselben und 
den Mittelpunkt © des Kreisbogens ÄX die Axe X’Y’ gezogen, 
welche den in Rede stehenden Kreisbogen in dem Punkte 4’ schnei- 
den mag, und bezeichne in Bezug auf diese Axe für den Punkt M’ 
durch A’ und A’, ganz dasselbe, was im vorhergehenden Paragra- 
phen in Bezug auf die den Kreisbogen XX in 4 schneidende Axe 
XY für den Punkt M durch A und A, bezeichnet worden ist. 
Ferner bezeichne man den von der Linie CA’ mit der Axe XY 
eingeschlossenen, jenachdem die Linie C4’ auf der Seite der po- 
sitiven oder auf der Seite der negativen Ordinaten liegt, als posi« 
tiv oder als negativ betrachteten spitzen Winkel durch 9; so wird 

aus Taf. I, Fig. 2. leicht erhellen, dass in völliger Allgemeinheit 
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x ee N) eos y—R, 
"Wg=(R+N) sin y 


ist. Sind nun 2,, 9, die Coordinaten des Punktes, in welchem die 
Axe X’Y’ von dem gebrochenen oder zurückgeworfenen Strahle 


(u 


geschnitten wird; so ist ganz eben so 

?p, —(R+-N,)cspy—H, 
n=(R+NN) sing. 

Aus den Gleichungen 18. und 19. folgt 


19. 





R+pr __ R+U g9__ RL, 


R1- noBE de re Be N 
also 
RA 
R-+Aı 
Ferner ist 

NERBN En EEE sin Ip? 


pi 





cos @ N cos p 
IN —_ £tr ı n_Pırk?R sin 49° 
ı 77T 008 p y eos p 
und w 
a N TE ER RN 
sin @ er Sina, 
TE a Fe ET 
ı sin ee” sin p i 


also 


2 Au p-+?2R sin zo g—Rsinp 
N pP, +2R sin 4p2 —Rsingp 





Weil nun nach dem vorigen Paragraphen, wenn durch © jetzt 
in Bezug auf die Axe X’Y’ dasselbe bezeichnet wird, was_ früher 
in Bezug auf die Axe XY durch © bezeichnet wurde, im Falle 
der Brechung | 

R+N _ N sine cos (0, #10) 
| R-+-A,. "N, "Sido," cos (a-=F1®')’ 
und im Falle der Zurückwerfung 
RAN N er (ur E50) 
R+HN,  X,"sino, ' cos (wF4@) 
ist; so ist nach 20. und 21. im Falle der Brechung 
R-+p __ sino co (wF49) p+2R sin }g? 
2, R+p,. sino,' cos wF4®) * p,-+2K sin 4?’ 
g__sino cs(w,F309) g9—-Ksinp, 
9ı 


sin oo," cos 749)  , —Rsiugp’ 
und im Falle der Zurückwerfung ist 
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R+p _ sno cos(nF*30) p+?2R sin yp: | 
E+r), smo' cos (wF46) ' p, +2R sin 4p?” 
g _,.. sno cos(w&539) g—Rsing 

97, . sino,' cs  F49) ,—Rsing' 





23. 





Aus dem vorigen Paragraphen wissen wir, dass 
sin® cos (w,#40) _sinw sino, —sin (w,®) 
sin o, cos (wF10) sino," sno-—sin  @F®) 

sin® sin wo, —sinw, cos @'=#cos wo, sin ® 
—sino,- smo—sino cos O#csosn®_ 





b) 





sin® cos (w& 0) __ sino sin 0, —sin (w, =®@') 
—"sinw,” cos wF1@) ” sino,' sino—sin F®@) 


sin® sin, —sin o, cos ®=Fc0s w, sin ® 





"sin 0, sino-—sin o cos ®=cos »o sin & 

ist. Wenn nun die Winkel w, w,, ©' so klein sind, dass man 
Grössen, welche in Bezug auf dieselben von der vierten und höhern 
Dimensionen sind, ohne merklichen Fehler vernachlässigen kann; 
so ist nach dem Vorhergehenden 





sin» cos (,F49) __ sin® sin o, —sin o,=sin & 
sin ©,“ cos wF1®@) “ sino,  sino—sino=&#sin & ’ 
sin® cos (w, 40) _ _ sno sino,—sin o,=#sin &, 
sin o,‘ cos wF419)  sino,' sinw—sino&#sin @ ? 


also -offenbar 








sin cos (vw, 740) sin @ 
SE Te BT ae ee en 
sin w, ° cos (w=F40) sin ®, 
sın cos (vw, &3®@') sin © 
E I ar Tee an — MM; 
sin o, cos (wF40) sin o, 


und mit Vernachlässigung von Gliedern, welche in Bezug auf w, 
&,, ©' von der vierten und höhern Dimensionen sind, ist folglich 
im Falle der Brechung nach 22. 


a re. 
R+pı pP, +2Rsinig® gg qg—Rsing’ 
und im Falle der Zurückwerfung ist nach 23. 
gu RP __ p2R sing? 9qg__ g—KRsiny 
FRA RW pP, +2R sin 192’ 0, er nM—R sin g 
Auch ist nach 20, mit völliger Genauigkeit 
1 _ £+P 
9ı R-+-p | 
und folglich mit Vernachlässigung von Gliedern, welche in Be- 
ziehung auf w, w,, ©’ von der vierten und höhern Dimensionen 
sind, im Falle der Brechung 
36 R-+p rg p+2KR sin3g® 94 __, P-+2K sin 39? 
RP PMH2R sin ig” 9," pm +2R sin 4Q?? 
und im Falle der Zurückwerfung 


y R+Pp ___ p-+?2Rsinyp? g 
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Add si na PH2R sin 49? 9 ,Ppr2Ksin ige 
"R+pn  "p+2Rsinig® Pr 2 sin yp?? 
oder es ist mit dem obigen Grade der Genauigkeit 


a8, RER BORGSN. p-+2R sin 4p? ER sinp. 








Rp ,7 Pr, r2R sinig? g, g, —Rsin p’ 
oder auch 
R-+-p vyr2R sin dp?  y p-+?2R sin 49? 
at AT Bl ET FREE en a halt N ALS ER A TR RT BIT T a ach hr 1 
= R-+-P, El, sin 492’ g, Tre Pirm2R sin 4p?? 


wo die obern Zeichen dem Falle der Brechung, die untern dem 
Falle der Zurückwerfung entsprechen. | 

Nimmt man nun bloss 2 im Falle der Brechung positiv, im 
‘ Falle der Zurückwerfung dagegen negativ, so kann man mit dem 
obigen Grade der Genauigkeit für beide Fälle 


Ba Eee, 
30, ut REN p-+2R sin 4g RESET | R sin 








R+p" m+r?2Ksnp? gg °  M—Rsing 
oder auch 
3] R+p __, p+2R sin po? g4 __ p2R sin Ip? 
" R+HM  Pıt+?2Rsingpg” 1 Pır2KR sin 3p? 


setzen. Ist es aber verstattet, auch die Grösse 27% sin 49? wegen 
der Kleinheit von sin 49? zu vernachlässigen, so nehmen die bei- 
den letzten Formeln die folgende sehr einfache Gestalt an: 


Rp 2 p 
32. m nn —-,' -=n —- 
| R+p, e Pi’ 9 er pP} 
wo immer » im Falle der Brechung positiv, im Falle der Zurück- 
werfung negativ zu nehmen ist. 
Aus den beiden Gleichungen 30. erhält man. ohne Schwie- 
rigkeit | 
33 _ ARp-+-2Ri(n—1)R—p} sin 39? a, gER sin \ 
HER en: Ril—2n sin 49?) — (n— 1)p ’ ?! Ta —ng—EK sin 9)’ 
und aus den beiden Gleichungen 31. ergiebt sich 
_naRp+2R nr —1)R—p| sin 49° 
177 K(l— 22 sin 49?) — (r — 1)p 


b) 








34. e 
Ro(l —?2 sin 49°) { 
91 7 Ri —2n sin 492) — a —1)p’ 
oder 
__ nRp+2R n—1)R—pi sin 39° 
35, Au Ril — 2 sin 49°?)— (rn —1)p ° 
Rg cos g 


91 RL —2u sin 19?) — (a —1)p’ 
und nach 34,, wenn man sin 39? als verschwindend betrachtet, 
ar TREE ERDE 


I MFR-@-ip PTR DR) 


wo » immer im Falle der Brechung als positiv, im Falle der Zu- 
rückwerfung als negativ betrachtet wird. 


154 


Aus. den vorher entwickelten Formeln 33., 34., 35. erhellet, 
dass unter der wegen der Winkel w, ®,, ©' gemachten Voraus- 
setzung die Coordinaten 2,, Y9, sich nicht ändern, so lange die 
Coordinaten », g keine Aenderung erleiden, welches auch die 
Richtungen der aus dem Punkte (9) ausgehenden Strahlen sein 
mögen, dass also alle von dem Punkte (279) ausgehende Strahlen 
sich nach der Brechung oder Zurückwerfung in dem Punkte (»,9,) 
wieder mit einander vereinigen. 

Bezeichnet man den "Werth, welchen 2, für y=w erhält, 
durch ‚f,, so ergiebt sich aus 34. leicht 

rn — 2sin 4p? 
„9. h=- KR 


oder, wie man leicht findet, 
cos p 


38. ı=-41+727)R " 
Betrachtet man sin 2? als verschwindend, so wird nach 37. 


R, 


2 
i 39. Nr 
und folglich für 2—= —]1, d. i. bei der gewöhnlichen Ansicht der 
Zurückwerfung, 


. 


40. ee: 


Die beiden Formeln 36. können auch unter der folgenden Form 
dargestellt werden: 


1 1 164 1 p 
1. -—n—- = 1) —-—- - =] —- 
wen ee, er IR ZT 9ı (a m 
Weil nun aber nach 39. 
1 1 
PERF 
ist, so werden die beiden vorhergehenden Gleichungen 
1 1 ı 1a 1 p 
A Zn zn zog, 
2 p er fr g 9ı 7: 
and die erste dieser beiden Gleichungen kann auch unter der Fort 
| 1 1 1 
43. -—=n— — > 
PTR 
geschrieben werden. Für = —1 ist 
| 1 1 1 
AH. — — 5, 
p 5. Pı Fi 
oder nach 40. 
1 1 2 
A IT Van — 007 
” p ig Pı R 


Dass 9, für =» verschwindet, erhellet aus den Formelr 
34., 35. auf der Stelle, wobei aber nie aus den Augen gelasser 
werden darf, dass die in Rede stehenden Formeln sämmtlich nu‘, 
Näherungsformeln sind. 
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- Wenn man mittelst der. Formeln 33. die Coordinaten », 4% 
durch die Coordinaten 9,, 7, ausdrückt, so erhält man 


Rp,(1—2n sin 16?)—2(r—1)R? sin SPAREN aRn, sin 


#6. p= Kin —? sin 39?) + (2 — DR ITTR sing-+{r—1)g, 


und aus den Formeln 34. ergiebt sich auf ähnliche Weise 


> _ Rp, (1— 2? sin 49?) — 2(n — 1)R? sin 1 2p? 
ri Kin —2 sin 39°) + (r — 1)p, 
j nRg,(1— 4 sin 29° cos dp?) 
Gr al —2 sin Hr [Ra —2 sin 192) + (m — Dp,}’ 


FE 





“ oder 


Rp,(1—?n sin 392) — An — 1)R? sin 3p? 
AS. Te Rn —?2 sin 39?) + (r — 1)pı KR 
ag, cos 9 
ASEE Rin —2 sin 49?) + (nr — Dpi’ 
und nach A7., wenn man sin 49? als verschwindend betrachtet, 
4 PTaR+KR— Ip’ ?TaR+(R— Dpı 


Bezeichnet man den Werth, welchen » für p, =» erhält, 
durch f, so ist nach dem Vorhergehenden 


50, ala sin in zp? R. 


n—1 
oder, wie man leicht findet, 
3. S=—-A-FZAR 


Betrachtet man sin 39° als verschwindend, so. wird nach 50. 
1 
DER = a R. 


$. 3. 
Nach 49. und 52, ist 


Rp, RS 
pP. »R + (Rn — 1)p} PR 
und folglich, wie man leicht findet, . 


R; 


Aa A EEE RT IE) 
; R T  &R— VRR +-(R—)pY} 
Weil nun nach 39. 
b Rn 
h=z1i8R 


ist, so ist 
nf _ R+a—V)p 
KR (\—1)R ° 
Also ist 
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E-N WM) _.. nn 
R: (RR —1)° 





oder ' 





33. P—/) (P, _1)=- Mo). 


woraus sich ergiebt, dass das Product (a — f) (p, — f,) eine con- 
stante Grösse ist. 
Nach 32. ist ferner 





I—nf, 
1ı Pı 
also 
en HRS) 
NH- (Pı a 
und folglich, weil a 52, und 39. 
n 
a Deere 
ist, 
nel 
=—ıu 


ne 


n— (n—1) Ban) 


Schafft man nun die Nenner weg, so erhält man die Gleichung 


denn N, 
oder, wenn man quadrirt, die Gleichung 
+” =@— 1? gez ZZ. ng, = )?. 


Weil nach 59. 
(x — 1)? (pp —f) pp, —fı) 
R: 4 


nz — 


also 


an — 1)? (p—f) Pı fi) 
RT 


n: = — 


ist, so. lässt sich die vorhergehende Gleichung auch unter der fol- 
genden Form darstellen: 


—alp—f) [Pr 7) En, „—f)}’- 


Entwickelt man nun die Quadrate der Binomialgrössen, so erhält 
man nach EEE Rechnung die Gleichung 


= Ph) PNA) 
+-29,”P—/) Ija(p — f)-+Ppı =}; 
oder 


9:(pı -I)=—-nnw-I) 
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und folglich - 


> PREEUNPRN 

Er 2 Ar 7 EN 
welches auch eine in mehrfacher Rücksicht merkwürdige Glei- 
chung ist. j} i 
$. 4. 

Wenn wir nun auch von jetzt an der Einfachheit und Kürze 
wegen bloss den Fall der Brechung in einem Linsenglase oder in 
einem Systeme von Linsengläsern in’s Auge. fassen werden; so 
kann, was wir hier gleich im Voraus bemerken, Alles, was im Fol- 
genden vorkommen wird, doch auch ohne alle Schwierigkeit auf 
den Fall der Zurückwerfung von zwei oder mehreren Kugelflächen 
ausgedehnt werden, wenn man nur in den Formeln überall » ne- 
gatıv nimmt, oder bei der gewöhnlichen Ansicht der Zurück wer- 
fung a=—1 setzt. 


1. 
Brechung in einem Linsenglase. 


8.5. 


- Die Durchschnittspunkte zweier Kreisbogen mit der durch ihre 
Mittelpunkte gehenden geraden Linie X Y (Taf. II. Fig. 3.), welche wir 
ihre Axe nennen wollen, seien A, A,, und Z, EZ, seien die Ent- 
fernungen eines Punktes in der Axe von den beiden Punkten A, 
A,, unter der Voraussetzung, dass Z eine positive oder negative 
Grösse ist, jenachdem der in Rede stehende Punkt auf der con- 
vexen oder concaven Seite des die’Axe in dem Punkte 4 schnei- 
denden Kreisbogens liegt, und dass eben so Z, eine positive oder 
eine negative Grösse ist, jenachdem der in Rede stehende Punkt 
auf der convexen oder concaven Seite des die Axe in dem Punkte 
A, schneidenden Kreisbogens liegt. Die immer als positiv betrach- 
tete Entfernung der beiden Punkte 4 und A, von einander wol- 
len wir durch D bezeichnen. Dies vorausgesetzt, sind nun die 
vier folgenden Fälle von einander zu unterscheiden, 

‚ Wenn die beiden Kreisbogen ihre concaven Seiten gegen ein- 
ander kehren, so ist, wie aus Taf. Il. Fig. 3«@. leicht erhellet, in 

völliger Allgemeinheit 
E+E=—D. 


Wenn die beiden Kreisbogen ihre convexen Seiten gegen ein- 
ander kehren, so. ist, wie aus Taf. II. Fig. 32. leicht erhellet, in 
völliger Allgemeinheit | 


E+E =D. 
Wenn der die Axe in 4 schneidende Kreisbogen seine con- 
cave Seite gegen die convexe Seite des die Axe in 4, schneiden- 


den Kreisbogens kehrt, so ist, wie aus Taf. II. Fig. 3°. leicht er- 
hellet, in völliger Allgemeinheit 


E-E =-—D. 
Wenn der die Axe in A schneidende Kreisbogen seine con- 


vexe Seite gegen die concave Seite des die Axe in 4, schnei- 


denden Kreisbogens kehrt, so ist, wie aus Taf. II. Fig. 34. leicht 
erhellet, in völliger Allgemeinheit 


E— E =D. 


Hieraus ergiebt sich überhaupt das folgende Resultat: 
Wenn Bieich range Seiten der beiden Kreisbogen einander zu- 
gekehrt sind, so ist 


m EHE, =D, 


und in dieser Gleichung ist das obere oder das untere Zeichen zu 
nehmen, jenachdem die concaven oder die convexen Seiten der 
beiden Kreisbogen einander zugekehrt sind. Wenn ungleichnamige 
Seiten der beiden Kreisbogen einander zugekehrt sind, so ist 


E— E =D, 


und in dieser Gleichung ist das obere oder untere Zeichen zu neh- 
men, jenachdem die concave oder convexe Seite des die Axe in 
dem Punkte‘ _4 schneidenden Kreisbogens respective der convexen 
oder concaven Seite des die Axe in dem Punkte 4, schneidenden 
Kreisbogens zugekehrt ist. 

Nehmen wir aber die Entfernung der Durchschnittspunkte der 
beiden Kreisbogen mit ihrer Axe von einander jetzt positiv oder 
negativ, jenachdem der die Axe in 4 schneidende Kreisbogen dem 
die Axe in A, schneidenden Kreisbogen seine convexe oder seine 
eoncave Seite zukehrt, und bezeichnen unter dieser Voraussetzung 
die in Rede stehende Entfernung wieder durch D, so ist nach dem 
Vorhergehenden offenbar in völliger Allgemeinheit 


E=E =D, 


wenn man nur in dieser Gleichung das obere oder das untere 
Zeichen nimmt, jenachdem die beiden Kreisbogen gleichnamige 
oder ungleichnamige Seiten einander zukehren, 


8. 6. 


Wir wollen uns nun Strahlen denken, welche, aus einem in 
Bezug auf A als Anfang der Coordinaten durch die Coordinaten 
>, Y bestimmten Punkte (79) ausgehend, nach der Breehung in 
dem die Axe in dem Punkte A schneidenden Kreisbogen, dessen 
Halbmesser /% sein mag, sich in dem in Bezug auf dasselbe Coor- 
dinatensystem durch die Coordinaten 9’, y’ bestimmten Punkte (»'g') 
mit einander vereinigen, und, nachdem sie eine zweite Brechung 
in dem die Axe in A, schneidenden Kreisbogen, dessen Hälbmes- 
ser Ä, sein mag, erlitten haben, in dem in Bezug auf 4, als An- 
fang der Coordinaten durch die Coordinaten 7,, %, bestimmten 
Punkte (»,9,) wieder mit einander zusammenkommen. Links von 
dem die Axe im A und rechts von dem die Axe in 4, schneidenden 
Kreisbogen, wobei wir uns auf Taf. 11. Fig.3. beziehen, soll ein und 
dasselbe brechende Medium, zwischem den ‚beiden Kreisbogen soll 
ein anderes brechendes Medium liegen, und das Brechungsverhält- 
niss-für das erste und zweite breehende Medium soll 2:1 sein. 
Die Coordinaten des Punktes, dessen Coordinaten in Bezug auf das 
Coordinatensystem mit dem Anfangspunkte A vorher durch p', g’ 
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bezeichnet worden sind, sollen in dem Coordinatensysteme mit dem 
Anfangspunkte A, durch 9',, 9, bezeichnet werden. e 

Dies vorausgesetzt, haben wir nach 32. offenbar die beiden fol- 
genden Gleichungen: 





N a, Aetr Pr — „2 
R+-p p’ Rı+pı DRS | 
zu denen nach dem vorigen Paragraphen noch die Gleichung. 
EN, 


kommt, in welcher das obere oder das untere Zeichen genommen 
werden muss, jenachdem gleichnamige oder ungleichnamige Seiten 
der beiden Kreisbogen einander‘ zugekehrt sind. Aus diesen drei 
Gleichungen, die auch unter der Form 


er R 
1 — — all —); 


Rı Rı 
l—+ re a1 +) 
PP, =D 
dargestellt werden können, lassen sich die beiden Grössen »’ und 
p', eliminiren, und dadurch eine Gleichung zwischen » und p, ent- 


wickeln, welche Entwickelung wir jetzt ausführen wollen. 
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt 


Ant R Rı DIBE Rı R 
5 (GE 2) elProneen N) 1; 
also 
$ R je 9% Rı 
p u — —un, 





TIER Sek R 
-— + —)—1 —1+-—)—-1ı 
rel 7 ji , 


und folglich, wenn man diese Ausdrücke von p' und p', in die 
dritte Gleichung einführt, 


RE NEST 5 SR Prag, 
Bi a a Year 
n an N Pı 
oder auch 
> Rp BEN __aRp, _ - =D: 
. Ram Ra; 


oder auch, wie man leicht findet, 


1 1 1 1 D,\ n—|i 1 n—]1i 

u a a fr I 

X BT D A eek Zar, KR ) 07 R, ) 
oder 

1 1 sl i DN1 n—1l, /,1 n—]1 

a RS TI EN AR SET ZB 

In DEP: (a NER u; Ay, R 7 Rı 


- Bestimmen wir mittelst der Gleichung 55. die Grösse 9, durch p | 
und die Grösse » durch »,; so erhalten wir nach leichter Rech- 
‚nung 
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ii  R+N- 0412 ng 
| apaurrEs 2. 105 [a—1)DzaR,, 
" ji = 11-1422 a 

DR, 21-4} Im-1)D-LnR| 


Wird nun der Werth, welchen p, für ay—=» erhält, durch f,, 
der Werth, welchen » für 7, =» erhält, durch / bezeichnet; so 
ist nach 59. 


RN R+4—)D 
EB EEE TEEN ET RENTEN 
R—YR+-U-—) (a—V)DEnR,| 
R,#(1—)D 
N EEE URTER BE HE TER TREE ar 
r—N)R + —) (a—1)D + nR! 


oder 


R+U—D 
ee SEN 
@— 1) {RER + — Dt 
61. 
R,#(1——)D 


Vase Ira 
oder 
R+QU—)D 
en 
(2 —1) RER +HU— ID 
62. | i 
R,=(1—)D 





Veh R; 


(n—1) |R=R, + (—)D) 
Also ist | 
U—)DRı + R) 


I 5 HA nu nassen? 300.737 6200887 08° BIER, 
1) RER, +U-D| 


oder 
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1 m 
(1- —JD(R=R,) 


6. FFrf = ; EN 
R—1) RER +M— ID 


87; 
Nach 62. ist 


#(1—)D 
ri 
TER RER, +42 
und folglich, wenn man der Kürze wegen 


Z=(n—1p RER, +A—-HDFR IR, #=(1-4)D) 


setzt, ' 
Z 
Pf — 
(RN) IRER HU DI 


Ferner ist nach 59. und 62. 


RN a4 FD 
EEE 
(r—1) R+ Kr Ir —)D=EnR,| 


1 


4274 


m—1) [RER +U—)D] 


und folglich, wie man nach leichter Rechnung findet, 


(r—1) |R#R, + (1 4D|Z 


Also ist offenbar 


BR -N) a -W)=H en 


(a1)? RER, + (I )D]® 
oder 
N re N 
# (@—NIRER, +(1——)D] 


und das Product (a — f) (p, —f,) ist daher jederzeit eine con- 
: stante Grösse. 
Für D=0, d. h. wenn man die Dicke der Linse als ver- 
‚ schwindend betrachtet, ist ” 


\ 


3 RR, 2 
9 P-N m -f)=H+ Ida I) (RER, 


Theil IL, il 
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8. 
Nach 36. ‚ist, wenn wir; die in $..6. ‚eingeführten Bezeichnun- % 
gen auch. hier beibehalten, 
EWR Tee Rıyı 
(=R-a- m: HTR-@—Dp, 
also, weil offenbar 9 ==g, ist, 
ae R, ag? 
und folglich 
a) 
68 9.5 Ri R—(n—1)» _ a IR 
j 9: NR z R,— (2 — 1)», Y 1 (m: 1) Pı : 
RETE EFT 
1 


older 


BE ra par y Ann ui 


1a ah 


an: 
9ı 
Nach 62. ist aber 
R 
1.x% 





I-@ = 


Rı 


1 (a DR a ER, 
RER san 
oder, wenn wir der Kürze wegen 

Bu ae 
RER+U-D N. ! 





‚setzen, ’ 
Ra en WEHR, 
Fe Ali Te IR= IL (n— IR,==F 19 
und folglich nach dem Vorhergehenden | 
KR—(n— RL be 
GO m ee | 
Yı a _ — (n “ = uf 





Diese Oleichänr bringt man leicht auf die Form 


KuR Fe B—=eR—1) en, 


oder, wenn man auf beiden Seiten quadrirt, auf die Form vg 


KUREN Were. 
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Nun ist aber nach 66. 


 Ä?RER, 2 
(v —f) (»: zn me ifem "(R—r 1 3 


und folglich 


RN) 


cher in die vorhergehende Gleichung eingeführt, die Gleichung 


+ (yR, zg,R) (p ZA (y Kg ed, Ph) 


giebt. Entwickelt man nun die Quadrate der Binomialgrössen, un 


hebt die gleichen Glieder auf beiden Seiten des Oleichheitszeschens 
auf; so erhält man die Gleichung 


E9p, —/,)€ er ee De Zee 70 


. —=g,’p —f) re m =4h 








oder 


“ meer PTR) 
und folglich 


oder 


welches ebenfalls eine sehr Gleichung ist. 


$. 9. 
Nach‘ dem vorhergehenden Paragraphen ist 
p 
ec FF. & War 
RR (2 IR 


9ı Pı ? 
RR 
iR Un, 


und nach 59. ist, wie mau durch leichte Rechnung findet, 





p 
| ar ee (2 —1)DEnR,| 
Also ist 
un ADRIA H+ Sta DDEnR,| 
| 71. NER CH NT HN AR ? 9 
oder auch | i 


112 
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2. 2=1 (2 —1)p 
9ı 
oler auch 


l KR 
RER N 
RR, 





’ 


R&R=+ 1-04 HD 

73. Z=1— (n — dp —— — 
9, RR, 

oder auch 


’ 


7 . 


Yy | 1 1 N 
4. ——1— (2 — 1)p ee 


TAN 


p 
AR, ZeR 
11. 


Brechung in einem Systeme von Linusengläsern. 


$. 10, 


Wir müssen bei dieser Untersuchung von einigen allgemeinen 
Betrachtungen über die Kettenbrüche ausgehen, von denen wir 
nachher wichtige Anwendungen machen werden. 


tungen betreflen die beiden folgenden Kettenbrüche: 














Diese Betrach- 
RR N 
LEITETE: L 
a. +, 1 
[} Ar 
ei + HERE 
4; 
und 
A 1 
= r ae 
» i—2 = ” 1 i 
+ — l 
a, ai 
von denen der zweite gewissermassen das Umgekehrte des er- 
sten ist. 
Zuerst ist nun oflenbar 
Fo = und A — ae ; 
Fo Aa, ı I+ aa, 
und | 
@a,-+ - x 
2 — ! A A 1a,  _ Sofia 
hir 1-+aolaı +) a, + (l-+0,4,)@: Fotf ie, 
Se 
2 





1 
Ara) Be Yo tf ala; _ Jı +fras 
Forf rl; +2.) It o-rfı@,)a; Lıtfı2az’ 
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j 


I | 
Fi Bu A BR Sa +1 +$24;)@: )e, — SJatSs0s 





Pe 2 +f za,)a, Tu fr, IR ‚as 





Tec 
2 Fırf ta; +7) 
u. Ss. W. 
Wie man auf diese Art weiter gehen kaın, erhellet hier schon 
mit völliger Deutlichkeit, und es ist also 
hl: Fo 00; 
= a, ae E67 .G,5 
Jı =Ffo +f,0::.1a=f'o Th fr@3; 
Kzhtrher ls =. tfaes; 
H=hAfas Frl tfas, 
1.84 W, u. 8. w. 


Eine ähnliche Betrachtung wollen wir ferner auch über den 
zweiten der beiden obigen Kenenblüche anstellen. Es ist offenbar 
; 1-+ aa, 





7 1 
8 — — und 
so do 8 ı 


Also ist, wie sogleich in die Augen fallen wird, 


1 
179 un 
BEN as. era u eeiran: 


EN RR a THE 
a. 


Folglich ist auf ähnliche Art 
1 
1 a —)a 
PEN, +( 1,6557) er 


s 


2. 1 1 
++ tra ale, 
+ (1 + aaı)az 
in PT + la, + (l + a,a,)a,\a, 


—_— At tE2@2 
graz” 
u hieraus sieht sich ferner 


l 
a, ++ + (a FEIFOR 3194 











Di 


ee: l 
24 14 (a + as + lat +++, a), ia, 
ie 1a lan SE 
a, + (1-4 0,01) a. HH Ha +la, + (1 -+0,01)a3)@;|@, 
82 t8:0s 
ga t+g'sa, 


‚Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar, und auch 
das allgemeine Gesetz erhellet schon. Es ist nämlich 











6 | 
Tr ’ 
Bo 4, 
5 ka A 0. a 
# Sr ’ 
gı 1-+ a,a, 
82 __ Got 518, 
’ eig 2 14 b) 
8a 8oTt38 ı€ 


Bavalı Ei an Sale 
83 8, + 8'205’ 





5a ER 82 +8;:@; 
E% gt g',a,’ “ 
ß 8 — Ss tEa0s 
8, FR 
u. Ss. W. 


Dieses Gesetz kann leicht auf folgende Art allgemein bewie- 
sen werden. Weil überhaupt 











RERNFEN 1 
8% EP n 
Fm+z 
und 
LY WE, $ 
gi a Ar + — DR a N 


j 1 Rh 
SAT au 


o 


’ 


gr 5% 


1 
erhalten, wenn man in dem letztern Bruche a, ae? für @, setzt, 


und alle übrigen Indices von @ um eine Einheit 'erhöhet: Also 
wird offenbar g7+1ı aus g7 und g’r4ı aus'g”; erhalten, wenn man 


1 
@, en, für @, setzt, alle übrigen Indices von « um eine Einheit 


erhöhen und die dadurch sich ergebenden Grössen dann mit @,_ 

multiplieirt. Sei nun 
Eh _ Eh2 Bram 
ER, 8 28 er) 





+1 Ir hr 
Um H u u erhalten, muss man a, + für je; setzen, alle 
übrigen a: von « um eine Einheit erhöhen z "uind’im Zähler 
und Nenner mit do multiplieiren, wodurch jede der Grössen 942, 
gr und 87,2, g’s-ı mit. @, multiplicirt wird. Bei der Anwen- 
dung irkes Verfähreiik gehen also die Grössen «@;_1, @x respective 


in @%, @k+1, und nach dem Obigen gehen oflenbar 94.3, 4-1 re: 
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spective in B%—h 85 SO wie g’—2, .8’x—ı respective in Eh 8 
über. Also ist offenbar 
SH __ BI EkaR 
IH gl 8kar1) 
und das bemerkte Gesetz ist. nach 'einer bekannten Schlussweise 
folglich ‚allgemein. . | 


> ist also. ; 
» — ’ —— . 
nl, go7Mo; 
eh Ba 7 H 
gı =4o gs, =1l-+ae,; 


ee ven J 24 
g:=8 tr 810: 8, =g, +3 ı@3 35 
ee U ’ 3 
8, =8, tt &ed: 8, gl +80; ; 
RA BEN a 
8, =8: 18:05; erschgiyas; 
u. Ss. w. u. S. w. 
Vergleicht man diese ‚Zähler und Nenner mit den oben gefun- 


denen Zählern und Nennern der Partialbrüche des ersten Ketten- 
bruchs, so ergeben sich die folgenden SAPIERUNBEN: ; 


eh 
1 = 
B=gH+ga—l-tau, age 
8: =8ı + 828: — Jo +11 —=7 >: 
8: =8: + 33:0; =lı +f a; Ks 
BZ H tes er, +; a Sa 
U..8 W. 


und 


8. =g' +38. —=f'o +f'ıe; =/ ;; 

gel te fa rel, 

=g, +: uvu—l: rl sam 

8.8 4a, =; ee 
U. Ss. W. 


oe — 
ETF 


Hiernach hat mau also auch’ die folgenden Gleichungen: 
Ba EEE 
——f 0.2 3 19 
En NR TS 
rend Nele 
KR, a y% Klar 
—f 3 =—:8 4 
ABER e ı, 
=f, 8; 
—ırE un 6 


U. 8.,W. 


Rs 
© 


” 7 9% 
w [> [7 


ı 


- 
> 


» 0 
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Ueberhaupt wollen wir jetzt IR 














; 1 j 
BL 1 
Io —+ a, Hay 
2 4; nr. / 
eh 1 
2 wi u ©; + Mr 
N: gi 
setzen. 
Also ist zuerst 
1 WE 
BF a + — 1+409 
Nach dem Vorhergehenden ist 
fa 0b wo IA 
END 6" 80 40” 
also 
| So Si 90 2 I u a 
Fe, JR 1+- 0,90 478 Et ao(l +4,90) 
Bl Bol tu Ir 
Io + an Be 9 -F Go Tg a, $) 
und folglich 2% 
9-2) +) =. 
Ferner ist 
1 N 1) 
Pı = SR ı e 
e, + era 9ı ne} 
nn m 7 ot IT 
d. ı 
ven. 1+-.61,9ı 
HR ++ 00)9 
Nach dem Obigen ist 
We a, 8 a, 


Be . 
—oooo re — 


fı I+aa’ 8: Ira’ 
und folglich, wie man durch leichte Rechnung findet, 
an NN 
NOTE (1-+-a0a,) {as +(1-+ 000,91)’ 
&ı _ _s +Ül+a, a9, 
9 ne, PEN l-+a,aı 
Daher ist 
Fi ER RA 
BFH En): 
Man sieht also, dass die Produete 


4 


169° 
for; go, 
(5 a (90 “ ze ’ 


+ 
respective von 2,, 9, und 9,, 9, ganz unabhängig sind. 


. Um die Allgemeinheit dieses Gesetzes zu prüfen, wollen wir 
jetzt 


Jo 8o\__y 
(#0 7?) Gtr, lo 
Ah, Heu 
(pı F,) (9 Tg, a 
(pP up ) + r)= 23 
u. Ss. w. 





‚RE 84 
(pr-ı -7=) (1 z Su. ee Eileen 


setzen, und wollen annehmen, dass die Grössen 
IR Zr, L,; L. ..» Lı-ı 
respective von 


Por 05 Pı» Jı5 Pas I253 Pr (a5 ++ - Mh A 
ganz unabhängig sind. 








Weil nun 
BA NT 
An FAN TI be RA 
1 %&, + i 1 
. 1 
ai + Pe 
und 
ae Ve 1 
Pk — a,+— 1 
Reel, 2% 
rl N 
At, | 
a + Pr 
ist, so ist wegen der Gleichung 
SA, Bei, _: 
(pr-ı ed (9-1 + en, = .L.-, 


wo Z;-ı von 94-1 und g9—ı ganz unabhängig ist, deren Richtig- 
keit vorausgesetzt worden ist, offenbar 


F >; 
(pr en +, r =)— Lu 


gr 
Weil aber 




















gi __ ba. 
a 7 7 En 2 me. 
| + 
Ist, 00 st OO — 
4-5 =47 
TIER 80 25 BORN ar—ı + EN: . 
f 
Fa+- 
und folglich, weil 
ae) 
Dr herr 1 
ar 1772 > Yo ui 1 
KEGEL f 
rn FR 
o 
ist, | 
8-1 __ 8% 
HT Z% 


Also ist nach dem Obigen 


R 1 ,, 
RE run 





je 8% 
d. ı A 
1 8 
Mr) hr, = 
TER ET BR, Li. 
AR 
= 8k 


Nun ist aber nach den aus dem Obigen bekanhten Relationen 
Hr RATTEN Te 
Ph fra Sat ar 
(af PR) 
2 a ET 7 Er 77775 
Sk _ Sk-ı-tfigk fi 


MT Fra Hhhn Gh 


35 ff Sf 1 
TIEF MITAHS RN) 





und folglich ‚oflenbar 0 NEED Be 
Pk 2 | 3D1 2 Dar imo 
er Mr _1f% ( 3 
au T Kr ph Fi” 
Führt man dies in die oben gefundene Gleichung ai) 











DAE "EL 
m—f Sr - 
Par &% | 
er ana 1 5 2 an D) 
BT 
re 


ein, so erhält man die ne 


FE m + hu, 
also . 
k1Lk P 
(pr — in M+z)= = Lk, 


.. woraus man sieht, dass 
Je h 
(pr — 77) tz, 
von 2% 9, ganz unabhängig, und nach‘ einer bekannten Schluss- 


weise das oben bemerkte Gesetz also ganz ‚allgemein gültig, d. h. 
das Product 





Fk k 
| mM Wer): 
immer von 27 und 9, ganz unabhängf& ist. 
Setzen wir, analog N der oben eingeführten Bezeichnung, 
m =) (147, 2 
so erhalten wir nach dem sc die Relation: ı- 


Re A a F FR Li 


Hiernach und hach dem Obigen ist 


Lo == TR ar 




















Fiok'o' 
L —faRi BEN go N F08ı 
! nr 1° RT Ir VDE 
VayBehee Sıß2 L EEG 1 BER fo8, CH 
+ Ve ch ur 
VE Sag3 NE En Ei h fg: „Faß 
: Pr 3 Far Lad ak Be, 
n.* WW. 


Wie man auf diese Art weiter gehen.kann, unterliegt keinbin 
Zweifel, und es ist alEo allgemein. 


BL fir fees She 
Foo Fıgı Sg: Sr-igr-ı" Sg ’ 








IL, =(— 1). 





—1 1)k1 Boßıßaßr-- lu 0 
SE NE 





AN Dhen 


Nach dem Obigen ist aber 


und 2’; —f',. Also ist nach 78. 

EL Ron U MFTENEES 
Be IE RN 

und folglich, weil nach dem Obigen g, —1, gr = gı+ı ist, 

Ve u mt 
TE TB 

Wir haben daher die folgenden merkwürdigen Gleichungen: 


fh (Mu, Dar eye 
80. (pr — Fr, 77) (Mt jr ST 28.2) Nr 
“ 





b) 


I: 


79. = 





oder 
81. (ya nF) re eee 





von denen wir nachher eine wichtige Anwendung auf die Brechung 
in einem Systeme von Linsengläsern machen werden. 


$. 11. 
Die erste der beiden Gleichungen 59. kann auf folgende Art 
dargestellt werden: 


RR DR+n- La a lDenk,| 


ja R+ 10412 
und folglich, wie man leicht findet, 


a UHR, 





Rn Bug 1 R 
/ aa re u 
—»a—1l Row 
ya an 
se Fee) 
\ 
a 
ın 








R, 
—A IE TR mare 
n METER. 
p 
Ri R, 
»„—1+5, En. Er 
n Mn. Th 
AR P= 
also 
ne 
FTD 
ON. Ba 
Ra: p 
oder 
a ea 
A 
2 Re RE 
BR. ;Ny 


und in dieser Gleichung ist das obere. oder das untere Zeichen zu 
nehmen, jenachdem gleichnamige oder ungleichnamige Seiten der 
beiden im Obigen betrachteten Kreisbogen gegen einander gekehrt 
sind. Aber eben dieses doppelte Zeichen. welches bei der Betrach- 
tung bloss zweier Kreisbogen oder eines Linsenglases uns keine 
grosse Unbequemlichkeit verursachte, vielmehr, wie es uns scheint, 
den zwischen den sogenannten doppelt- concaven und doppelt- con- 
vexen Gläsern und den sogenannten Menisken Statt findenden Un- 
terschied recht deutlich herausstellte, weshalb auch vorzüglich bei 
einem Linsenglase die vorhergehende Betrachtungsweise von uns 
angewandt worden ist, führt bei der Betrachtung eines Systems 
von Linsengläsern grosse Unbequemlichkeiten herbei, und wir 
müssen uns daher jetzt von ‚diesem doppelten Zeichen unabhängig 
zu machen suchen, was auf folgende Art geschehen kann. 

Im Vorhergehenden wurden die Halbmesser 2 und 2, immer 
als positiv betrachtet, was auch auf den ersten Anblick allerdings 
das Natürlichste zu sein scheint; die sogenannte Dicke des Glases 
D wurde dagegen als positiv oder negativ betrachtet, jenachdem der 
erste Kreisbogen dem zweiten seine convexe oder seine concave 
Seite zukehrt; die Grösse 9» ist positiv oder negativ, jenachdem die 
ihr entsprechende Linie auf der convexen oder concaven Seite des 
ersten Kreisbogens liegt. und eben so ist die Grösse », positiv oder 
negativ, jenachdem die ihr entsprechende Linie auf der convexen 
oder concaven Seite des zweiten Kreisbogens liegt. 

Von jetzt an wollen wir die Dicke des Glases immer als posi- 
tiv betrachten, und unter dieser Voraussetzung durch D bezeich- 
nen; die Halbmesser der beiden Gränzflächen des Glases wollen 
wir dagegen als positiv oder als negativ betrachten, jenachdem sie 
von den Durchschnittspunkten der entsprechenden Gränzflächen mit 
der Axe an nach der innern oder äussern Seite des Glases hin 
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liegen, und wollen dieselben unter dieser Voraussetzung durch 
und 4, bezeichnen; auf ähnliche Art sollen die Abseissen » und 
p, positiv oder negativ sein, jenachdem die ihnen entsprechenden 
Linien von den Durchschnittspunkten der ersten und zweiten Gränz- 
fläche des Glases mit der Axe an nach der innern oder äussern 
Seite des Glases hin liegen. Die Symbole 4 und 4, behalten auch . 
jetzt ganz die ihnen oben beigelegte Bedeutung. 

Dies vorausgesetzt, muss man nun, wenn die concaven Seiten 
‘der beiden Gränzflächen einander zugekehrt sind, in der Gleichung 
82. statt der Symbole 


D, RR» PP: 
offenbar respective 


—D, RR. -»p—pı 


setzen, wodurch die in Rede stehende Gleichung, in der man jetzt 
das obere Zeichen nehmen muss, folgende Gestalt erhält: 











En, E, 
TI TAE i 
EN Di . 
77 BT EN 
R AREar 


Wenn die convexen Seiten der beiden Gränzflächen einander 
zugekehrt sind,, so muss. man in der Gleichung 82. statt der 
Symbole 


D, R, R;, Ps Pı 
offenbar respective 
| D,—R, —R;; P3 Pı 


setzen, wodurch die in Rede stehende ‚Gleichung, in. der jetzt wie- 
der: das obere Zeichen genommen werden muss, ..die folgende .Ge- 
stalt erhält: | 
1 
a—T 1 
RD dan. 
ng a 


— 
—_— 


BIERNY > Tage Tr 





pc 


Mittelst einer einfachen Betrachtung überzeugt man sich aber so- 


gleich, dass diese Gleichung immer auf die Form od 
har 1 


a ri 
Rs 
2 Ur ET | 


ee 


R La”. ' 


welche von der Form, auf; welche wir. im'ersten Falle geführt wur- 
den, nicht verschieden ist, gebracht werden kann. ; 
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Wenn die cöncave Seite der ersten Gränzfläche der convexen 
Seite der zweiten Gränzfläche zugekehrt ist, so muss man in der 
Gleichung 82. statt der Symbole 


m D, RR, Ps Pı 
offenbar respective 


—D, R, — BR, —» Pı 


setzen, wodurch die in Rede stehende Gleichung, in welcher jetzt 
das untere Zeichen zu wehmen ist, die folgende Gestalt erhält: 


RS, 
A TEN l 
—R,- —-D 1 
" a | 1 
R tr p? 
woraus sich aber mittelst einer ganz einfachen Betrachtung wieder 
| 1 


al a 
ee 
7 wer] | 


Bin 








ergiebt. 

Wenn endlich die convexe Seite der ersten Gränzfläche dir 
concaven Seite der zweiten Gränzfläche zugekehrt ist, so muss 
man in der Gleichung 82. statt der Symbole 


| D, R, RP Pı 
offenbar respective 
D, —R, R;, Ps —Pı 


setzen, wodurch. die in Rede stehende Gleichung, in welcher jetzt 
das untere Zeichen zu nehmen ist, die folgende Gestalt erhält: 








1 
ET AS. 
BR RT 1 
a | 1 
| —R, pn’ 
woraus sich aber mittelst einer ganz einfachen Betrachtung wieder 
1 


en 
A ai] 





Al Rot p 
ergiebt. 


Daher ist unter den gemachten Voraussetzungen in völliger 
Allgemeinheit 








1 
53 -M=5I271 N 
Je ] 
Be 
R u 


in welcher Gleichung also nun kein doppeltes Zeichen mehr vor- 
kommt, was für das Folgende der Allgemeinheit und Einfachheit 
der Darstellung wegen von grosser Wichtigkeit ist. 
Mittelst leichter Rechnung erhält man aus 83. die folgende 
ebenfalls ganz allgemein gültige Gleichung: 
1 
SA. = 1 | 


FREE 
Teen 5 
AR tn, 
wobei man sogleich übersehen wird, dass dieser Kettenbruch ge- 
. wissermassen durch Umkehrung des vorhergehenden entsteht. 








$. 12. 


Wenn zwei Kreisbogen ihre Axe in den Punkten 4 und A, 
schneiden, die immer als positiv betrachtete Entfernung der beiden 
Punkte 4 und A, von einander durch D bezeichnet wird, und 
wir die, jenachdem sie von den Punkten 4 und. 4, aus nach. dem 
innern Raume zwischen den beiden in Rede stehenden Kreisbogen 
oder nach dem äussern Raume hin liegen, als positiv oder als ne- 
gativ betrachteten Entfernungen eines Punktes in der Axe von den 
beiden Punkten A und A, respective durch Z und Z, bezeichnen; 
so ist in völliger Allgemeinheit 


E+E =D, 


wovon man sich durch eine ganz einfache Betrachtung auf der 
Stelle überzeugt. 


$. 13. 


Wir wollen uns jetzt ein System von @-+-1 Gläsern denken, 
und wollen annehmen, dass die Mittelpunkte der Gränzflächen aller 
dieser Gläser in einer und derselben geraden Linie liegen, welche 
die Axe des Systems genannt werden kann. Die Halbmesser der 
Gränzllächen der einzelnen Gläser seien nach der Reihe 


R, R,;, RW, RW; R®, R,®;..,; RO, R,0; 
so dass 


R, RO, RO, R®O,... Ro& 
die Halbmesser der vordern Gränzflächen, dagegen 
R, RW, R®, R,®,...R,® 


“die Halbmesser der hintern Gränzflächen sind, wobei man nicht zu 


übersehen hat, dass diese Halbmesser nach den in $,. 11. gegebe- 
nen Bestimmungen positiv oder negativ genommen werden. Die 
immer als positiv betrachteten Dicken der Gläser nach der Reihe 


seien 
D, Dw, D@, DW,... D@ 


und die Brechungsverhältnisse für die Glasarten, aus denen die 
Gläser bestehen, seien A 


»:1, 2W :1, 29:1, 20 :1,... 20:1. 


. Die Coordinaten der Vereinigungspunkte der Strahlen seien für 
die einzelnen Gläser nach der Reihe 


P, 95: Po» -Iı 

p9, gm; 9,0, y,@ 

p®, 2; »9,9, g,®% 

NEN SGERE RL Ah 

u. Ss. w. 

pd, 9; 9, 119. 
Die sämmtlich als positiv betrachteten Entfernungen der Gläser- 
von einander, welche von der hintern Fläche eines jeden Glases 


bis zu der vordern Fläche des nächst folgenden Glases genommen 
werden, seien nach der Reihe 


E, EU, E®), E®9,... EC-V. 


Dies vorausgesetzt, hat man nun nach 83. oflenbar die folgenden 
Gleichungen: 











ER 
a a | I 
Pd STE RER 
n ot er 
R p’ 
1 
- pP I= m] 1 
ROr ED ı 
re, NG | 1 
e ; | ROT r7@’ 
nr 1 
Br ran. 
Ro T-pDo 1 
a 


RS 778° 


Theil I. 12 
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Ü) — a Lil 
ET PN NT 1 ' 
"Ro 7-76 | 


a I, 
"Ro tr 705. 


und nach $. 12. hat man offenbar die folgenden Gleichungen: 


— 9, —-pV=E,; 
— 9, — »p®) — KU), 
re p,® nn p3) — E®), 
— 9,9) — yo — EB, 
u. Ss. W, 
— 9, U) — »%) — Ki) 


oder 


PO——E—n, 
p®) — — Fü) — p,® h 
pa = — ER) — p,® ; 
pa — — EB) — p,®, 
u. 8 W. 
p& = — Fü-l) — pm. 


Mittelst dieser Gleichungen und der obigen Kettenhrüche lässt sich 
offenbar die Grösse — 9, ohne alle Schwierigkeit ganz allgemein 
mit Hülfe eines Kettenbruchs, dessen Fortschreitungsgesetz sehr 
leicht zu übersehen ist, durch die Grösse » ausdrücken. Es ist 
nämlich offenbar in völliger Allgemeinheit, wie sogleich in die 


Augen fallen wird, 


a nn ne 


179 






































| 1 
3 — 2,09 Ho N 
Ro 7-20 N 
a = ba 
Ro — Ei) + es: f 
Rt De 1 
Berg + „ae —1 1 
RI FI. 
1 
Eee 1 
ee 101 
Ar ten Fe 
n u n—Ll 1 
Buy 7, = pP 
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Auf ganz ähnliche Art ist 


Den 

















»—|1 1 
ER en 1 
20 En n—1 l 1 
R, — E+ at. 7 
RG =D 1 
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Bezeichnet man den Werth, welchen p,® erhält, wenn » un- 


endlich wird, durch /,@, 


so ist nach 85. 





— DU 


a 


i 
nd) — 1] 1 


(2) — Fti-ı) a 


RD 7 — De) 1 


na» „ED ar RER 
Ren TIER +. 














. 1 
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7 7 —1 
AR 
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‚ welchen » erhält, wenn 9,@ unendlich 


‚ so ist nach 86. 


und wenn man den Werth 
wird, durch / bezeichnet 


88. 





am) — 1 


WB unmmmnn mne nnu 


RA) 














1 
— D@ 1 
ee | 1 
RO TZzUr- 
= 1 
ER 1 
— Et) + DET 1 
Ro De N 
n®) ROT: 
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$. 14. 


Die Kettenbrüche 87. und 88. bestehen offenbar aus 3(@+-1)-+ 
—45—+3 Gliedern. Bezeichnen wir nun den gemeinschaftlichen 
Nenner der den beiden in Rede stehenden Kettenbrüchen gleichen 
gemeinen Brüche, welche man durch successive Berechnung der Par- 
tialwerthe dieser beiden Kettenbrüche nach bekannten Regeln er- 
hält, durch N;; so ist nach dem in $. 10. bewiesenen, in der 
Gleichung Sl. ausgesprochenen allgemeinen Satze von den Ketten- 
brüchen, wenn man denselben auf ‘die in dem vorigen Paragraphen 
entwickelten Kettenbrüche insbesondere und zunächst auf den Ket- 
tenbruch 86. anwendet, offenbar 


! 1 
EN OHNE, 
und folglich, wie sogleich erhellet, 
ne j 5% 
9. Pf) BA H)=m) 


Hieraus ergiebt sich alse der sehr. merkwürdige ‘Satz, dass, was 
auch » und »,( sein mögen, das Product 


(» —nL) ze inf: G) 


“ immer dem constanten Quadrate (> N” gleich ist. 


8, 15. 
Aus der in $. 11. angestellten Betrachtung erhellet, dass man 
in der aekung 68. statt der Symbole 

R, R,,p,Ppı 
eins, der vier folgenden Systeme setzen muss: 


R, Rs, —-p, —Pı5 
—R, —R.: pP 9; 
R,—-R:-Pp Pı 
RR, R. Mm-»P: 


Thut man dies aber, so ergiebt sich in jedem Falle die Gleichung 


p 
1+-(r — 1)7 
B0, 3 ER EN SERN" BR) 


IH (a1) 
1 


welche also allgemein gültig ist. 
Daher hat man jetzt die folgenden Gleichungen: 


a 1+@— 17 


PETER, 
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y(i) 
PRO: 1 + (20) — Ra) 
PC Ba 7,” 
(+ (nm — ı)Lr rm 
0), 1P9 
PO TEN 70) 
ya ATI pP,’ 
1 -+ (22) — IR, © 
u. Ss. w. 
pi) 
Erle N Ro 
ET PN 
! Be 2 n 
Weil nun aber offenbar 
nz), 
NOIR), 
1,9=g0), 
uU. 8..W; 
gı EZ) — yo) 


ist; so erhält man aus dem Obigen die folgende merkwürdige 
Gleichung: 


ch In), IH en 
Ba 2 IH) EN OCERVALe 5, IHn®)—ı) Be 
a ) en 4 


Mittelst der in $. 13. eutwickelten Formeln kann man, wenn x als 
gegeben betrachtet wird, die Grössen 


P,P0, p, 0, p9, p,®,...p0, p,@® 
sämmtlich berechnen, und kann ir mit Hülfe der vorhergehenden 


Gleichung auch das Verhältniss 0 bestimmen. Dass auch »,@ 


als gegeben angenommen werden könnte, bedarf kaum noch einer 
besondern Bemerkung. 


$. 16. 


Zu ‘dem Systeme von ö+1 Gläsern, welches wir vorher be- 
trachtet haben, wollen wir jetzt noch ein (ö+-2)tes Glas hinzufü- 
gen; dessen auf ähnliche Art wie im Vorhergehenden genommene 
Entfernung von dem (ö+-1)sten Glase durch Z@ bezeichnet wer- 
den soll. In Bezug auf das (@-+2)te Glas, wenn man dieses Glas 
füg sich allein als ein System von Gläsern betrachtet, und in Be- 


a. “ 


zug auf das ganze System der ö-+-?2 Gläser, sollen respective f, 
f, und 9, 9,@H) eine ganz ähnliche Bedeutung haben wie f, /,® 
in Bezug auf das System der ö-+-1 Gläser. Von dem strahlenden 
Punkte A, dessen Coordinaten in Bezug auf die vordere Fläche 
des ersten Glases 7, y sein mögen, entstehe nun durch das System 
der ©-+-1 Gläser ein Bild 2, dessen Coordinaten in Bezug auf die 
hintere Fläche des (@—+-1)sten Glases »,%, 9,© sein mögen, und 
von diesem Bilde 2 entstehe durch das (@+-2)te Glas ein neues 
Bild C, welches zugleich als das von dem Systeme der +? Glä- 
ser von dem Punkte A gemachte Bild zu betrachten ist. Die Coor- 
dinaten von 2 in Bezug auf die vordere Fläche des (@-+ 2)ten 
Glases seien pl+), y@+D, und die Coordinaten von €’ in Bezug 
auf die hintere Fläche des (ö+ 2)ten Glases seien »,@+D, 9,041), 

Dies vorausgesetzt ist nun nach $. 14, wenn w? und w,? zwei 
constante Quadrate bezeichnen, . 


92. p—f) 9, PP —f®%) =u? 


und 
3 Perf) Ed —f)n’- 


Für y„=9 wird offenbar »7,@+D unendlich, und daher, wie leicht 
erhellen wird, 


—y 0 —-f=Eo, 
also 
PO=-EO—f; 
folglich nach 92. 
A - ES) EI HH) =n*. 
Wenn man » unendlich werden lässt, so wird offenbar 
p,+D == pH), 
und, wie sogleich erhellen wird, 
unlı: pe) —fi V)=— EU, 
also 
pm—= — Eo— fd; 
folglich nach 93. 
9% (BO ++) ER =. 


‚ Daher hat man nach 92. und 94., und nach 93. und 95., die 
beiden folgenden Gleichungen: 


PN) (MA —- FB) —- PS) (ER ++) 
(per) vn f) (pı Fl. fi) ie (Pı GEN EL fi) (2 + Ef: ©). 


Schreibt man diese beiden Gleichungen als Proportionen, so 
erhält man: 


P—f:—(EIH HL) IF: 
p,t+D —f, :— (29 + f+rfı A pH) kur fi ‘ perD ha f; 


und aus diesen beiden Proportionen ergiebt sich nach einem be- 
kannten Satze von den Proportionen: | 
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PS (BOH HA): (OH HD), 
pdf: —(ZOHFH/,O)—p, Ad —p, ED: —(ZO-Hf,O+p+V). 

Weil:.nun aber offenbar | 

— 9,9 — pe) = EO), 
also N 
EO —+ pP, ()— — pe), EO + per) — _ p,® 
ist, so werden die beiden obigen Proportionen 
PTR SACHE 0) Sr Be ET 
2,649) erW fı : — (EU ug‘ {+ fı®) —=P, GH) — y,@rU) 2,9 er 3 fi @; 
und führen nun ferner auf der Stelle zu der Gleichung 
96 ARE a) er P—Y 
HOF) pH) fh) pe ge 

Von dieser PISSInDE lässt sich die folgende wichtige Anwen- 
dung machen. 

Nach der in $. 8. bewiesenen Gleichung 70. ist, wenn man 
sich jetzt nur, immer an die in $. 11. gegebenen Bestimmungen 
hält, wie leicht erhellen wird, in völliger Allgemeinheit für ein 
Glas 

97. Ay 
| (7 or ah, 
Kommt nun noch ein zweites ik hinzu, so ist hiernach für dieses 
Glas in völliger ea 
PIE Ed 
(0) Es ROTER 
und folglich durch Maltipliention, weil offenbar 9, = 90) ist, 
whr — P-I) PO —N 
ya T(p—fı) (pP) — fi) 
Nach 96. ist aber | 
DI IR) Dr Pre 
1 fı) rm fi) 9,0) — 90° 
also 


Te EL LATATE 
vz © 7,0 —9,’ 


d. h. es ist, wenn man jetzt für 9, 9, respective IF: f,W setzt, 
für zwei Gläser 
| rt 


» a’ 20/0 


Kommt nun noch ein drittes Glas Her: so ist nach 97. für 
dieses dritte Glas 








( 2) a u p(2) = u 
9,2) 7,9 —fı 
also durch Multiplication, weil offenbar 4, ! = g% ist, 


x 
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un END | 
9,2 7 (pP, —f,®) 9,9 — fi) 
Nach 96. ist aber 
D—f) I far. _NZP 
D-01704, ® 


“ 


also | 
\ | Apr 
| na! "7pmI —gp,2’ | 
d. bh. es ist, wenn man für 9, 9,@ respective f, f,@ setzt, für 
drei Gläser 
' Ra} BER 5 | 
2 ae 
Lässt man jetzt noch ein viertes Glas hinzutreten, so ist nach 
97. für dieses vierte Glas 
ruhen pp —f 
BT fr’ 
also durch Multiplication, weil offenbar 9,@ — 98) ist, 
Am. PN 
BD! TRI-f®) Pı®9 —fı) 
Nach 9%. ist aber 
ERPINPAIAIENRE EN En 
MAI) BR —f) MM yı®’ 





also 
a . 
| 7,9) — 7,0 -y,9’ 
d. h. es ist, wenn man für 9, 9,®% respective f, f,® setzt, für 
vier Gläser | 


REN a 
NIE Tun 
Wie man auf diese Art immer weiter gehen kann, unterliegt 
nicht dem geringsten Zweifel, und es ist daher in völliger Allge- 
meinbeit für ein System von ö-+1 Gläsern 


Ka REEL Fear 
in Pin: (7 ',@ a 
in welcher Gleichung ebenfalls ein sehr wichtiges und merkwürdi- 
ges Theorem der Dioptrik ausgesprochen ist *). 


*) In einer: spätern Abhandlung werden wir das Obige theils noch etwas 
weiter ausführen, theils verschiedene Anwendungen der in diesem Auf- 
satze bewiesenen, grösstentheils von Möbius gefundenen, von Gauss, 
Bessel und Clausen erweiterten Sätze mittheilen. Die obige Dar- 
stellung derselben dürfen wir wohl als eine uns eigenthümliche in An- 
spruch nehmen. 
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XVI. 


Sur une regle particuliere pour trouver l’&qua- 
tion d’une ligne ou d’un plan, tangent une 
courbe ou une surface du second degre 
Note relative a la construction de la chainette. 


Par 
| Mr. & J. Verdam 


Docteur es sciences et Professeur de Mathematiques ä l’Universite de Leide. 


Sur une regle partieuliere pour trouver l’&quation d’une 
ligne ou d’un plan, tangent une courbe ou une surface 
du second degr& en un point donne.- 


QAuand f=y(lz, y)=0 represente V’equation d’une courbe 
plane, l’&quation d’une droite, touchante, cette courbe en un point, 
dont les coordonnees orthogonales sont =’ et y', sera, d’apres la 
theorie generale du contact des lignes, donnee par 


| y-y- Ya —2); (W 
ou plutöt par 
nn DH -2) =. 


Dans ces &quations =, et y, designent les coordonnees courantes 
de la tangente, et les coefficients differentiels se rapportent au point 
‚de contact; c’est a dire, qu’apres les avoir determine par l’&quation 
de la courbe donnde, on doit substituer aux coordonnees generales 
x, Y, celles x’ et y' du point de contact donne. 

De meme, pour trouver l’equation d’un plan, touchant une sur- 
face donnee en un point donne de cette surface, repr&esentee par 
la fontion generale F=y(x, y xz)=0, on aura l’equation 


| dz dz 
ou plutöt 


a) N re (M) 
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% is Yı, %, ©tant les coordonnees courantes du plan tangent, et 

x, Y, % les coordonnees particulieres du point de contact, et ces 

dernieres sont aussi les quantites que l’on doit mettre, apres la 

differentiation, a la place de x, %; x dans les coefficients diffe- 
sel dz dF 

rentıels Tests etc. 

Ces &quations sont generales, @uand on les applique aux cour- 
bes et aux surfaces du second degre, on trouvera, dans chaque 
cas particulier, l’&quation de la tangente ou du plan tangent pour 
un point determine de cette courbe ou de cette surface, c’est A 
dire pour le point, dont les coordonnees (toujours rectangulaires) 
verifient P’&quation donnee de la courbe ou de la surface. 


Cependant on peut. se servir, pour les courbes et les surfaces 
du second degre, d’une regle generale, laquelle donne tout de suite 
l’equation demandee, sans que la differentiation de la proposee soit 
necessaire. Voici cette regle, extremement simple. 


Soient a, ß, y les coordonne&es du point de contact 
donne, situ@ sur une surface du second degr& donnee 
F=y(z,y, 2)=0. Changez partout 2°? en ax, y? en Py, 
z? en yz, xy en layp\ßx, a2 en lox+!yx, yz en 3Bs-+-!yy; 
x en 3% +40, yen 4y+4P, x en 42-+-4y. Developpez Il’E- 
quation, resultante de cette substitution, et joignez y, 
si cela est besoin, l’eEquation de condition Fo, f, y)=®, 
a la quelle doivent satisfaire les coordonn&es o, ß et y. 
Vous aurez ainsi l’equation du plan tangent d&emande. 
Comme la meme regle's’applique aux fonctions du second degre a - 
deux variables, on obtiendra de meme l’&quation d’une ligne droite, 
tangente une courbe donnee en un point donne. 


Quelques exemples Eclaircisseront cet Enonce. 
1. Soit l’equation d’un cercle 


x” -+ y? —r?, 


Les coordonnees d’un point determine de la circonference &tant 
x —=oety==Pß, on aura d’abord la condition. 


a? —- ß? — r?, 
. d: d 2 2 zb 2 d \ . . 
Puis z — ren) HE ST —y; c’est a dire, relative- 


AP 


: d) sa“ ; 
ment au point a, ß donne, I — 2, Ze: Ainsi l’equation 
(2) deviendra, apres avoir divise par 2, et en designant, pour-plus 
de. simplieite par x et y, sans accents, les coordonndes courautes 
de la droite tangente 
(PP +2 — eo) —0, 
ou bien 

ax + ya? +ß}, 


et ayant egard a l’equation de condition, on a finalement pour V’E- 
. quation de la tangente | | 


x 


oc + Py=r®?. 
Maintenant, en suivant la regle @noncee, on doit remplacer ©? par 
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0x et y? par ßy, et ’on aura, sans aucun calcul preliminaire, Ve-. 
quation de la tangente 


ac + py=r?:. 


r 


2. Soit l’&quation plus generale d’un cercle 
(2 — a)’ + (y— Pb)’ =r?. 


Les equations (1) ou (2) comduiront, pour le point de contact 
x —=a et „Pf, a l’equation de la tangente: 


P—b) y-P)+(a— a) (e—e)—=0; 
ou, ce qui revient au m&me, ‘ | 


v-P=5 7, (x — 0). 


Pour appliquer la regle Enonc&e plus haut, il faut developper pre- 
alablement P’equation donnee, puisque les substitutjons dans les ter- 
mes du second degre& different de celles dans les termes du premier 
ordre. Ainsi la proposee doit &tre Ecrite ainsi 


x” — ax + a” + y? — dy+b*=r?. 


Remplagant 2°, y? par ax, fy; puis x et y dans les termes — 2@.x 
et — 2Öy par 22 +40 et 4y-+-1f, on trouve 
00 — 2alzx +30) + a? + Py— My rsß) + rt, 
ou 
(a — a)2 + (P — b)y— aaa? — PL + lb? —r®. 

Cette &quation pourra €tre consideree comme l’&quation cherchee 
de la tangente. Mais pour la rendre identique avec l’&quation or- 
dinaire, il faut en @liminer ? au moyen de l’&quation de condition 


(.— a? HP Nr? 
Or, &crivant celle ci sous la forme 
| 0? — au + P? — Pb —oa+ a? — Pb + L? —r?. 
et la retranchant de la precedente, on obtient 
(a — a)@ — a? + aa + (P — b)y— P? + Pb 
= (a— 0) — o(a — a) +(Bb)y— BB) 
—(u— 4) («—-0)+ß- 9) y-d)—=0 


comme on.l’a trouve plus haut. 


3. Les &quations de l’ellipse, de P’hyperbole et de la parabole 
b?x° u. a?y? ed, 
2x: — a?y? —a:D?, 


y„’=Ppz, 
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etant traitees suivant la meme regle, donneront de suite les &quations 
des tangentes au point z’=.a, Y„=ß, 
b?ax + a?fy— a”b?, 
b?ax — a?ßy—a?”l?, 
Py = 3Px + na, ou 2fy—=px po, 
que l’on obtient, par un calcul moins direct, suivant les &quations 


(1), @). 


LESTaBUOn de l’hyperbole, rapportee aux asymptotes, &tant 
| Eye, 

on aura, pour l’e&quation de la tangente au point =’—., y Krrt 
27 +30) @y+3P)=eR. 
(«+0) (y+P)—Ac}, 

zy+ aß + Pr —+ ay=Ac’; 
mais 2y=c’ et oß==c?, donc 
px + ay=2c?; 


comme par l’&quation (1) ou (2). Changeant cependant, comme la 
regle l’indique, zy en 3ay-+-3ßx, on a de suite l’e&quation trouvee. 


A. Posant encore l’equation generale des lignes du second 
ordre 


+ axzyr by? + cx + dye=—t0, 
celle de la droite, tangente au point 2’ =o, Y==Pß, sera 
ax + altay-+ 12) + 5By-+ ec -+ 40) + daB +) e—=0, 
ou 
Zu + ap -Ho)2 + (2 ac + d)y-+ uc + Pd-+- 2e =0, 


C’est P’&quation connue de la tangente des courbes du second de- 
. gre. En retranchant !’&quation de condition | 


20? + ?aoß + 208? + ac + ?Pd-+ ?e =0, 
on obtient facilement 
(2a-+ aß-+e) (20) + @B + and) y-)—0, 
a la quelle on parvient au moyen des &quations (1) ou (2). 


5. Les equations des surfaces du second degre etant 
b?c?x? — a°c”y? —- a?b?x? — a?b?c?, 
b?c?x? + a?c?y2 N a?l?2? —— a°b?ct, 


6?c?2° — a?c”y” — a?b?x” — a?b?c?, 
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px? +P'y? — pP x —V, 
px” — P'y’ FPPx —V, 
celles des plans, tangents ces surfaces au point A. 
x’ ==y, seront 


ab?e?2 + Pa?c?y+ ya?ı?z — a?b?c? —V, 
ob?c?x + Ba?c?y— ya?b?z — a?b?c?: —V, 
ab?c?x — Pa?c?y — ya?b?z — a?b?c?” —V, 
2py2 + Why — pp'x — pp —d, 
2pr3 — PPy pp x TFppa—V; 
les quelles ne different de celles, donndes par l’equation (3) ou,(A), - 
quand on &limine les termes constants au moyen des &quations de 


condition. 
L’equation generale des surfaces du second degre 


ax” + day? + a"? + %bry + 2l 22 + 20" yz 
+ 2c2 + 2cCy—+2cz + d—=V0 
etant traitee de la m&me maniere, donne i 
az tapyta'yzr2bzay+zß2)+20 Gyx-+302) +20’ Gyy3Px) 
+2 2420 )+2e (2 yH3P)+2e" E37) +0, 
ou, en developpant, 
(aa-+-bB-+b'y+c)2+(a' Pf +ba-+-b’y-c)y+-(@”’y4-ba-b"B+-c")z 
+0ac+ Be -+Yc"+ ZW, a 
comme on la donne dans les traites de geometrie analyfique, et en 


eliminant d, au moyen de l’&quation de condition, on l’obtient sous 
P’autre forme usitee, donnee par P’&quation (3) ou (A). 


Il y avoit plusieurs anndes que je m’etois servi de la regle ex- 
posee, avant que je connoissois l’ouvrrage de Mr. Puissant „Re- 
„ceueil de diverses propositions de Geometrie, resolues 
ou demontrees par l’analyse algebrique. 

Dans le chapitre Il. de la seconde section, et dans le 
chapitre VI. de la troisieme section de cet ouyrage (Edition 
de 1824) on'trouve exposee une Regie de Mn&monique pour 
retrouver de suite l’&equation d’une tangente et du plan 
tangent. Cette regle revient au fond a celle, qui est expliquee 
dans cette note, la quelle neanmoins pourroit paroitre plus expedi- 
tive et plus complette. Quant a la demonstration, on peut la faire 
en suivant la marche, indiquee par Mr. Puissant; elle derive 
aussi de l’application des &quations differentielles (1), (2), 8), (9; 
enfin, pour les foncetions homogenes du second ordre, on pourroit 
se servir d’un theoreme, mentionne dans le calcul differentiel de 
M. L’Abbe Moigno, 13 Legon, art, 64. 


- 





v. 
Läterarischer Bericht. 





Einleitung in die Mathematik. Methodik. 


Encyclopädische Uebersicht der Mathematik nach 
Begriff, Methode, Nutzen, Eintheilung und Lehrvor- 
trag derselben. Von Dr. Joh, Jos. Ign. Hoffmann. Frank- 


furt a. M. 1841. 8. 8 ger. i 


Ueber den mathematischen Unterricht in Real-Schu- 
len von J. A. Pflanz. Stuttgart. 1841. 8. 6 ggr. 


Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


Lehrbuch der Mathematik für Gymnasien von Carl 
Gustav Wunder, Prof. an der Königlichen Landesschule- 
St. Afra in Meissen. Vierter Theil. Die Stereometrie, 
ebene und sphärische Trigonometrie und die Lehre.von 
den Kegelschnitten. Mit eilf Figurentafeln. Leipzig. 
1841. 8, 2 Thlr. | 

Mit diesem vierten Theile ist dieses Werk, welches wir für 
eins der gründlichsten und vollständigsten der in neuerer Zeit er- 
schienenen Lehrbücher der Elementar - Mathematik halten, beendigt. 
Ueber die Art, wie dasseibe bei’m Unterrichte auf Schulen mit dem 
meisten Erfolg zu gebrauchen ist, hat sich der Herr Vf. in den 
Vorreden zu den verschiedenen Theilen mit vollkommener Deut- _ 
lichkeit ausgesprochen. und dadurch selbst am besten die Zweck- 
mässigkeit seines ganzen Plans den Lesern vor die Augen geführt. 


Band Il. d 


— 
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Der vorliegende vierte T'heil enthält manches Eigenthümliche, wie 


vv“ 


2. B. einen allgemeinen Beweis der bekannten Ausdrücke für. 


sin (£ =) und cos («—Pß), Einiges in der Behandlung der Ku- 
geldreiecke, in der analytischen Darstellung der Lehre von den 
Linien des zweiten Grades, u. s. w. In der 'Trigonometrie nament- 


lich sind die den verschiedenen Aufgaben ee vollständig. 


ausgerechneten Beispiele eine sehr zweckmässige Zugabe und ge- 
währen jedenfalls dem Lehrer grosse Erleichterung bei’'m Unter- 
richte, Auch hat der Herr Vf. überall, wo es die Natur des Ge- 
genstandes gestattete, die Anwendungen, welche sich von den vor- 
getragenen theoretischen Tkehren machen lassen, besonders berück- 
sichtigt, welches der Belebung des Vortrags und der Erhöhung des 
Interesses der Schüler an dem mathematischen Unterrichte nicht 
anders als äusserst förderlich sein kann. Gutes Papier und deut- 
licher Druck dienen dem Buche ebenfulls sehr zur Empfehlung. 


Vollständiger Lehrkurs der reinen Mathematik von 
L.B. Francoeur. Nach der vierten verbesserten und ver- 
mehrten Original-Ausgabe (1857) aus dem Französischen 
übersetzt, mit Anmerkungen und’ Zusätzen versehen, 
von Dr. E. Külp, Lehrer der Math. und Physik an der 
höhern Gewerbschule zu Darmstadt, Ersten Bandes 
erstes Buch. Die Arithmetik. Ersten Bandes zweites 
Buch. Die niedere Algebra. Ersten Bandes drittes Buch. 
Die Elementar-Geometrie. Ersten Bandes viertes Buch. 
Die analytische Geometrie in der Ebene Zweiten Ban- 


des erstes Buch. Die höhere Algebra. Bern, Chur und 


Leipzig. 1839 —184l, 

Francoeur’s Werk über die gesammte reine Mathematik ist in 
Deutschland hinreichend bekannt und in Frankreich wegen seiner 
Deutliehkeit und Vollständigkeit sehr beliebt, wovon schon die wie- 


derholten Auflagen desselben hinreichend zeugen. Seine Uebertra- | 


gung in’s Deutsche, wenn wir dieselbe auch nicht gerade für ein 
Bedüurfniss halten können, ‚erscheint doch, wie auch der Herr Üeber- 


setzer in der Vorrede bemerkt, dadurch gerechtfertigt, weil wir im 
Deutschen unsers Wissens kein Werk besitzen. in welchem sich 


die gesammte reine Mathematik von ihren niedrigsten bis zu ihren 
höchsten Theilen in einem systematischen Zusammenhange, wie 
dies in dem Werke von Francoeur versucht worden ist, dargestellt 
findet. Wir glauben daher, dass in dieser Beziehung .die vorlie- 
gende Uebersetzung, welche als solche nichts zu wünschen übrig 
zu lassen scheint, der französischen Sprache unkundigen Lesern 
erwünscht und angenehm sein wird. An’s Einzelne einzugehen, 
verbietet uns hier um so mehr die Beschränktbeit des Raums, je 
mehr wir uns vorauszusetzen berechtigt halten, dass das Original 
auch in Deutschland längst hinreichend bekannt ist. Der Herr 
Uebersetzer wird gewiss auch die noch übrigen, die. höhere Analy- 
sis betrefienden Theile bald folgen lassen. 


Lehrbuch der Mathematik und Physik für staats- 
und landwirthschaftliche Lehranstalten und Kame- 


ralisten überhaupt von J. A. Grunert. Zweiter Theil. 


Zweite Abtheilung. Geodäsie oder die Lehre vom Auf- 
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nehmen, das Nivelliren und die Markscheidekunst. Leip- 
zig. 1842. 8. ‘ 
S, Praktische Geometrie. 


Handbuch der Arithmetik, Geometrie, Stereometrie, 
Trigonometrie und deren ‚praktische Anwendung für 
Forstmänner, Militärs, Beamte, Geometer und Alle, 
welche sich in dieser Wissenschaft selbst unterrichten 
wollen, von Peter Reber. , I. Abtheilung enthält: die 
reine und angewandte Arithmetik. Kempten. 1841: 8. 
il Thlr. 8 ggr. | 


Katzfey:- Lehrbuch der Mathematik für Gymnasien, Köln. 
: Tblr. j 


- Arithmetik. 


Ernst Gottfried Fischer’s Lehrbuch der Arithmetik 
für Schulen. Zweite Auflage. Bearbeitet von E. F. 
‚August. Leipzig. 1842. 8. 1 Tblr... (Lehrbuch der Ele- 
mentar-Mathematik zum Gebräuch in den oberen Klas- 
sen gelehrter Schulen nebst Anhängen und Anmerkun- 
sen für solche, welche über. die &ränzens des Schulun- 
terrichts hinausgehen wollen. Von E. G. Fischer. Zwei- 
ter Theil.) \ 

Der verdiente Herr Herausgeber der,zweiten Auflage des zwei- 
ten Theils dieses. vorzüglichen mathematischen Lehrbuchs sagt in 
der Vorrede über seinen Antheil an: dieser neuen Auflage: ,‚Das 
„Buch hat ‚durch engern Druck und Auslassung. unwesentlicher 
„Sätze, die durch andere kürzer 'gefasste iersetzt wurden, an äusse- 
„rem: Umfange verluoren, aber, wie ich hoffe, an: Brauchbarkeit ge- 
„wonnen. Ueberall wird es ohne Störung neben .der ersten Auf- 
„lage gebraucht werden können, und in Verbindung mit der dafür 
„eingerichteten Beispielsammlung (Sammlung: von Uebungsbeispielen 
„und Aufgaben zu E. @. Fischers Lehrbuch der Arithmetik von 
„Dr. E. Fischer. Berlin. 1836.) zum gründlichen und erfreulichen 
„Studium der Mathematik auf Gymnasien ‚und: höhern Bürgerschu- 
‚len andauernd beitragen können.“ | 

Mehr über das Buch hier zu sagen , halten wir für überflüssig, 
da seine Einrichtung längst, bekannt ist. Aber über einen Punkt 
müssen wir uns hier noch äussern, über welchen der Herr Heraus- 
Bepre sich in der Vorrede sehr riehtig ausspricht. - Wir meinen das 

usarbeiten von Heften über den Vortrag des Lehrers bei’m mathe- 
matischen Unterrichte auf Schulen, , welches bekanntlich in neuerer 
Zeit mehrfachen Widerspruch gefunden hat. Nach unserer Erfah- 
rung‘, die wir wohl eine vieljährige nennen dürfen, ist dieses Aus- 
arbeiten von Heften namentlich bei einem Kreise minder fähiger 
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Schüler ein sehr ‘wesentliches Erforderniss zum Gedeihen des ma- 
thematischen Unterrichts, wenn sich vorzüglich der Lehrer die mög- 
lichst gleichmässige Ausbildung einer ganzen Klasse zur Aufgabe 
gemacht hat, und hat auch noch vielfachen andern Nutzen für die 
allgemeine geistige Ausbildung‘ des Schülers. Und wenn wir auch, 
unter der nie zu erlassenden Bedingung, dass der Leh- 
rer seinen Vortrag streng an ein gutes Lehrbuch an- 
schliesst, zur Ersparung von Zeit die Ausarbeitung des sogenanu- 
ten Hauptheftes aufzugeben oder vielmehr in den eigenen Willen und 
Fleiss der Schüler zu stellen uns entschliessen möchten, so würden 
wir doch niemals die mit grösster Sauberkeit und ‚grösstem- Fleisse, 
auszuführende Ausarbeitung des sogenannten Uebungsheftes erlas- 
sen, wodurch u. A. der Schüler eine Sammlung von nicht in den 
gewöhnlichen Lehrbüchern stehenden Sätzen und Aufgaben erhält, 
die für ihn von bleibendem Werthe sein, und ihm den grössten 
Gewinn für seine mathematische Bildung bringen muss. Unge- 
fähr wenigstens in gleichem Sinne spricht auch der Herr Her- 


ausgeber sich aus. 


Olivier: Arithmetique usuelle, cours complet de calcul theori- 
que et pratique. Paris. 1841. 12. 2 Fr. 50 c. 


Raccolta di problemi di Aritmetica, proposti sopra 
casi I piu frequenti nella vita commune e disposti coi 
respettivi risultati in ordine ai paragrafı di testi supe- 
riormente prescritti nelle scuole elementari del regno 
. Lombardo-Veneto da Antonio Clementini. Vicenza, 
1841. — Quattro parti in due fascicoli. 

Saigey: Les poids et mesures du systeme metrique dans leurs 
simplicite primitive. Ö6me edition. ‘Paris. 18. 15 Fr. | 


Die Reihenfolge der Elemente bei den Versetzungen 


mit und ohne Wiederholungen aus einer oder mehrern 
Elemeuten-Reihen und ihre Anwendung auf Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, nebst einer Berechnung des Vortheils 
der Bank bei dem Pharao, mit fünf Tabellen. Von Dr. 
L. Oettinger, Prof. an der Univ. Freiburg i. B. Freiburg 
1841. A. 16 ggr. 

Die in dieser lesenswerthen Abhandlung aufgelösten und auf 
die Wahrscheinlichkeitsrechnung angewandten combinatorischen Pro- 
bleme sind folgende: 

Die Versetzungen mit Wiederholungen aus den Elementen 
@,, Ay, @yy...@m zur pten Klasse werden gebildet. Wie gross 
ist die Anzahl derjenigen Gruppen, worin wenigstens % Elemente 
in der natürlichen Ordnung ihrer Stellenzahlen hinter einander er- 
scheinen? Ä 

Die Versetzungen ohne Wiederholungen aus den Elementen 
Ay Ey, Ay,...Am zur pten Klasse werden gebildet. Wie gross 
ist die Zahl der Gruppen, worin wenigstens % Elemente in der 
Reihenfolge ihrer Stellenzahlen erscheinen? | 

Die Versetzungen mit Wiederholungen aus 72 Elementen: wer 
den zur (»s)ten Klasse gebildet und in s Abtheilungen geschieden 
angenommen. Die » Elemente einer jeden Abtheilung werden als 
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zusammengehörig betrachtet. Wie gross ist die Anzahl der Grup- 
pen,: worin » zusammengehörige Elemente nur eine und dieselbe 
Stellenzahl tragen? Fa ! 

Die Versetzungen obne Wiederholungen aus # Blementenreihen, 
von denen jede at Elemente zählt, werden zur (ps)ten Klasse ige- 
bildet und in,s Abtheilungen zu je » Elementen geschieden ange- 
nommen. Die » Elemente einer jeden Abtheilung werden als zu-_ 
sammengehörig betrachtet. Wie gross ist die Anzahl der Gruppen, 
worin 2, in eine Abtheilung gehörige, Elemente nur eine und .die-' 
selbe Stellenzahl tragen ? 

' Die Versetzungen mit Wiederholungen werden aus »2 Elemen- 
ten zur pten Klasse gebildet. ‘Wie gross ist die Anzahl der Grup- 
pen, worin irgend ein Element. ‘wenigstens /mal hinter einander 
erscheinen wird? ; hr 

Die Versetzungen ohne Wiederholungen aus # Elementenreihen, 
von denen jede 72 Elemente zählt, werden zur pten Klasse gebil- 
det. Wie gross ist die Zahl der Gruppen, worin wenigstens 
Elemente von einer uud derselben 'Stellenzahl hinter einander er- 
scheinen ? 

Ausserdem enthält diese Abhandlung noch eine Anwendung auf 
die Berechnung des Vortheils der Bank bei’m Pharao, welche hier 
vollständiger als irgendwo; von zwei verschiedenen Ansichten aus 
entwickelt und: durch ‚die fünf beigefügten Tabellen,, wenn sie 
in bestimmten; Fällen numerisch ausgeführt werden soll, erleich- 
tert wird. 


The Theory of Equations. By the Rev. Robert Mur- 
phy. As. cloth. 


Gregory: Differential and integral caleulus. 8. 18 sh, 


Geometrie. 


-Die ersten Elemente der Geometrie und Trigonome- 
trie von M. Beck, Lehrer der Mathematik am Gymnasium 
zu Bern. Bern, Chur und Leipzig, 1842. 8. 

In der ebenen Geometrie und Stereometrie hält sich der Vf. an 
Legendre, in der ebenen ‚und sphärischen Trigonometrie an Le-, 
febure de Fourcy. Die Därstellung ist deutlich und das, Buch 
kann. in den Händen eines geschickten Lehrers mit Nutzen bei’m 
Unterrichte gebraucht werden. Besondere Eigenthümlichkeiten, wo- 
durch. dasselbe sich von andern Büchern ähnlicher Art unterschiede, 
haben wir nicht gefunden, wenn man nicht etwa die Trennung der 
Aufgaben von den Lehrsätzen in ‚der ‚Geometrie, worin .der Vf. sei- 
nem Vorbilde Legendre treu geblieben ist, als eine solche be- 
trachten will. Ob aber diese Trennung gerade bei’m ersten geo- 
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metrischen Unterrichte anzurathen und fruchtbringend ist, müssen 
wir dahingestellt sein lassen, da es uns an bestimmten Erfahrungen 
in dieser Beziehung fehlt, indem wir immer dem euclidischen Wege 
gefolgt sind und noch folgen. Schönes Papier, deutlicher Druck 


und gut ausgeführte Figurentafeln dienen dem Buche zur Empfeh- 
lung. | 


Geometrie für Realschulen, mitZugrundlegung eines 
neuen Systems der Geometrie und mit vielen Uebungs- 
aufgaben. Von J. A. Pflauz. Erster und zweiter Theil. 
Stuttgart. 1841. 8 1 Thlr. 

Der erste Theil führt den besondern Titel: Die construi- 
rende Geometrie. Planimetrie und Stereometrie enthal- 
tend. Nach einem neuen Systeme geordnet. Der zweite ' 
Theil ist mit dem besondern Titel: Die vergleichende Geome- 
trie. Die allgemeine Proportionslehre und deren An- 
wendung auf geometrische Figuren versehen. Aller- 
dings trägt der Verfasser in dem ersten Theile bloss die Lehren 
der ebenen Geometrie und der Stereometrie vor, welche den Begriff 
des Verhältnisses und der Proportion nicht voraussetzen, und ver- 
weiset die ganze Lehre von den Proportionen in den zweiten Theil. 
Walhırscheinlich soll wohl in dieser Sonderung das neue System 
des Vfs. bestehen; denn sonst haben wir nichts in dem Buche ge- 
funden, wodurch sich dasselbe von andern Lehrbüchern der Geo- 
metrie wesentlich unterschiede. Unter den Uebungsaufgaben ist uns 
auch nichts Neues aufgestossen. 


Theorie der Parallelen von Dr. Eduard Lyncker. 
Wien. 1841. 8. 

Dass Parallelentheorieen nur ın ausserordentlichen Fällen in 
dem Archive beurtheilt werden sollen, ıst schon in Nr. Il. S. 30. 
bemerkt worden. 


Darley’sgeometricalcompanion. I2mo. As. Öd. cloth. 


Disquisitiones de polygonis solidis et polyedrissim- 

a Scripsit Jo. Henr. Traug. Müller, Gymnasii 
rnestini Director. Gothae. 1841. A. 

Ueber den Inhalt dieser Abhandlung, durch welche ‚jedenfalls 
die Stereometrie in mehreren Beziehungen gefördert wird, und die 
uns auch für die Mineralogie nicht ohne Wichtigkeit zu sein scheint, 
wollen wir im Folgenden etwas ausführlicher berichten. 

Unter einem einfachen körperlichen zecke versteht der 
Vf. ein Polyeder von z Scheiteln, ın welchem für je zwei benach- 
barte Scheitel nicht mehr als ein Paar Ebenen als Seitenflächen 
(Seiten) vorhanden sind, die durch diese beiden Scheitel zugleich 
hindurchgehen. ; | 

Das einfache körperliche zseit dagegen ist ein Polyeder 
von z Seitenflächen, in welchen für je zwei benachbarte‘ solche 
Ebenen nicht mehr als ein Paar Scheitel als Ecken vorhanden sind, 
die in diesen beiden Ebenen zugleich liegen. | 

Um für’s Erste alle besonderen Fälle auszuschliessen, nimmt der 
Vf, an, dass 

in jedem solchen zecke keine vier Scheitel in ‚einerlei Ebene 
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liegen, und in jedem solchen zseite keine vier Ebenen durch 

einen und denselben Punkt gehen, # 
was auf die Allgemeinbeit der Betrachtungen olue Einfluss ist, da 
sich. aus diesen Gestalten alle übrigen mit, Leichtigkeit ableiten 
lassen. 

Werden im zeck drei nicht benachbarte Seiten bis zu ihrem 
gemeinschäftlichen Durchschnittspunkt erweitert, und im seit drei 
nicht benachbarte Scheitel durch eine Ebene verbunden, so entsteht 
bezüglich ein-Nebenscheitel oder eine Nebenseite. Die Ne- 
benkanten aber gehen dort aus der Verbindung zweier nicht be- 
nachbarten Scheitel, und hier aus der Begegnung zweier nicht be- 
nachbarten Seiten hervor. 

Aus jenen Bestimmungen folgt unmittelbar, dass in allen sol- 
chen zecken alle Seiten, und in allen solchen seiten alle Ecken 
dreikantig siad, während dort die Ecken und hier die Seiten mehr- 
kantig sein können. 

Da es zu jedem solchen zecke. ein correspondirendes zseit 
giebt, so dass immer einer- »2kantigen Ecke in jenem eine »kan- 
tige Seite in diesem, und umgekehrt, entspricht, so hat der Vf. 
die Vjelseite zunächst ganz ausser Acht gelassen und sich auf die 
Betrachtung der Vielecke beschränkt. 

Hierauf hat der Vf. die Grundeigenschaften dieser Körper näher 
betrachtet und gezeigt, wie man auf recurrirende Weise alle mög- 
lichen zu denselben z Scheiteln gehörigen körperlichen zecke an- 
geben, ihren Seiten und Kanten nach vollständig bezeichnen, de- 
ren Anzahl bestimmen und zugleich diese Vielecke nach der Be- 
schaffenheit ihrer Ecken classifieiren kann. 

Legt man durch einen Punkt p, welcher mit keinen drei Schei- 
‚teln eines gegebenen körperlichen zecks in einerlei Ebene liegt, 
und durch eine continuirliche in sich selbst zurückkehrende Folge 
von Kanten dieses Vielecks &ben so viele Ebenen und lässt das 
von jener Umkantung begrenzte Stück der Vielecksoberfläche ver- 
schwinden, so entsteht unter gewissen Beschränkungen durch eine 
solche Entseitung, die auch zugleich eine Entkantung wer- 
den kann, ein Polyeder von (2-+1) Scheiteln, welches 2 Seiten 
und 3 Kanten mehr hat, als das ursprüngliche. 

Hieraus wird gefolgert, dass jedes solche einfache zeck 42»—2) - 
Seiten und 3(2— 2) Kanten etc., und eben so jedes zseit 2(2—2) 
Ecken und 3(2—?2) Kanten ete. hat. | 

Sollen nun zunächst alle zu denselben fünf Scheiteln gehören- 
den einfachen Fünfecke aufgefunden werden, so ergiebt sich aus 
den verschiedenen Entseitungsweisen des Tetrxeders, dass nur zehn 
verschiedene Fünfecke möglich sind. Werden eben so die Sechs- 
ecke aus den Fünfecken abgeleitet, so erhält man (180 4-15) ver- 
schiedene Polyeder, welche durch dieselben sechs Scheitel bestimmt 
werden u. s. w. 

‘Diese Vielecke. lassen sich nach bestimmten Gesetzen durch 
ihre Seiten ausdrücken, wozu bis einschliesslich zu allen Sieben- 
ecken: die. Vorschriften gegeben sind. 

Auch lassen sich die zu einerlei Scheiteln gehörigen Formen 
nach den Anzahlen der darin vorkommenden 3-, 4-, 5-,.., (2—I1)- 
kantigen Ecken gruppiren. So enthält jedes Fünfeck 2 dreikantige 
und 3 vierkantige Ecken was der Vf. mit 2, 3, bezeichnet hat; 
während im Sechseck entweder alle Ecken vierkantig oder 2 Ecken 
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drei-, 2 Ecken vier-, und 2 Ecken fünfkantig sind, so dass alle 
Sechseeke zu einer der beiden Formen 6, oder 2, 2, 2, gehören 
u. Ss. w. > 

An den Siebenecken ist gezeigt worden, wie man aus jeder 
besondern Form eine oder mehrere ganz allgemeine für jede Zahl 
von Scheiteln ableiten und mit derselben Leichtigkeit auch darstel- 
ien könne. So sind aus der Siebenecksform 2, 2, 2, 1, die bei- 
den allgemeinen 2, 2, 2, (2—6), und 2, 2, (2—5), 1n-ı abge- 
leitet worden. 

Ausserdem ist noch angegeben worden, wie sich alle Haupt- 
formen der »ecke, welche in der allgemeinen a, 5b, c, da - » Un-ı 
enthalten sind, durch Auflösung der beiden zusammengehörigen un- 
‘ bestimmten Gleichungen 


1.6+2.0+-3.d+..+(2 — Alu =3(» — 4), und 
„80 b+ c+ d-+..+ u N. 


darstellen lassen, wo a, b, c, d,.., die durch Rothe eingeführte 
Bedeutung haben. Diess aber sind ganz die nämlichen Gleichun- 
gen, welche man aufzulösen hat, wenn in der Entwickelung von 
(a -+b2 + c2° + dx: ...)* der Coefficient von 23@—# unab- 
hängig von allen übrigen gefunden werden soll. 

Von besondern Gestalten ist bloss eine hervorgehoben, welche 
die Grundform der vollständigen und abgekuppten Pride sowie 
der Prismen bildet. | 


Lehrbuch der descriptiven Geometrie von Dr. B. Gug- 
ler, Prof. an. der polytechnischen Schule und der Kreis- 
&ewerbschule zu Nürnberg. Mit 11 Kupfertafeln. Nürn- 
berg. 1841. 8, 1 Thlr. 20 ggr. 

Sehr gut gezeichnete und gestochene Kupfertafeln, welche bei 
einem solchem Werke jedenfalls ein wesentliches Erforderniss sind, 
deutliche Darstellung, fast völlige Ausschliessung analytisch - geo- 
netrischer Vorkenntnisse und ziemliche Vollständigkeit empfehlen 
dieses Lehrbuch der descriptiven Geometrie. 


Ausführliches Lehrbuch der analytischen oder hö- 
hern Geometrie zum Selbstunterricht:. Von H. B. Lüb- 
sen. Hamburg. 1842. 8. 20 ggr. 

Dieses Lehrbuch der Elemente der analytischen Geometrie in 
der Ebene und im Raume, mit Einschluss der Lehre von den Ke- 
zelschnitten und der Lehre von den Flächen des zweiten Grades, 
erfüllt nach unserer Ueberzeugung seinen Zweck: von Anfängern 
ın der analytischen- Geometrie als Leitfaden bei’'m Selbststudium 
dieser schönen Wissenschaft gebraucht zu werden, recht gut, und 
verdient in dieser Beziehung alle Empfehlung. Vorzüglich tragen 
114 in den Text eingedruckte sehr gut ausgeführte Holzschnitte 
wesentlich zur Deutlichkeit und zur Veranschaulichung der, ersten 
Anfängern immer etwas abstrakt vorkommenden Lehren der analy- 
tischen Geometrie bei, obgleich wir freilich auch auf der andern 
seite nicht verhehlen können, dass, von dem rein wissenschaft- 
lichen Standpunkte aus betrachtet, dieses fortwährende Anschliessen 
an eine Figur uns keinesweges der grossen Allgemeinheit, welche 
die analytische Geometrie in allen ihren Partieen zu erreichen 
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strebt, zu entsprechen und gemäss zu sein scheint, weshalb auch 
durch das vorliegende Buch das Studium anderer, allgemeiner ge- 
haltener Werke über analytische Geometrie durchaus nicht über- 
flüssig gemacht werden, sondern vielmehr einem Jeden, wer die 
‚ analytische Geometrie in ihrem eigentlichen Wesen kennen lernen 
will, sehr anzurathen sein dürfte. Für den ersten Unterricht kann 
aber, wohin wir uns schon oben ausgesprochen haben, das vorlie- 
sende Buch einem jeden, der sichern Leitung eines Lehrers ent- 
behrenden Anfänger recht sehr empfohlen werden. Als Einleitung 
sind Betrachtungen über das Wesen, den Zweck und den prakti- 
schen Nutzen der analytischen Geometrie vorausgeschickt. 


Das Programm der Realschule zu Düsseldorf von Mi- 
chaelis 1841 enthält die folgenden Abhandlungen: 

Beschreibung einer neuen Blasmaschine am minera- 
logischen Löthrohr von Joseph Duhr. | 

Einige neue Lehrsätze, aufgestelltund bewiesenvon 
dem Director Dr. Franz Heinen. 

Beide Abhandlungen sind beachtungswerth. Die von Herrn 
Director Heinen mitgetheilten neuen geometrischen Lehrsätze be- 
‚treffen sämmtlich die Kegelschnitte und lassen sich auch bei’m Un- 
terrichte zweckmässig als Uebungen benutzen. Wir werden von 
denselben vielleicht künftig Einiges in dem Archive mittheilen. 


Praktische Geometrie. 


Geodäsie oder die lhehre vom Aufnehmen, das Nivel- 
liren und die Markscheidekunst von Joh. Aug. Grunert 
(Lehrbuch der Mathematik und Physik für staats- und 
landwirthschaftliche Lehranstalten und Kameralisten 
überhaupt. Zweiter Theil. Zweite Abtheilung). Mit 
dreizehn Figurentafen. Leipzig. 1842. 8. 

Bloss mit Hülfe elementarer Lehren der Mathematik führe ich 
in diesem Lehrbuche der Geodäsie den Lehrling so weit, dass er 
als Schlussstein seines Wissens lernt, wie bei Messungen von . 
grösserer Ausdehnung die sphärische. Gestalt der Erde mit Hülfe 
des Legendre’schen Theorems zu berücksichtigen ist. Um so we- 
nig als möglich Vorkenntnisse vorauszusetzen, habe ich selbst die 
sphärische T’rigonometrie ausgeschlossen und Alles bloss mit Hülfe 
der ebenen Trigonometrie entwickelt, wobei es natürlich erforder- 
lich war, einige nothwendige Sätze der sphärischen Trigonometrie 
in den Vortrag selbst mit zu verflechten. Auf die Beschreibung 


und Berichtigung der Instrumente, unter diesen auch des Heliotro- 


pen, ist vorzügliche Sorgfalt verwandt worden. Besonders habe 
ich mich eines systematischen Ganges befleissigt, der öfters in den 
Lehrbüchern der Geodäsie vermisst wird. Was mir eigenthümlich 
ist, werden Kenner leicht herausfinden; jedoch möchte ich auf die 
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. ganz elementare Theorie der Fehler der Dreiecke, auf die Theorie 
des Höhenmessens mit 'dem-Barometer, welche, wie ich glaube, mit 
solcher Strenge und Evidenz wie in diesem Werke hübas durch 
ganz elementare Hülfsmittel noch nicht entwickelt worden ist, auf 
die Lehre von der terrestrischen Sfrablenbrechung und auf die Be- 
weise der bekannten Reihen für sin x und cos = im siebzehnten 
Kapitel besonders aufmerksam zu machen und hinzuweisen mir er- 
lauben. Auf die neuesten Methoden ist natürlich überall vorzugs- 
weise Rücksicht genommen worden, und vorzügliche Aufmerksam- 
keit habe ich insbesondere der Coordinatenmethode gewidmet. die 
nach meiner Meinung nicht genug empfohlen werden kann, und'in 
den meisten ältern lLehrbüchern der Geodäsie leider nur zu sehr 
vernachlässigt oder ganz oberflächlich behandelt wird. Ueber die 
genauen Methoden zur Messung einer Basis und die dabei noth- 
wendigen verschiedenen Berücksichtigungen ist auch ziemlich aus- 
führlich gehandelt worden, und so glaube und wünsche.ich, dass 
dieses Lehrbuch der Keodäsie geeignet sein möge, ältere zum Theil 
weit voluminösere Werke über seinen‘ in jeder Beziehung so. höchst 
wichtigen Gegenstand nicht bloss auf eine zweckmässige Weise zu 
ersetzen, sondern den Lehrling selbst einen ziemlichen Schritt wei- 
ter zu führen, als in (diesen ältern Werken geschieht, ‚und mit den 
Fortschritten, welche die Geodäsie in neuerer Zeit gemacht. hat, 
innerhalb der durch den Zweck des Werks nothwendig  gesteckten 
Gränzen, bekannt zu machen. 

Zugleich benutze ich diese Veranlassung, die Leser dieses Lehr- 
buchs der Geodäsie darauf aufmerksam zu machen, dass sich auf 
S. 133 bei einem übrigens höchst elementaren Gegenstande ein 
Rechnungsfehler eingeschlichen und bis auf S. 134 fortgepflanzt hat, 
worauf ich, was hier mit dem verbindlichsten Danke zu bemerken 
meine Pflicht ist, zuerst von H. Prof. Dr. von Langsdorff ‘in Mann- 
heim aufmerksam gemacht worden bin. Diesen Fehler zu verbes- 
sern ist hier nicht der Ort, und ich bemerke daher nur, dass der 
noch in diesem Jahre erscheinenden Isten Abth. des 2ten T'heils 
ein, die richtigen Formeln enthaltender Carton beigelegt werden 
soll, welcher übrigens auch ‘schon jetzt durch jede Buchhaudlun 
von der Schwickertschen Buchliandlung in Leipzig unentgeldlich 
‚bezogen, und’ statt des fehlerhaften Blattes eingeheftet werden kann. 

Grunert. 


Trigonometrie. _ | ge 


Ein Schema zur Erleichterung des Elementarunter- 
richts in der Trigonometrie u. s. w. von Dr. E. W. Grebe, 
ordentlichem Hauptlehrer am Gymnasium zu Cassel. 
‚Cassel. 1840. 4. t 

Das in dieser Schrift mitgetheilte zweckmässige Hülfsmittel 
zur genauen Einprägung der Grundformeln der &@eometrie und Tri- 
gonometrie in «das Gedächtniss verdient Lehrern der Mathematik 
zur Beachtung empfohlen zu werden. 
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A, F. Padley: Solutions of trigonometrical problems, together 
with problems for exercise, 8. Al sh. 


Mechanik. 


Navier: Resum& des legons de mecanique donnees a l’&cole 
Polytechnique. Paris. 1841. 8. 9 Fr. 


Die Mechanik in Anwendung auf Künste und Ge- 
werbe. Zweite Abtheilung. Die Mechanik flüssiger 
Körper. Für Praktiker bearbeitet von Dr. W. A. Rüst, 
Docenten an der Univers. zu Berlin. Berlin. 184l. 8. 
1 Thlr. 6 ggr. | | 

Den 1sten Theil s. Nr. H. S. 34. 


Die geometrischen Constructionen der ebenen und 
konischen excentrischen Rad- und Zahn-Curven. Für 
‚den Selbstunterricht bearbeitet. von Theodor. Schöne- 
mann. Berlin. 1842. 8. 16 ggr. 


Auch in geometrischer Beziehung beachtungswerth. 


Favier: Essai sur les lois du mouvement de traction 


et leur application au trace des voies de communication. 
Paris. 184l. 8. 6 Fr. 50 c. 


Astronomie. 


Astronomische Untersuchungen von Friedrich Wil- 
helm Bessel. Erster Band. Königsberg. 1841. 4 6 Thlr. 
Der Inhalt dieses höchst wichtigen Werkes ist folgender: 

I. Theorie ‚eines mit einem Heliometer versehenen Aequatoreal- 
Instruments. - 2 | | | 

ll. Besondere Untersuchung des Heliometers der Königsberger 
Sternwarte. | | 

11. Einfluss der Strahlenbrechung auf Mikrometerbeobach- 
tungen. 

IV. Einfluss der Präcession, Nutation und Aberration auf die 
Resultate mikrometrischer Messungen. 

V. Beobachtungen verschiedener Sterne der Plejaden. 

VI. Ueber die scheinbare Figur einer unvollständig erleuchte- 
ten Planetenscheibe. | 

VI. Beobachtungen der gegenseitigen Stellungen von 38 Dop- 
pelsternen. | n 

VI. Ueber den Doppelstern p Ophiuchi. | 

Die Abhandlungen 11., IV., V. sind ganz neu. “Ueber die Ge- 


32 


genstände der übrigen ‚Abhandlungen hat Bessel schon früher 
theils in den Königsberger Beobachtungen, den Astronomischen 
Nachrichten, der monatlichen Correspondenz und den Abhandlungen 
‚der Berliner Akademie der Wissenschaften Arbeiten bekannt ge- 
macht. Fast alle diese frühern Abhandlungen werden aber hier 
theils mit vielen Zusätzen bereichert, theils ganz neu bearbeitet 
geliefert, und überhaupt ‚ist nach des berühmten Vfs. eigner An- 
gabe ‚.die Veranlassung des gegenwärtigen Werkes nicht sowohl 
„der Wunsch, frühere Abhandlungen und Aufsätze an Einem Orte 
„zusammenzustellen, als das, durch Vermehrung der Hülfsmittel zu 
„einer Untersuchung, oder durch Erlangung besserer Einsicht in 
„ihre Natur, in vielen Fällen herbeigeführte Bedürfniss, an frühere 
„Arbeiten mehr oder weniger wesentliche Verbesserungen anzu- 
„bringen.“ Die sonst ganz neue Abhandlung Nr. Vi. enthält auch 
in $. 13.—$. 16. die von dem Vf. in Schumachers astronomischen 
Nachrichten. Nr. 415. abgesondert bekannt gemachten Unter- 
suchungen über die Grundformeln der Dioptrik, welehes wir hier 
wegen der Wichtigkeit und Merkwürdigkeit dieser Untersuchungen 
besonders hervorheben. In der Bibliothek keines Astronomen 
wird dieses in so vielen Beziehungen ausgezeichnete und wichtige 
Werk, zu dessen Fortsetzung wir dem berühmten Vf. Kraft und 
Gesundheit wünschen, .fehlen dürfen. 


Kleiner astronomischer Almanach auf das Jahr 1822, 
Vorzüglich zum Gebrauch der Seeleute herausgegeben 
von Herrmann Karsten, Prof. der Math. und Phys. an der 
Universität zu Rostock. Dritter Jahrgang. Rostock. 
8. 12 ogr. 

Diese kleine, sehr zweckmässig für den Meridian von Green- 
wich berechnete Ephemeride wird gewiss den Schiffern willkommen 
und nützlich sein. Aber auch mancher Liebhaber der Astronomie, 
dem die grösseren Ephemeriden zu theuer sind, wird dieselben mit 
Nutzen gebrauchen können, da sie überhaupt zweckmässig einge- 
richtet sind und das bei Beobachtungen Unentbehrlichste ziemlich 
vollständig enthalten. 


Astronomisches Jahrbuch für physische und natur- 
historische Himmelsforscher und Geologen mit den für 


das Jahr 1842 vorausbestimmten Erscheinungen am Him- 
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mel. Herausgegeben von Fr. v. P. Gruithuisen. Viertes 
Jahr. Mit drei lithographirten Tafeln. München. 1842. 
8. 2 Thlr. 16 ger. 


Physik. 


Lehrbuch der Physik von Dr. J. Götz, Prof. am Gym- 
nasium zu Dessau. -Dritter Band. Mit drei Figurenta- 
feln. Berlin. 1842... 8., 1 Thlr. 8 ggr. 
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Auch unter dem besondern Titel: 

"Die wichtigsten Lehren aus der Astronomie und Me- 
teorologie von u.s.w. i | | 
Für ein Lehrbuch der Physik enthält dieser dritte Band insbe- 
sondere die Lehren der Astronomie ziemlich ausführlich. : So ent- 
hält z. B: $. LXXXII. auch die Olbers’sche Methode zur Berech- 
nung der Cometenbahnen aus drei geocentrischen Beobachtungen, _ 
aber bloss die Formeln, nach denen die Rechnung zu führen ist, 
olıne deren Entwickelung. ' Offen müssen wir gestehen, dass wir 
eine solche blosse Aufstellung von Formeln, ohne Angabe der Gründe, 
auf denen dieselben beruhen, am wenigsten in einem Lehrbuche für 
Anfänger zweckmässig finden können, auch selbst für nutzlos hal- 
ten müssen. Auch wird gewiss Niemand -die bei der Bestimmung 
einer Cometenbahn nöthigen Rechnungen mit, Sicherheit ausführen 
können, wenn er nicht so viele mathematische Kenutnisse besitzt, 
welche nöthig sind, um sich eine deutliche Einsicht in die, Gründe, 
auf denen die bei einer solchen Rechnung erforderlichen Formeln 
beruhen, verschaffen zu können. Die Meteorologie scheint uns in 
einem Lehrbuche der Physik im Verhältniss zur Astronomie zu kurz 
behandelt, und berücksichtigt zu wenig die neueren grossen Fort- 

schritte dieser Wissenschaft. 


Pinaud: Programme d’un cours elementaire de Physique. 2me 
edition. Toulouse. 1841, 8.. 6 Fr. 


Soubeiran: Precis el&mentaire de physique, ou Trait& de phy- 
sique facil. Paris. 1841. 8. 6 Fr. 50 c. 


A. Boucharlat: Cours des sciences physiques. 16. 3; Fr. 


Beweisführung, dass die Lehre der neueren Physi- 
ker vom Drucke des Wassers und der Luft falsch ist, 
nebst einem Versuche, die Erscheinungen an flüssigen 
Körpern ohne atmosphärischen Luftdruck zu erklären. 
Von Friedrich von Drieberg. Berlin. 1841. 8. 8 ggr. 

Der Titel dieser Schrift characterisirt dieselbe hinreichend, und 
wir können hier den Raum zu etwas besserem als zu einer Rela- 
tion über dieselbe oder gar zu einer Widerlegung benutzen. 


The undulatory Theory, as applied to the Disper- 
sion of Light; including in the substance of several Pa- 
pers printed in the Philosophical Transactions, and 
other Journals. By the Rev. Baden Powell, Savilian Pro- 
fessor'in the University of Oxford. 8. 9. 


Magnetische und meteorologische Beobachtungen 
zu Prag, in Verbindung mit mehreren Mitarbeitern aus- 
geführt und auf öffentliche Kosten herausgegeben von 
Karl Kreil, Adjuneten der k. k. Sternwarte und ordent- 
lichem Mitgliede der k. böhmischen Gesellschaft der 
Wissenschaften. Erster Jahrgang: Vom 1. Juli 1839-bis 
31. Juli 1840, Prag, 1841. 4. 4 Thlr. 8 ggr. u 
Es ist höchst erfreulich zu sehen, wie viel jetzt auf öffentliche 
Kosten für Magnetismus und Meteorologie geschieht, und wie viele 
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ausgezeichnete Beobachter jetzt auf diesem Felde thätig sind, wo- 
von auch das vorliegende Werk einen neuen erfreulichen : Beweis 
liefert. Die vielen Verdienste, welche sich der Herr Herausgeber 
schon in seiner frühern Stellung zu Mailand insbesondere um die 
Lehre von dem Magnetismus erworben hat, sind aus den astro- 
nomischen Nachrichten hinreichend bekannt, ünd in Prag hat 
„er nun auch die Meteorologie in den Kreis seiner Thätigkeit ge- 
zogen. Die dem Register. der Beobachtungen vorangeschickte sehr 
lehrreiche Einleitung enthält die. folgenden Abschnitte. Erster 
Abschnitt. Absolute Bestimmung der magnetischen Ele- 
mente. Die Beobachtungen wurden vom 18, August bis 3. Sep- 
tember 1840 in dem abgesperrten Theile des sogenannten Kaiser- 
gartens auf dem Hradschine mit den auf bekannte Weise construir- 
ten. Instrumenten ausgeführt, während gleichzeitige Beobachtungen 
auch an den auf. der Sternwarte aufgestellten Variations- Apparaten 
angestellt wurden. Wir können hier natürlich die Resultate der 
Beobachtungen nicht in extenso angeben, und begnügen uns daher 
. mit der Angabe der folgenden Mittel: 
Declination ..... . 15°, 46. 22" 
Inclination „ ... » 66°. 9, 4 
Intensität des horizontalen Theils 
der magnetischen Kraft . . . . 1,90656 
Intensität der gesammten 
A magnetischen Kraft... . . 4,7152 

Die Vergleichung der durch die Beobachtungen gewonnenen Resul- 
tate mit der "Theorie des Erdmagnetismus zeigt eine genügende 
Uebereinstimmung. Zweiter Abschnitt. Variations-Beob- 
achtungen. Beschreibung der Instrumente, ihre Auf- 
stellung, ‚Verfahren bei den Beobachtungen und ihre 
Berechnung. 1) Beobachter und Vertheilung der Beobachtungen. 
2) Aufstellung :der magnetischen Instrumente. 3) Verfahren bei den 
Variations- Beobachtungen. 4) Aufstellung der meteorologischen In- 
strumente. 5) Reduction der meteorologischen Beobachtungen. 
6) Erklärung der nachfolgenden’ Register der Variations -Beobach- 
tungen. : Wir halten diese Einleitung für eine sehr gute Anwei- 
sung.zur zweckmässigen Anstellung magnetischer und meteorologi- 
scher Beobachtungen und empfehlen sie einem Jeden, wer’ sich 
selbst mit dergleichen Beobachtungen beschäftigen will, zur Beach- 
tung. Auf die Einleitung folgt zuerst das Register der Varia- 
tions-Beobachtungen, dann die Resultate aus den mag- 
netischen und meteorologischen Beobachtungen, und zu- 
letzt die für’ jeden Botaniker gewiss höchst interessanten Vegeta- 
tions-Beobachtungen von Herrn Karl Fritsch, welche; sich 
ungefähr auf 240 verschiedene Pflanzen beziehen, und vorzüglich 
folgende Momente aus dem Leben der Pflanze ins Auge fassen: 
Entwickelung der Biattknospen, Biätter, Blüthenknospen , Blüthen 
und Früchte, Fruchtreife, Farbenänderung und Blätterfall. Die 
magnetischen und. meteorologischen Beobachtungen sind fast ‚stünd- 
lich mit Uebergehung einiger auf einander: folgenden Nachtstunden 
in den ersten Monaten angestellt worden, ‚und haben also einen 
ungemein grossen «Aufwand von Zeit und Mühe in. Anspruch ge- 
nommen, Sie beziehen sich auf Declination, horizontale Intensität, 
Inclination, Schwingungsdauer, Barometer, Thermometer, Spannkraft 
der: Dünste, Windesrichtung, Windesstärke, Heiterkeit, Niederschlag, 
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Wolken. Mehr über dieses wichtige Werk, welches in den Händen 
keines Meteorelogen wird fehlen dürfen, hier zu sagen, verbietet 
die Beschränktheit des Raumes, weshalb wir den Beobachtern und 
dem. Herrn Herausgeber nur noch Gesundheit, Kraft und Ausdauer 
bei ihrem schwierigen Unternehmen von Herzen wünschen. 
Verbinden wollen wir hiermit noch die kurze Anzeige der bei- 
den folgenden von Herrn Kreil in der Königlich-Böhmischen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften gelesenen interessanten Abhandlungen: 
Versuch den Einfluss des Monds auf den atmosphä- 
rischen Zustand unserer Erde aus einjährigen Beobach- 
tungen zu erkennen; | ; 
und 
Kurzer Abriss der Entstehungs- und Entwicklungsge- 
schichte des magnetischen Vereins, und nähere Beleuch-' 
tung des Standpunkts, welchen Prag darin einnimmt. 
In der ersten Abhandlung untersucht der Herr Vf. nur diejeni- 
gen Aenderungen, welche der Mond in dem atmosphärischen Zu- 
stande der Erde nach seinem verschiedenen Abstande'vom 
Meridian und Zenith des Beobachters hervorbringt, al- 
so bloss die Periode des scheinbaren täglichen Umlaufs 
des Monds um die Erde. Die gewonnenen Resultate müssen 
in der Abhandlung selbst nachgesehen werden. 


D. Lardner: A manual of electricity, magnetism and meteo- 
rology. Vol. 1. 6 sh. (Auch unter dem Titel: Cabinet Cyclopae- 
dia. Vol. 130.) h 


Form of contemporaneous 'meteorological observa- 
tions. Single Sets, 1 s.; or 25 Sets, 20 s. (Set, 2 large 
Sheets). 


La Galvanoplastica, ossia Processo per sottenere 
immediatamente in via galvanica lastre oaltre date for- 
me solide dirame dalle soluzioni di questo metallo; me- 
moria del dr. M. H. Jacobi etc. Versione dal tedesco del 
dr. Gaetano Giussani. In Milano, 18Al. 8. 

Das Original s. Literarischer Bericht Nr. I. S. 15. 


Report of the Committee of Physics, including Me- 
teorology, on the Objects of Scientific Inquiry in.those 
Sciences 8 1s. 


Ueber die Anwendung der Mathematiksauf die Che- 
mie von A. Tellkampf. Hannover. 1840. 4 (Programm der 
höhern Bürgerschule zu Hannover von Ostern 1840). 

“Ueber den Zweck dieser sehr beachtungswerthen Abhandlung 
spricht sich ‚der Herr Vf. selbst ‚auf folgende Art aus: ,‚Seit man 
„erkannt, dass die Gewichtsmengen der Bestandtheile eines .Kör- 
„pers, statt in beliebigen Verhältnissen zusammenzutreten, bei jeder 
„chemischen Verbindung eben so bestimmte als einfache Gesetze 
„befolgen, hat man auch ‚hier die Grundlage der mathematischen 
„Behandlung in arithmetisch zu, combinirenden Zahlen. gefunden. 
„Aber gerade die ‚grosse Einfachheit der Zahlenverbindungen, zu 
„denen man durch jene Gesetze veranlasst. wird, scheint von einer 
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„ausdrücklich mathematischen Betrachtung derselben abgehalten 
„zu haben; denn da sie in der That auf die elementarsten Sätze _ 
„der Proportionslehre zurückkommen, glaubte man in den Lehr- 
„büchern der Chemie nur auf diesen Umstand hinweisen und sich 
„auf einzelne Beispiele der Anwendung beschränken zu dürfen; 
„ein Verfahren, das man sogar in den Schriften über Stöchio- 
„metrie beobachtet findet, en es — so weit dieselben mir be- 
„kannt geworden sind — nicht an vielfachen und interessanten 
„Beispielen numerischer Berechnung, wohl aber au einer genügen- 
„den, rein-mathematischen Begründung derselben fehlt. 
„Unter solchen Umständen erschien es mir der Mihe nicht unwerth, 
„den Gegenstand ausschliesslich von dieser Seite zu betrachten, um 
„für die unendliche Mannigfaltigkeit ‚specieller Fälle allgemeine 
„Sätze und Regeln in der kurzen und präcisen Ausdrucksweise der 
‚Mathematik zu gewinnen, wodurch die folgenden Mittheilungen 
„veranlasst wurden.‘ 

Und wir fügen hier bloss noch hinzu, dass nach unserer Ueber- 
zeugung der Herr Vf. durch diese Mittheilungen seinen .löblichen 
Zweck recht gut erreicht hat. 


Vermischte Schriften. 


Der erste Band der Acta Societatis Fennicae *) enthält die fol- 
genden mathematischen Abhandlungen: 

Ueber die Grundprincipien der Algebra. | 

Ueber die geometrische "Theorie der körperlichen Winkel. 

Ueber die Bestimmung der dritten Seite eines geradlinigen 
Dreiecks aus den beiden andern und dem eingeschlossenen Winkel. 

Ueber die Theorie der Maxima und Minima. 

Vorsteiende Abhandlungen haben sämmtlich Herrn Professor 
von. Schulten zum Verfasser, und sind französisch geschrieben. 

Ueber die Vereinfachung einiger trigonometrischen Formeln von 

Herrn Borenius (lateinisch). 
| Ausserdem enthält dieser Band noch drei Abhandlungen meteo- 
rologischen Inhalts von Herrn Professor Hällstroem. 

Möge die Gesellschaft in ihrer rühmlichen Thätigkeit fortfah- 
ren. ‘Wir werden nicht ermangeln, jederzeit so- bald als irgend 
möglich den Inhalt ihrer Acten, und Auszüge aus denselben in die- 
ser Zeitschrift mitzutheilen. | 


®) Die nur erst vor einigen Jahren gestiftete Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Helsingfors in Finnland hat schon jetzt eine höchst rühm- 
liche Thätigkeit entwickelt. Herr Professor Nathanael Gerhard 
von Schulten ist beständiger Sekretair derselben, 
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Abhandlungen der Königlichen Böhmischen Gesell- 
schaft der Wissenschaften. Fünfter Folge erster Band. 
Von den Jahren 1837 — 1840. Prag, 18Al. 4. 

Dieser erste Band der fünften Folge der Abhandlungen der 
Königlich Böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften enthält die 
folgenden kleinern oder grössern mathematischen und physikalische 
Aufsätze und Abhandlungen: | | 

Neuer analytischer Beweis des Satzes vom Parallelogramme 
der Kräfte, Von Prof. Dr. J. P. Kulik. S. 2. 

Ueber einen neuen elektromagnetischen Inductions - Apparat und 
dessen sehr kräftige physiologische Wirkungen (Erschütterungen). 
Von Prof. Hessler. S. 12, | 

Untersuchungen über die Kettenbrückenlinie.e Entworfen von 
Prof. Dr. J. P. Kulik. Prag. 1838. 

Versuch einer analytischen Behandlung beliebig begrenzter und 
zusammengesetzter Linien, Flächen und Körper; nebst einer An- 
wendung ‚davon auf verschiedene Probleme der Geometrie descrip- 
tive und Perspective. Von Prof. €. Doppler. Prag. 1839. 

Jede dieser Abhandlungen bietet ein eigenthümliches Interesse 


' 


dar. 


Denkschriften der Königlich Bayerischen Akademie 
der Wissenschaften. 13r Bd. und 16r Bd. Iste Abth. 
Abhandlungen der mathematisch-physikalischen Klasse. 
2r Bd. und 3r Bd. Iste Abth. die Abhandlungen aus den 
Jahren 1831 bis 1840 enthaltend. München. 1837, 40, n. 
8 Thlr. 


Novi Commentarii Academiae scientiarum Instituti 
Bononiensis. Tom. IV. V. enthalten die folgenden mathemati- 
schen Abhandlungen: Jos. Venturoli: Altitudines Tiberis ad hy- 
drometrum romanum quotidie sub meridiem observatae; Pet. Cal- 
legari: De nova solutione problematis Fermatii nec non aliorum 
quae ex iisdem formulis dedueuntnr; Fr. Bertelli: De inflexione 
laterum in» mierometris; Al. Casinelli: Nova methodus evehendi 
ad potentiam quamcunque quantitates polynomias; Ders.: De aequa- 
tionum algebraicarum resolutione observationes analyticae, 


J. A. Coombe: Solutions of the Cambridge problems for 1840 
and: 1841. 8. 84 sh. 


Wichtige Nachrieht. 


Die Akademie der Wissenschaften zu Petersburg hat auf den 
Antrag ihres Sekretairs, des Herrn Staatsraths von Fuss Excellenz, 
beschlossen, eine Sammlung bisher ungedruckter Briefe des ältern 
Johann Bernoulli, seines Sohnes Daniel Bernoulli, von 
Nicolaus Bernoulli, Gabriel Cramer, Lambert, Naude, 
Poleni, @oldbach an Leonhard Euler, und zugleich der in 

Band Il. i 8 
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den Central- Archiven zu Moscau aufgefundenen Antworten Eulers 
auf die Briefe von @oldbach herauszugeben. Alle diese Briefe: 
betreffen Gegenstände der Wissenschaft, und sollen in jeder Be- 
ziehung, insbesondere aber für/die Geschichte der Mathematik wich- 
tig sein und das grösste Interesse gewähren. Zugleich beabsich- 
tigt Herr Staatsrath von Kuss dieser Sammiung von Briefen ein 
vollständiges und mit der grössten Sorgfalt angefertigtes Verzeich- 
niss aller Abhandlungen Eulers, deren Zahl, ohne die grössern 
separat gedruckten Werke, 700 übersteigt, mit einer genauen Nach- 
weisung der Schriften, in denen dieselben abgedruckt sind, vor- 
. drucken zu lassen. Der Herausgeber des Archivs halt es für seine 
Pflicht, die Leser desselben ‘auf dieses in Jeder Beziehung wichtige 
und zeitgemässe Unternehmen, durch welches die Kaiserliche Aka- 
demie der Wissenschaften sich gewiss alle Mathematiker zu dem 
grössten Danke verpflichten wird, aufmerksam zu machen, und seine 
Zeitschrift zu, benutzen, die Nachricht von demselben. in einem 
möglichst weiten Kreise zu verbreiten. In Schumachers astro- 
nomischen Nachrichten. N. 437. 8. 91 findet man den Extrait 
du proces verbal de l’Academie Imperiale des sciences 
de St. Petersbourg du 24. Septembre (6. Octobre) 18Al ab- 
gedruckt, welcher das Weitere und Nähere über das in Rede 
stehende wichtige und höchst interessante Unternehmen enthält. 
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Literarischer Bericht. 
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Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


Von des Herausgebers des Archivs bekärhniem Bohrbuchd der 
Mathematik für die oberı Classen höherer Lehranstal- 
ten. 4 Theile. Brandenburg bei Wieseke erscheint jetzt die 
dritte Auflage, und zwar zuerst von dem zweiten, die Stereo- 
metrie enthaltenden Theile. Die neue Auflage dieses Theils wird 
in den nächsten Tagen versandt werden. 1 


Die Anfangsgründe der Zeilen. und Raumgrössen- 
Lehre. Als Leitfaden für den mathematischen Unter- 
richt an den König]. Artillerie- Brigade- -Schulen, so wie 
zum Selbstunterricht für die Avancirten der Artillerie 
bearbeitet von F.M. Rost, Prem. Lieut. und Lehrer. Ber- 
lin. 1842. 8. 1 Thlr. 


H. Rayin Essaı ar cours de mathömatiques alusage 
des eleves du college BER, de Liege 1841. 8. 


# Tblr, 12 ggr 


Arithmetik. | i 
Elementi di Aritmetica, di 6. B. Rostagno della com- 


' pagnia diG@esu, ad uso delle scuole della medesima com- 
pagnia. Torino. 1841, 12. . 


Dr. G. F. Ursin: Arithmetik, ERRRENIEO med int 
Hensyn til’den praktiske Anwendelse. 1841. 8. 80 sch. 
Band 11. 9 
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‚Grundriss der elementaren Algebra zum Gebrauch 
bei Vorträgen und dem Selbstunterrichte. VonR. Sime- . 
sen. Altona. 1841. 8; 1 Thlr. 6 ggr. | 


The Elements of Algebra. Designed for the Use of 
Students in'the University. By John Hind, M.A. late 
Fellow and Tutor of Sidney Sussex College, Cambridge. 
Fifth edition. 184l. 8. 12» 6.d. boards. | 


. Trattatello elementare dı Algebra, composto ad uso 
del collegio e heeo di Luganeos Del p dr &: B. Giuliani 


ec. r SsomaSco®. Lugano. 1841. 12. 3 


€ Jürgensen: Elementsir- Arithmetik og Algebra. 
Anden Udgave. 1841. 8. 1 Rbd. A a 


Aufgaben für Anfänger in der a 
Algebra und Wahrscheinlichkeitsrechnung. Von Dr. & 
A. Jahn. Leipzig. 1842. 8. 1 Thlr. 

Algebraical Problems, producing simple and Quadra- 
tie Equations, with their Solutions; desigmed.as. an In- 
troduction to,the higher 'branches. of Analytics. ‚To 
which is added an Appendix, containing a.colleetion. of 
Problems on the Nature and Solution of Equations of 
higher dimensions. By Millies Bland, . Eighth edition. 
1841. -8. 10 s. 6 d. boards. | | 


Neue Methode zur Auffindung der reellen ‚Wurzeln 
höherer numerischer Gleichungen und zur Ausziehung 
der dritten und der höhern Wurzeln aus bestimmten Zah- 
len. Zunächst nach englischen Quellen bearbeitet von 
Dr. L. C. Sehulz von Strassnicki, 6.0. Prof. der Elemen- 
tar-Mathematik am K. K.: polytechnischen Institute zu 
Wien. Wien. 1842. 8, | . 

Die von dem Vf. in dieser Schrift dargestellte und entwickelte 
Methode zur Auffindung der reellen Wurzeln der numerischen Glei- 
chungen verdankt man im Wesentlichen dem vor zwei Jahren. ver- 
storbenen englischen Mathematiker W. G. Horner, welcher die- 
selbe zuerst in den Philosophical Transactions. 1819 bekannt 
machte, aber durch einen sehr dunkeln’ Vortrag ihrer weitern Ver- 
breitung schadete. Ausserdem findet sich Einiges über dieselbe in 
J. R. Young’s theory and solution ofralgebraical equa- 
‘tions. London. 1835., und in zwei ebenfalls mit sybillinischer 
Kürze verfassten Aufsätzen von Horner in Leybourn’s new 
series of mathematical Repository. Nach diesen Schriften. 
die aber eigentlich nur als Bruchstücke zu betrachten sind und 
selten die Beweise der aufgestellten Regeln liefern, hat der Herr 
Vf. der obigen Schrift die Hornersehe Methode sehr deutlich und 
vollständig dargestellt, weiter entwickelt und durch eine. grosse 
Anzahl vollständig ausgerechneter Beispiele erläutert, wodurch. sich 
derselbe allerdings ein wesentliches Verdienst erworben hat, da die 
im Ganzen sehr einfache und in mehreren Rücksichten andern be- 
kannten Methoden vorzuziehende ‚Horner’sche Methode wenigstens 
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in Deutschland bis jetzt so gut wie gar nicht bekannt gewesen ist, 
- Eine selbst auch nur kurze Darstellung dieser Methode hier zu ge- 
ben liegt natürlich gar nicht in. dem Zwecke dieser literarischen 
Berichte; jedoch hoffen wir im Archive selbst auf dieselbe zurück- 
zukommen, und die Leser mit ihrem Wesen bekannt zu machen. 
Für jetzt müssen wir uns begnügen, auf die von dem Herrn Vf. 
selbst in der Vorrede angegebenen Vorzüge der Horner’schen Me- 
thode vor andern Methoden hinzuweisen. Derselbe sagt nämlich: 
„Die Vorzüge der Horner’schen Methode vor der Fouriers 
sind in Kürze folgende: e 
1. Die ungemeine Leichtigkeit der Substitution einzelner 
Werthe sowohl, als bei der Substitution einer arithmetischen Reihe 
von Werthen, wodurch die Trennung der einzelnen Wurzeln sehr 
erleichtert -wird. 7 wa 

2. Viel: zureichendere und schneller fördernde Kennzeichen 
für die Imaginarität der Wurzeln. | 

3. Bei der Horner’schen Methode braucht man nicht früher 
die gleichen Wurzeln wegzuschaffen, die Wiederholung derselben 
ergiebt sich selbst im Verlaufe der Rechnung. 

04. . Der Rechnungsprocess der seinzelnen Wurzeln nach der 
Horner’schen ‚Methode ist zusammenhängend, Ziffer für Ziffer wird 
bestimmt, und- hier ist es viel mehr als bei’'m Fourier’schen Verfah- . 
ren der Fall, dass nicht eiue einzige Ziffer mehr berechnet wird, 
als nothwendig ist. "43 | L® 

Wissenschaftlich höber‘als unsere Methode steht die Gräffe’sche, 
‚besonders nach ihrer Verbesserung und Erweiterung durch Herrn 
Encke, da diese auch die imaginären Wurzeln liefert, was mir bisher 
nach der «Horner’schen nicht gelingen wöllte, obwohl ich sicher 
‘hofle, dass für die imaginären Wurzeln ein eben so einfacher Rech- 
nungsprocess sich auflinden lassen werde. 

Was aber die reellen Wurzeln betrifft, so wird hoffentlich nie- 
mand anstehen, in Hinsicht auf praktische Berechnung derselben, der 
Horner’schen vor der Gräfßfe’schen den Vorzug einzuräumen, um so 
mehr, da man bei der Gräffe’schen Methode alle Wurzeln zugleich 
suchen muss, während :doch nur. die reellen für den Praktiker einen 
Werth haben. | | | A | 

Zum Schluss wollen wir den Herrn Vf. nur. noch auf die 
Sehrift: | 

Neue Methode, die reellen rationalen und.irrationa- 
len Wurzeln numerischer Gleichungen zu finden, von 
C. A. Bretschneider, Professor am Realgymnasium zu 
Gotha. Leipzig. 1838. A. 12 ggr. 
aufmerksam machen, in welcher gleich von vorn herein ein dem 

‘Horner’schen ganz ähnlicher Algorıthmus zur Bestimmung der, ge- 
wissen gegebenen Werthen ihrer unabhängigen veränderlichen Grö- 
'ssen entsprechenden Werthe der ganzen rationalen. algebraischen 
Functionen gelehrt wird, und die daher überhaupt bei diesem Ge- 
genstande genauer verglichen zu werden verdient. 2 

Teorica e Pratica del Probabile, dell’abate Giuseppe 
Bravi. Seconda edizione notabilmente aceresciuta. 


Bergamo. 1840. 8. Due vol. | 
Observationes, diversa caleuli differentialis princi- 
| 9° 


+ 


-e. J ‘ 
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‚ia’stringentes, quas speeiminis loco publicae censurae 
defert Mag. Carolus Dan. Arosenius, ad Schol. Triv. Fah- 
Tun. Collega. 'Resp. Petr. Gust. Tengman. Arosiae. 1840. 


It ark. 4. | 1 
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Exzmples of th€ Processes of the Differential and 
Integral Caleulus. Collected by D.F. Gregory, M.A. Fel- 
Iow of Trinity College. London (und Cambridge.) 1841, 
8. 18 3 nn 


Geometrie. 


_ 


" Leitfaden für den Vorbereitungsunterricht in der 
Geometrie. Von Dr. E. W. Grebe. Cassel. 1840. 8. + Thlr. 


Geometrie für höhere Volksschulen und Schullehrer- 
seminarien von J. W. Straub, Lehrer an der Bezirks- 
schule zuBaden im Aargau und Gemeindeschulinspector. 
Zürich. 1841. 8° 15 ger. ‚£ 


Lehrbuch der ßeometrie. Ausgearbeitet von Dr. CL. 
A. Kunze, Professor. der Mathematik am Gymnasium zu 
Weimar. Erster Band. Planimetrie.' Jena. 1842. 8. 1 Thlr. 

Dieses Lehrbuch ‘der Geometrie ist uns eine sehr erfreuliche. 
Erscheinung gewesen und verdient, nachdrückliehst empfohlen und 
allgemeiner bekannt zu werden. Ueberall befleissigt sich der Ver- 
fasser der euclidischen Strenge, ohne an irgend einem Orte zu 
weitläufig oder für den Anfänger zu schwierig zu werden. ‘Das 
Hauptverdienst dieses Buchs finden wir aber in den verschiedenen, 
den einzelnen Kapiteln beigefügten Anhängen, in denen der Ver- 
fasser von den Ergebnissen der sogenannten neuern Geometrie eine 
sehr zweckmässige Auswahl getroffen und einen sehr verständigen 
Gebrauch gemacht, aber auch manches aus eignen Mitteln hinzuge- 
‚than, namentlich mehrere Sätze bloss mit den ihm durch das Lehr- 
buch selbst dargebotenen Hülfsmitteln auf eigenthümliche Weise 
und meistens, so weit die Natur des Gegenstandes es zuliess, schr 
einfach. bewiesen hat. Sehr werden dem Verfasser mit. uns’ viele 
Lehrer auch für die an. vielen Orten ‚eingestreuten interessanten 
historischen Notizen dankbar sein, die, wie jeder erfahrene liehrer. 
weiss, immer sehr zur Belebung des mathematischen Unterrichts 
beitragen. Leider verbietet uns hier der Raum, aus ‘dem reichen 
in den verschiedenen Anhängen enthaltenen Schatze viele Einzeln- 
heiten namhaft zu machen, jedoch können wir uns nicht versagen, 
den Leser u. A. auf Folgendes besonders hinzuweisen. ‘So ist z.B. 
in dem Anhange zum neunten Kapitel ein neues sehr einfaches und. 
sinnreiches Verfahren, die Seite eines in einen gegebenen Kreis zu 
beschreibenden regelmässigen Vielecks näherungsweise zu finden, 
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mitgetheilt, welches eine ‘sehr. artige Erfindung Sr. Hoheit des 
Herzogs Carl Bernhard zu Sachsen Weimar-Eisenach ist, 
und eine weit schnellere Annäherung und grössere Genauigkeit als 
die oft, z. B. in Kästner’s geometrischen Abhandlungen. 
I. S. 266, besprochene Regel von Renaldini gewährt. Der VE. 
hat die’neue Regel mit Hülfe trigoenometrischer Rechnung für ‚alle 
Vielecke mit ungerader Zahl bis zum 23eck ‚geprüft, und sie immer 
mit. Ausnahme des 3ecks und decks, wo sie nicht anwendbar 
ist, sehr nahe richtig. gefunden. Ferner machen wir aufmerksam 
auf ‚den: Beweis der Steiner’schen Constrüction des Malfatti’- 
‚schen Problems, die. man auch in. dem Anhange zum neunten 
Kapitel findet, auf die ganze Behandlung des Fall’s der Incommen- 
surabilität in der Lehre von den Proportionen u. s. w., auf die 
Rectification und Quadratur des Kreises und vieles Andere, was 
hier besonders anzuführen der Raum nicht zulässt. In einer Zu- 
gabe am Ende des Buchs hat der Verfasser auch die im 2ten Hefte 
des ersten Thheils des Archivs (S. 193) ausführlich besprochene Auf- 
gabe von der Bestimmung der Anzahl der verschiedenen Arten, auf 
welche sich ein Vieleck durch Diagonalen in Dreiecke zerlegen 
lässt, auf eigenthümliche Weise aufgelöst, wobei er zwei recurri- 
rende Formeln‘findet, durch deren Vergleichung mit einander sich 
dann die Euler’sche independente Formel ergiebt. Wir wiederho- 
len, dass uns hier der Raum fehlt, auf alle Vorzüge dieses Lehr- 
 buchs 'speciell aufmerksam zu machen, empfehlen es aber nament- 
lich auch denen, welche sich etwas weiter als im Kreise der ge- 
wöhnlichen Elemente mit der Geometrie bekaunt machen wollen, 
nochmals aus voller Ueberzeugung, und wünschen, dass der Ver- 
fasser ‚Zeit und: Musse haben möge, recht bald den zweiten Theil, 
welcher die Stereometrie, nebst der ebenen und sphärischen Trigo- 
nometrie, umfassen wird, nachfolgen zu lassen. 
Nur in einem Punkte können wir mit dem Verfasser nicht 
anz einverstanden sein, nämlich in Bezug auf seine Darstellung 
er. Lehre von den Parallellinien. Er geht nämlich dabei von» der 
folgenden Befinition aus: 
Eine Linie von der Beschaffenheit, dass alle ihre Punkte (in 
einerlei Ebene) von einer Geraden gleichweit abstehen, heisst 
eine Parallellinie oder eine Parallele zu derselben; 
und fügt hierauf den Grundsatz: 
Die Parallele zu einer Geraden ist selbst eine Gerade 
bei, auf welchem er dann das Gebäude der Lehre von den Paral- 
lellinien allerdings mit völliger Consequenz aufführt. Dass man in 
dieser Lehre von einem eigenthümlichen, derselben‘ allein angehö- 
renden, Grundsatze ausgehen müsse: damit sind wir völlig einver- 
standen. Dass aber. der obige Satz die zu einem Axiome nöthige 
innere Evidenz habe, möchten wir bezweifeln, so wie uns auch in’ 
der -obigen, bekanntlich schon von ältern Mathematikern vielfach 
benutzten, Definition der Parallelen das :Princip der. Gleichheit , 
der PaBen seiigen Lage zweier geraden Linien, auf welches es 
nach unserer Ueberzeugung in der Lehre von den Parallellinien 
doch vorzüglich und eigentlich nur allein ankommt, nicht gehörig 
ausgesprochen zu sein. scheint. Hält man dieses Princip. fest, so 
‚hat es uns immer geschienen, ‚dass der Satz: | 
Zwei gerade Linien,. die beide einer dritten parallel sind (d. h. 
die beide gegen eine dritte gleiche Lüge haben), sind: jeder- 
\ a. 


’ 
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zeit einander selbst parallel (d. h. haben gegen einander. 
gleiche Lage) 
' keinen mindern Grad innerer Evidenz besitzt als_der Satz: 
Zwei Grössen, die einer dritten gleich sind, sind jederzeit 

' einander selbst gleich; ) 
welchem noch Niemand den Namen eines Gründsatzes streitig ge- 
macht hat; und den obigen Satz, oder einen demselben analogen, 
möchten wir daher vorzugsweise der Lehre von den Parallellinien 
als Axiom, ohne welches man nun doch 'einmal nicht auskommen 
kann, zum Grunde gelegt sehen. Indess wir brechen hier ab, da 
uns zur ausführlichen Darlegung unserer Ansicht der Raum fehlt, 
und eine Uebereinstimmung der Mathematiker in dieser vielbespro- 
chenen Lehre doch schwerlich jemals herbeizuführen 'sein wird; 
keineswegs aber haben wir durch die vorhergehenden Bemerkun- 
Sr den von uns vollkommen anerkannten Werth des Buchs des 

errn Professors Kunze auch nur im Geringsten zu schmälern beab- 
sichtigt. 

Besonders hervorheben wollen wir noch die grosse Nettig- 
keit und Zierlichkeit, mit welcher die-diesem Buche beigegebenen 
Tafeln von dem geschickten geographischen Kupferstecher Herrn 
Adolph _Mädel zu Weimar ausgeführt worden sind, der für 
dergleichen Arbeiten recht sehr allgemein ‚empfohlen zu werden 
verdient, welches wir daher, jedes Verdienst gebührend anerken- 
nend, auch an diesem Orte zu thun nicht unterlassen wollen. 


Ragionamento di Giuliano Villanis sull’ area d’un 
segmento determinato. Torino. 1841. 8. (E una nuova ri-. 
cerca della quadratura del circolo.) | 
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The Elements of Descriptive Geometry. By the Rer. 
Prof. Hall, King’s College, 80 Illustrations. London. 
1841. 8 68.6d ° | 


Scienza geometrica delle construzioni, ovvero geo- 
metria descrittiva di @. Scaffnit, capitano W’artiglieria‘ 
professore etc. del granducato di Assia Darmstadt, Ver- 
sione dal tedesco con illustrazioni ed aggiunte Vin- 
cenzo dr. Tuzzi professore supplente d’introduzione al 
calcolo sublime presso I’i. r. universita di Padova. Pa- 
dova. 1841. - | 


, 


Die Lehre von den Kegelschnitten, dargestellt für 
das Bedürfniss des Forstwirths. Programm zur Eröff- 
nung der Vorlesungen an dem land- und forstwirth- 
schaftlichen Institut in Hohenheim im Herbst 184l. Von 
Dr. Fr. 3. P. Riecke, Professor der Mathematik und Phy- 
'sik. Stuttgart. 1841. 8. 


Dem Herausgeber des Archivs ist diese kleine Schrift nament- 
lıch deshalb sehr interessant gewesen, weil der Herr Vf. in dersel- 
ben von der Definition der Kegelschnitte ausgeht, welche der Her-- 
ausgeber des Archivs in seinen Beiträgen zur reinen und an- 
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gewandten Mathematik. Theill. Brandenburg. 1838. 4. 
S, 222. als Grundlage für den elementaren Vortrag der.Lehre von 
den Kegelschnitten augelegentlichst zu empfehlen sich erlaubt hat, 
‚nämlich von der folgenden Definition: Min 
„Wenn eine gerade Linie und ein Punkt ausserhalb derselben 
„gegeben ‚sind, so heisst der Ort. aller Punkte in dieser Ebene, 
„deren Entfernungen von dem gegebenen Punkte und der gegebe- 
„nen geraden Linie immer dasselbe Verhältniss zu einander haben, 
„ein Kegelschnitt, und zwar eine Parabel, wenn das constante 
„Verhältniss Verhältniss der Gleichheit ist, eine Ellipse, wenn es 
„ein Verhältniss des Kleinern zum Grössern ist, eine Hyperbel, 
„wenn es Verhältniss des Grössern zum Kleinern ist.“ Br 
Aus dieser Definition leitet der Herr. Vi. die Haupteigenschaf- 
ten der Kegelschnitte fast durchgängig nach rein geometrischer 
. Methode auf sehr einfache Weise ab, giebt Regeln zu ihrer Con- 
struction, lehrt die Quadratur der Parabel und die Cubatur' des 
ganzen und abgekürzten Paraboloids, welche für den Forstwirth. 
aus hinreichend bekannten Gründen von besonderer Wichtigkeit ist. 
Abgesehen von der speciellen Bestimmung der Schrift empfehlen. 
wir dieselbe überhaupt Lehrern an höhern Übterrichtsanstalten zur 
Beachtung bei dem Vortrage der Lehre von den  Kegelschnitten, 
und würden uns sehr freuen, wenn dieselbe einen geeigneten Ge- 
lehrten zur Abfassung eines zwar kurzen, aber doch möglichst 
vollständigen Lehrbuchs der Kegelschnitte für Schulen nach rein 
geometrischer Methode, mit Ausschliessung aller algebraischer 
Rechnung und mit Zugrundeiegung der obigen allgemeinen 'Defini- 
tion der Kegelschnitte, veranlassen sollte, ein Unternehmen, von 
welchem wir uns sehr wesentliche, Förderung des Unterrichts in 
der Lehre von den Kegelschnitten auf Schulen versprechen. Zu- 
nächst möchten ‚wir natürlich den geehrten Herrn Vf. selbst zur 
Erweiterung seiner Schrift in der so eben näher angedeuteten 
Weise und für den in Rede: stehenden Zweck uns aufzufordern er- 
lauben, wozu derselbe,schon als Würtemberger jedenfalls beson- 
ders befähigt ist, da bekanntlich ‚in seinem Vaterlande die rein 
geometrische Methode immer besonders cultivirt worden ist und 
noch eultivirt ‚wird... Dass diese Methode stets. die Hauptgrund- 
lage des mathematischen Unterrichts auf Schulen bilden und immer 
bleiben muss, kann. nicht genug eimgeschärft werden, ‚da. man, wie 
es uns scheint, jetzt schon ‚bei'm mathematischen Unterrichte auf 
Schulen hin und wieder der Rechnung ein. zu grosses Feld ein- 
räumt. h 


HB. P, Hamiltons Analytiska Framställning af Ko- 
niska Sektionerne. Ofwersatt af GC. W. Eneberg. Med 
Fyra Plancher. Stockholm. 1841. 8, 1 Rdr. 36 sk.. 


Soprai circoli oseulatori delle eurve, memoria letta 
nella pontificia accademia dei Lincei, dal dott. L. Bru- 
‚ned sacerdote romano. Roma. 1840. 8. | 


r 
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Trigonometrie. 


Trigonometria plana et theses quas pro munere Lec- 
toris edidit Mag. Joh. Wersäll, Gymnasii Adjunctus. Resp. 
Christ. Högman. Scarae, 1840. 8. 


- @uaestiones tetragonometricae. Dissertatio inaugu- 
ralis quam etc. scripsit Julius Hartmann, Marburgensis. 
Marburgi. MDCCCXLI. 8. 

Diese kleine empfehlenswerthe Gelegenheitsschrift giebt, nach 
einer Einleitung, in dem ersten Kapitel die Aufzählung aller in der 
Tetragonometrie vorkommenden Fälle, wobei der Vf. findet, dass 
sich dieselben auf sieben, oder eigentlich nur auf vier, Hauptpro- 
bleme zurückführen lassen, deren vollständige Auflösung sodann 
im zweiten Kapitel gegeben und durch einige vollständig ausge- 
rechnete Beispiele hinreichend erläutert wird.- Wer u. A. Biörn- 
sen’s dickleibige Introductio in Tetragonometriam ad 
mentem Lamberti analytice conscripta. Hafniae. 1780, 8. 
kennt, oder gar einmal das schwierige Unternehmen, dieselbe 
durchzuarbeiten, begonnen hat, wird dem Verf. für seine einfache 
Darstellung gewiss Dank wissen: 


J 


Praktische Geometrie: 


Travaux de la Commission pour fixer les mesures et - 
les poids de l’Empire de Russie par A. Th. Kupffer. 
1 Tomes. gr. in 4 St. Petersbourg.-184l. 5 Thlr. 8 ggr. 


'Crocker’s Elements of Landsurveying. NewEdition, 
corrected throughout, and considerably improved and 
modernized, by T.G. Bunt, Land-Surveyor, Bristol. To 
which are added Tables of Sixfigure Logarithms, su- 
perintended by Richard Farley, of the Nautical Esta- 
blishment. 1842. Post 8. Price 12 s.-cloth lettered. 


The Tables of Six-Figure Logarithms, containing 
the Logarithms of Numbers from 1 ad 10000, and of Sines 
and Tangents for every Minute of the Quadrant and 
every Six Seconds of the first Two Degrees, with a Ta- 
ble of Constants, and Formulae for the Solution of 
Plane and Spherical Triangles, may be had separately, 
As. 6d. cloth. 
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The Elemeuts of Mechanics; designed for the use of 
Students in the University. By James Wood, D. D. for- 
merly Master of St. John’s College Cambridge, and 
Dean of Ely. A New Edition, revised, re-arranged, and 
enlarged, by’ J. C. Snowball, M. A. Fellow of St. John’s 
college, Cambridge. 1841, 8 82.6d. 


' Dissertatio de pendulo et theses quas pro munere, 
Lectoris edidit Mag. Andreas Holmstrand Collega scho- 
lae; Resp. Carol. Petro Lindström. Scarae. 1840. A. 


De motu globuli homogenei rigidi prögressivoinsu-. 
perficee semicylindri recti concava, ratione frictionis 
atque resistentiae aeris posthabita dissertatio. Praes. 
J. G. Björling, in Reg. Acad. Ups. Mechan. Docens; Resp. 
J. C. Polheimer. Holmiae. 1840. 4. ) | 


Praktische Mechanik. 


—L [2 


Die Maschinen-Elemente und die Hydraulik. Letz- 
tere besonders auf die Berechnung und die Gonstruc- 
tion der Wasserräder angewendet. Ein Handbuch für 
Mechaniker, Fabrik-Dirigenten, Techniker u. s. w. von 
C. G. Kuppler, Prof. an der polytechnischen Schule zu 
Nürnberg. Auch unter dem Titel: Industrielle Mecha- 
nik. Nach Poncelet u. s. w. deutsch bearbeitet und mit 
Anmerkungen begleitet von C. G. Kuppler. Il. Theil. Die 
Mäschinen-Elemente und die Hydraulik. Mit 19 Kupfer- - 
tafeln. Nürnberg. 1841. 8. 3 Thlr. 


Von Dr. J. A. Hülsse’s Maschinen-Eneyclopädie (S. No. }. 
S. 11. des Literarischen Berichts). ist die 6ste Lieferung (1 Thlr.) 
‘erschienen, | 


Morin: Notice sur divers appareils dynamometriques. 


2e. edit. Paris. 1841. 8. 15 Thlr. 
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Astronomie. 





J. H. Mädler’s sehr empfeblenswerthe Populäre Astrono- 
mie ist nun vollständig ‚erschienen. Das ganze Werk kostet jetzt 
2: Thlr.. 2 m, 

2 


Die Wunder des Himmels oder gemeinfassliche Dar- 
stellung des Weltsystems. Von J.J.von Littrow. Zweite 
verbesserte Auflage in Einem Bande. Zweiter Abdruck. 
Mit dem Portrait des Verfassers und 117 Figuren.. Stutt. 
gart. 1842. 8, 3 Thlr. 
Es genügt die Anzeige, dass von diesen allgemein bekannten 
Werke die dritte Auflage erschienen ist, die übrigens ganz mit den 
frühern Auflagen übereinzustimmen scheint. _ ; 


Compendio di Astronomia, o sia Esposizione de!la 
natura e dei movimenti de? corpi celesti, preceduto,da 
una introduzione storica, seguita da una biografia.de” 
piu celebri astronomi, da una bibliografia e da un'voca- 
bolario astronomico, Di Bailly. Milano. 1841. In-32. 


Mathematische Geographie. Ein Leitfaden beim Un- 
terrichte dieser Wissenschaft ın höheren Lehranstalten, 
Von Dr. H. A. Brettner. 2te verb. und vermehrte Aufl. 
Breslau. 1840. 8. 8. ggr. | 


Kalender für alle Stände 1842. Herausgegeben von 
C. L. von Littrow, Adjunkten der K.K. Sternwarte zu 
Wien. Wien. 8. 12 ggr. jöR ER Ä 

Dieser Kalender enthält neben den gewöhnlichen Kalender- , 
Angaben auch eine kleine Ephemeride, deren ‚Angaben aber nur 
bis auf Minuten gehen. Indess. ist derselbe Liebhabern der Astro- 
nomie, die es bloss mit der Beschauung. des Himmels zu thun ha- 
ben, immerhin zu empfehlen, und verdient allgemeiner bekannt 
zu sein. 3 

Kirchenrechnung von F. Piper. Berlin. 4. 1 Thlr., 

Eine aus dem 2ten Hefte des 22sten Bandes des Crelle’schen 
Journals für die reine und angewandte Mathematik besonders: ab- 
gedruckte sehr empfehlenswerthe Abhandlung. 


: Connaissance des tems ou des mouvements celestes, 
"pour 1844; avec additions. Paris. 1841. 8. 3’ Thlr. 


Effemeridi astronomiche di Milano per l’anno 1842. 
Con appendice diosservazioniememorie. Milano. 1841. 8. 
L’appendice contiene: Ascensioni rette della 'luna .osservate 
negli annı 1835, 36, 37, 38 al circolo meridiano di Stark e para- 
gonate colle tavole da Roberto Stambucchi. — Declinazioni della 
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luna detlötte dalle osservazioni fatte al- circolo ner dis di Stark 
nel dicembre 1834 e negli anni 1835, 36, 37, 38 e jr upuume eolle 
tavole da Roberto Stam ucchi. _ 


‚Dien: Atlas des phenomenes celesies donnantletrace 
des mouvements apparens des planetes. Paris. 1841. 4. 
6 Thlr. 

Dien: Atlas du Zodiague. Paris. 1841. 4. 6 Thlr. 


Annalen der K.K. Sternwarte in Wien. Nach dem 
"Befehle Seiner Majestät auf öffentliche Kosten heraus- 
Ben von .J. J. und €. L. von Littrow. 20r Be Wien. 
840. gr. Fol. 3 Thlr. 14 ggr. 
Wir werden später eine. ausführliche Anzeige alias bis Pa 
uns noch nicht zugegangenen Werkes liefern. ' 


Physik. 


. Ueber den relativen Werth der Naturwissenuschaften 
für die formelle Bildung der Au air Fest-Rede vom 
Prof. Dr. Jäger. Stuttgart. 1841. 3 ggr. 


Lehrbuch der Physik zum Gebrauche 'bei Vorlesun- 
en.und beim Unterrichte, Von W. Eisenlohr. 3te Aufl. 
N 1841. 8. 2 Thlr. 8 ggr. 
Es wird hier die Anzeige genügen, dass von diesem längst 
allgemein bekannten: trefflichen Lehrbuche die 3te Aufl. erschie- 
nen ist. 


Lärobok i Fysiken af W. Eisenlohr, Professor i Maä- 
tem. och Fysik i Maunheim. Fran Andra Originaluppla- 


gan pa Swenska Utgifwen af @. A. Lundhquist, Auskul- 
tant i Kongl. Bergs-Kollegium. Med 10 Planscher. 
Stockholm. 1841. 8. ‚3 Rdr. 


Die.Experimental- Physik, ein geistiges Bildungs 
mittel, in ihren Beziehungen zum praktischen Leben. 
Ein Handbuch für Lehrer an zcehobenen Volks- und Bür- 
gerschulen und technischen Anstalten von Dr.K. F. R. 
Schneider, Oberlehrer etc, Zweite Abtheilung: Mecha- 
nik, Atmometrie, Akustik. Dresden, 1841. 8. 16 ggr. 

Das in Nr. IM. S. 59 des Literärischen Berichts über die erste‘ 
Abtheilung gefällte günstige Urtheil gilt auch von dieser zweiten 
Abtheilung. 


Lehiheh. der Experimental-Physik für Real- und 
Gymnasial- PIE SLLLEN von Dr. €, H. Nagel, Professor der 
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Mathematik und Physik an dem obern Gymnasium und 
der höhern Bürgerschule zu Ulm. 1]. Abtheilung. Allge- 
meine Naturlehre für Gymnasial- und niedere Real-An- 
stalten. Ulm. 1842. 8. 20 ggr. 

Wir halten dieses Buch, für ein mit pädagogischem Takt sehr 
verständig angelegtes Lehrbuch der Physik für den ersten Unter- 
. richt in dieser Wissenschaft auf Schulen, welches in klarer Dar- 
stellung nur die Hauptgesetze giebt, mehreres Detail in mit kleine- 


rer Schrift gedruckten Anmerkungen nur ganz kurz andeutet, und, 


den Weg der mathematischen Begründung verlassend, bloss den 
Experimentalweg betritt, weshalb dasselbe Lehrern für den Unter- 
richt in den untern Klassen zur Beachtung empfohlen zu werden 
verdient. Bei dem physikalischen Unterrichte in den obern Klas- 
sen ist es dagegen nach unserer Ueberzeugung sehr zweckmässig, 
und dient zugleich sehr zur Unterstützung und Förderung: des mathe- 
matischen Unterrichts, wenn den Schülern so häufig wie möglich 
gezeigt wird, wie viele wichtige Anwendungen sich schon bloss 
von den von ihnen bereits erlernten Lehren der Mathematik in der 
Physik machen lässen. ; 
The mathematical Principles of Mechanical Philoso- 
phy, and their Application to the Theory of Universal 
Gravitation. By John Henry Pratt, M. A. Fellow of Gon- 
ville and Caius- College, and of the Cambridge Philoso- 


phical Society. 2d. Edition. Cambridge. 1841. 8 Li. 1s 


boards. 


Unterhaltungen aus dem Gebiete der Naturkunde. 
Von D. Fr. Arago. Fünfter Theil. Aus dem Französi- 
schen übersetzt von Dr. C. F. Grieb. Stuttgart. 1841. 8. 
23 ggr. 

Theil_ enthält die folgenden Aufsätze: Bericht an die 
Akademie der Wissenschaften über die während der Reise der von 
dem Schiffskapitäne Dü-Petit-Thouars befehligten Fregatte, die 
Venus, ausgeführten wissenschaftlichen Arbeiten. 

Rede am Grabe Prony’s. 

Rede am Grabe Poisson’s. 

Bericht über das Daguerreotyp. 

Von den Kometen. 

‚Von der Temperatur der Erde. 

Vom Kalender. 


Breiten - und Längentabelle für die bedeutendsten Städte. 


Frankreichs. 

Verzeichniss der Tage des mittleren Jahres, an welchen eine 
regulirte Uhr, Mittags um 12 Uhr um eine ganze Anzahl von Minu- 
. ten vor- oder nachgehen muss. 


. Zeit des Hochwassers oder Stunden der Fluth in den bedeu- 
tendsten Häfen der Küsten Europa’s; die Tage des Neu- und Voll- 


monds und die Länge dieser Häfen in Zeitwinuten; 
Von der Atmosphäre und ihren Verhältnissen zur Astronomie. 
Physische Konstitution des Mondes. 
Geschichte der Astronomie. 
Vom 'Thierkreise. 
Von den Fixsternen. 


* 
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Physische Konstitution der Sonne. 
Von den Planeten. 
Anblick des Himmels. 


Ueber die Berechnung von Beobachtungen durch die 
Methode der kleinsten @uadratsummen. Vom Prof. Dr. 
J. A. Hülsse. Leipzig. gr. 4 + Thlr. 


Tables psychrome£triques et barometriques a l’usage 
des observatoires m&tdorologiges de l’Empire de Russie. 
gr. in 8. St. Petersbourg. 1841. 13 ggr. 
Dass auf allen meteorologischen Observatorien in Russland alle 
Rechnungen und Reductionen nach denselben Tafeln gemacht wer- 
den, ist eine höchst zweckmässige Einrichtung, und. wir möchten 
hier’ wohl- den Wunsch aussprechen, dass auch Beobachter in an- 
dern Ländern sich zu dem Gebrauche dieser Tafeln entschliessen 
und vereinigen möchten. Uebereinstimmende Instrumente und Re- 
duetions-Elemente scheinen uns .bei allen meteorologischen Beob- 
achtungen ein sehr wesentliches Erforderniss zu sein, ( 


A Manual of Electricity, Magnetism and Meteoro- 
logy. By Dionysius Lardner, D.C. L. F.R. S. etc, Vol. 1. 
1841. 8. 6 s. eloth. Being Vol. 130 of the Cabinet Cyclo- 
paedia. (To be completed in Three more Volumes). 


Beiläufig bemerken wir hierbei, dass die Cabinet ‚Cyclopaedia 
auch die folgenden früher erschienenen Abtheilungen enthält: 

A Treatise on Geometry. By Dionysius Lardner. 6 s. cloth. 

A Treatise on Hydrostatics and Pneumaties. By Dionysius 
Lardner. 6 s. cloth. 

A Treatise on Arithmetic. By Dionysius Lardner. 6 s. cloth. 

A Treatise on Heat. By Dionysius Larduer. 6 s. cloth. 

A Treatise on Mechanics. By Capt. Kater and Dr. Lardner. 6 s. 

- A Treatise on Astronomy. By Sir John Herschel. 6 s. 

A Preliminary Discourse on the study of Natural-Philosophy. 
By Sir J. Herschel. 6 s. ; 

The History of Natural Philosophy. By Baden Powell. 6-s. 
- A Treatise on Optics. By Sir David Brewster. 6 s. 2 

A Treatise on Chemistry. By Prof. Donovan. 6 =. 

Essay on Probabilities. By Prof. Dr. Morgan. 6 =. 


Geschichte der Fortschritte der Geologie und Ein- 
leitung in diese Wissenschaft. Von Carl Lyell. A. d. Engl. 
von Carl Hartmann... Auch unter dem Titel: Grundsätze 
‚ der Geologie oder die neuen Veränderungen der Erde 

und ihrer Bewohner in Beziehung zu geologischen Er- 
läuterungen. I. Band, Weimar. 1842. 8. 2 Thlr. 

Den zweiten Band dieses Werkes bilden die in Nr. II. S. 61 
des Literarischen Berichts angezeigten neuen Veränderungen 
- der unorganischen Welt u. s. w., weshalb dem obigen ersten 
Bande auch ein besonderer Titel zu dem früher angezeigten, un- 
mittelbar vorher namhaft gemachten Werke beigelegt worden ist. 


Pr 


a |, 


Vermischte Schriften. 





Nouveaux M&moires de l’Acade&mie royale.des scien- 
ces et Belles-Lettres de Bruxelles, tome XIV, un fort 
volin 4. avec gravures et une lithographie. Bruxelles. 
1841. 4 Thlr., | en 
contenant: | | 

Crahay: Resume ‚des observations meteorologiques faites en 
1840 a Louvain. | 
‘ Quetelet:' R&sum& des observations sur la meteorologie, sur 
le magnetisme, sur les temperatures de la terre, sur la floraison de 
fleurs, plantes etc., suivi des comparaisons barometriques faites a 
Bruxelles et dans le nord de l’Europe, par Bravais et Ch. Martins. 


Memoires couronn&s par l!’Acad&mie royale des Scien- 
ces et Belles-Lettre de Bruxelles, tome XV, 1’* partie, 
1840 —184l. gr. in 4 Bruxelles. 1841. 2 Thlr. Ei er 
contenant: | | 

Moriz Stern: Recherches sur la theorie des residus quadrati- 
ques; memoire 'en reponse A la question suivante: On demande 
un m&moire d’analyse alg&brique, dontlesujetestlaisse 
au choix des eoncurrens. “, 


u 
hr 
? 


s Preisaufgaben. 


Aufgabe der Akademie der Wissenschaften zu Paris 
für 1843. Be 


„Perfectionner les methodes par lesquelles on resout le proble- 
„me des perturbations de la lune ou des planetes, et remplacer les 
„developpements ordinaires en series de sinus et de cosinus par 
„d’autres developpements plus convergents, composes de termes pe- 
„riodiques que l’on puisse calculer facilement a l’aide de certaines 
„tables construites une fois pour toutes.“ 

Le prix consistera en une medaille d’or de la valeur de 3000 Fr. 
Les. memoires devront £tre arrıves au secretariat de. l’Academie 
avant le le avril 1843, Ce terme est de rigueur. Les noms des 
autenrs seront contenus dans un billet cachete, qui ne sera ouvert 
que si la piece est couronnee, N” 
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Vorläufige Nachricht über eine neue Zeitschrift für 
Meteorologie, Erdmagnetismus und verwandte Ge- 
| genstände. 


In München erscheint vom Anfange dies Jahres an eine neue 
Zeitsehrift "unter dem Titel: | Ä 

Annalen für Meteorologie, Erdmagnetismus und ver- 
wandte Gegenstände, redigirt von Grunert, Koller, 
Kreil, Lamont, Plieninger, Stieffel, herausgegeben von 
Dr. J. Lamont, Conservator den Königlichen, Sternwarte 
bei München, ordentl. Mitgliede der Königl. Academie 
der Wissenschaften in Müuwchen, u. s. w 

Der Gedanke, welchem diese Zeitschrift ihre Entstehung ver- 
dankt, ist in neuerer Zeit schon oft zu realisiren ‚versucht worden, 
ohne dass diese Versuche bis jetzt mit dem Erfolge des Gelingens 
gekrönt worden wären.. Jeder, wer. sich lebhaft für Meteorologie 
interessirt, kennt die grossen Dienste, welche die ehemalige soge- 
nannte Societas Palatina zu Mannheim dieser Wissenschaft 
geleistet hat, und. weiss, dass die von derselben herausgegebenen 
"Ephemeriden.*) noch immer, .die wichtigste Fundgrube für meteoro- 
logische Untersuchungen sind, wobei auch. der Kurfürst Carl 
Theodor von der Pfalz; welcher diese meteorologische Gesell- 
‚schaft stiftete, den Abt Hemmer als- deren Director an ihre Spitze 
stellte, und dieselbe in den Stand setzte, nach fernen Gegenden 
meteorologische Instrumente zu senden, die alle bis dahin verfer- 
tigten an Genauigkeit übertrafen und vollkommen übereinstimmend 
waren, stets in dem, dankbarsten Andenken. fortleben und’ in den 
Annalen der Meteorologie immer mit Hochachtung genannt werden 
wird. Ein ähnlicher allgemeiner meteorologischer Verein ist im 
vorigen Jahre in München gestiftet worden. Sämmtliche mitar- 
beitende Meteorologen erhalten sorgfältigst regulirte meteo- 
rologische und magnetische Instrumente, die in der Werkstätte der 
Königlichen Sternwarte bei München verfertigt und bloss gegen 
Erstattung: der Auslagen, d. h. ungefähr zu dem dritten Theile des 
gewöhnlichen Preises, geliefert werden, wonach ein Barometer zu 
dem höchst geringen Preise von 6 Gulden, ein Doppelthermometer 
(eine Art Psychrometer) zu dem ebenfalls äusserst niedrigen Preise 
von 3 Gulden 30 Kr. abgelassen wird °°). Die Beobachtungen wer- 


*) Ephemerides Soc. meteorolng. palatinse. Historia et observationes, 
Manh. 1783 — 1792. XII. T. 4. } | 

**) Die magnetischen Instrumente sind natürlich verhältnissmässig theurer, 
im Ganzen jedoch die Preise, welche einem Jeden auf Verlangen bereit- 
willigst mitgetheilt werden, so niedrig als nur irgend ‚möglich. gestellt, 
so dass durch dieselben bloss die Auslagen einigermassen gedeckt wer- 
den. Die sogenannten Differential-Instrumente können in jedem Hause, 
wenn nur in der Nähe keine veränderlichen Eisenmassen sind, aufge- 
stellt und gebraucht werden. Natürlich kann man sich aber dem Vereine 
auch bloss für ’eigentliche meteorologische Beobachtungen, vhne sich 
zugleich zu magnetischen Beobachtungen zu verpflichten, anschliessen. 


S 


. 


104 


den an allen Stationen nach einem gemeinschaftlichen Piane ge- 
macht und in den verschiedenen Ländern durch besondere dazu 
bestimmte Meteorologen redigirt. Die Redaction für Bayern hat 
Herr Dr. Lamont, die Redaction für Oesterreich haben die 
Herren Astronomen Koller zu Kremsmünster und Kreil zu Prag, 
die Redaction für Würtemberg hat Herr Prof. Plieninger, für 
Baden Herr Prof. Stieffel übernommen, und dem nördlichen 
Deutschland hofft der Unterzeichnete seine Kräfte zu wid- 
men. Die oben genannten Annalen für Meteorologie, Erd- 
magnetismus und verwandte @egenstände, deren Heraus- 
gabe, so wie die oberste Leitung des ganzen Unternehmens, Herr 
Doctor Lamont in München besorgt, sind zur Bekanntmachung 
der von den Redactoren nach München als dem: Centralpunkte 
für das gesammte Unternehmen, gesandten Beobachtungsjournale, 
zur Mittheilung geeigneter Aufsätze, Abhandlungen u. dergl. durch 
den Druck bestimmt, so dass man dieselben alle an einem Orte 
beisammen findet. Die Druckkosten werden entweder ganz oder 
wenigstens so weit dieselben nicht durch den Absatz gedeckt wer- 
den, von der Königlich Bayerischen Regierung getragen, 
so dass also das Unternehmen durch diesen neuen Beweis der Mu- 
nificenz, mit welcher von jeher die Königlich Bayerische Re- 
sierung sich die Förderung der Wissenschaften angelegen sein 
lässt, vollkommen gesichert erscheint, und nur zu wünschen übrig 
bleibt, dass noch recht viele Meteorologen in den verschiedensten 
Ländern und. den entferntesten Gegenden sich dem Vereine an- 
schliessen, weshalb sie sich entweder unmittelbar nach München 
an Herrn Doctor Lamont oder an den ihnen zunächst wohnenden 
Redacteur zu wenden haben, um auf dem kürzesten und wohl. 
feilsten Wege die ihnen nöthigen Instrumente, Instructionen, u. s. w. 
zu erhalten. Dies für jetzt nur als vorläufige Nachricht über ein 
Unternehmen, welches, wie wir wenigstens wünschen und hoffen, 
der Meteorologie und verwandten Wissenschaftszweigen. die schön- _ 
sten Früchte tragen wird. | J 
Greifswald den 11. März 1842. | 
Grunert. 


—— 





Vin. 
‚Literarischer Bericht. 


AL EIER 


Philosophie der Mathematik.- 


Die Philosophie der Mathematik. Zugleich ein Bei- 
trag zur Logik und Naturphilosophie von Const. Franz. 
Leipzig: 1842. 8. 12 Thlr. 


Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


A Course of Mathematics; principally designed for 
the Use of Students in the East India Company’s Mili- 
tary'’Seminary at Addiscombe..' By the Rev. J. Cape, 
M. A.vetc. Professor of Mathematics and Classics at Ad- 
discombe. Vol, 2. 8. 16 s. eloth. Vol. l. 8. 15 s. cloth. 


\ 
4 


Arithmetik. 


Bourdon: Ausführliches Lehrbuch der Algebra. Aus 
-dem Franz. von E. W. Müller. Quedlinburg. 1842. 8. 
1 Thlr. 16 ggr. ‘ı | 


The Analysis and Solution of cubic and biquadratiec 
 Equations; forming a Sequel to „The Elements of Alge- 
Band 11. 10 ch 
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bra‘ and an Introduction to ‚„‚„The Theory and Solution 
of the Higher Orders.“ By J. R. Young, Prof. of Mathe- 
“matics in Belfast College. 1842. 6 s. 


Theoretisch en Practisch Leerboek der Algebra, of 
Stelkunst voor de Scholen. Berste deel. Te Dordrecht. 
gr. 8 f1,80. 1842. | 


J. Badon Ghijben en H. Strootman (Leeraren der 
iste Klasse in de Wiskunde, bijde Koninklijke Mili- 
taire Akademie te Breda) Vervolg or de beginselen der 
Stelkunst, bevattende de leerwjze der onbepaalde coef- 
ficienten; eene korte beschouwing der permutatien en 
combinatien; de ontwikkeling van het binomium; iets 
over de gedurige breuken; de theorie der hoogermagts 
vergelijkingen, die der rekenkunstige reeksen vanhoo- 
geren rang, en eindelijk de ontwikkeling der logarith- 
mische en exponentiale functien; gr. 8 Te Brede. 1841. 
f1, 2. “ar 


Arithmetical Tables. 19 th Edition, with Additions, 
by Thomas Bourn, 1842. 8d. sewed. i 


Versuch einer Kritik der Prineipien der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. Bearbeitet von Jakob Friedrich 
Fries. Braunschweig. 1842. 8 1 Thlr. 8 ggr. 

Diese Schrift eines der scharfsinnigsten, zugleich mit ausge- 
zeichneten mathematischen Kenntnissen ausgerüsteten Philosophen 
verdient jedenfalls der Aufmerksamkeit. der Mathematiker sehr 
empfohlen zu werden. Eine Beurtheilung derselben würde viel 
mehr Raum -in Anspruch nehmen, als unsere Literarischen Berichte 
darzubieten bestimmt sind, weshalb wir uns begnügen müssen, den 
Zweck, welchen der Vf. durch seine Schrift zu erreichen beabsich- 
tigte, mit seinen eignen Worten aus der Vorrede anzugeben. Der 
Verf. sagt nämlich: ‚Durch den Naturalismus der Encyelopädisten 
wurde den ruhigeren Gebildeten in Frankreich eine gleichsam Epi- 
kurische Begeisterung für Aufklärung, ‘Wahrheit und-Menschen- 
‚rechte gegen alle Arten der Vorurtheile und des Aberglaubens zu 
Theil, welche zur Zeit der Revolution die edle Geistesanregung 
für weltbürgerliche wissenschaftliche Interessen brachte, nicht nur 
Einheit von Maass und Gewicht zu bestimmen suchte, sondern sich 
aller grossartigen naturwissenschaftlichen Interessen annahm. Aber 
die übertriebenen politischen Hoffnungen dieser Begeisterung wur- 
den durch den jakobinischen Pöbel au den meisten ihrer nach der 
Gironde benannten edlen Vertreter blutig gestraf. Zu den Lieb- 
lingsideen dieser Aufklärung gehörte dann auch, wie vorzüglich 
Condorcet, einer der Erschlagenen, lehrte, dass die Wahrschein- ° 
lichkeitsrechnung einer der wichtigsten Gegenstände des öffent- 
lichen Unterrichts sei, denn sie sei die Rechnung des gesunden 
Menschenverstandes, durch deren Belehrungen allein der falsche’ 
Einfluss von Hoffnung, Furcht und allen Gemüthsbewegungen auf 

‚ unser Gemüth vernichtet und somit Vorurtheil und Aberglaube aus 
_ dem Urtheil im bürgerlichen Leben verdrängt werden könne. Da- 
- "mit ist uns denn auch eine höchst wichtige Wahrheit angeregt 


- 
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worden; aber die Begründung der ganzen Lehre ist eigentlich phi- 
losophisch, und darin blieben jene Lehrer sehr einseitig und erreg- 
ten deswegen “überspannte Hoffnungen, denen nie entsprochen wer- 
den kann. Die Theorie der Wahrscheinlichkeitsrechnung beruht 
nämlich ‘auf der T'heorie der Inductionen, und hier gehen jene 
Lehrer von dem Sensualismus des Locke, Condillac und Hume 
aus, und wollen alle Inductionen nur als empirische nachweisen, 
welche ohne alle Erkenntnisse a priori gelten sollen. Dagegen 
hat uns Kant belehrt, dass jede Erfahrung erst a priori erkannte 
Bedingungen ihrer Möglichkeit voraussetze, und wir leiten daraus 
ab, dass jede taugliche Induction eine rationelle werden müsse, 
welehe nicht nur durch die Erwartung ähnlicher Fälle, sondern zu- 
höchst immer durch leitende Maximen gelte, deren oberste a priori 
erkannt werden. 

So wird es nothwendig für die Wahrscheinlichkeitsrechnung 
der Metaphysik des Calculs, wie die Franzosen sagen, eine andere 
Grundlage zu geben. Dazu kommt nun noch, dass die Franzosen, 
durch die einseitige Begründung, der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
ein viel zu weites Feld geben wollen, indem im Grunde alle ‚unsre 
Erkenntniss allgemeiner Gesetze von ihren Regeln abhängen soll. 
Dadurch ist es gekommen, dass sie viele Aufgaben stellen, und 
Lehren ausführen, die gar keinen wahren Grund haben, und dage- 
gen beabsichtige ich hier meine Rede zu richten, wiewohl ich da- 
mit vielen der grössten Mathematiker streitend entgegentrete. Ich 
behaupte, dass der Grundbegriff der mathematischen Wahrschein- 
lichkeit selbst nicht genau bestimmt sei; ich behaupte, dass die 
ganze herkömmliche Lehre von der Wahrscheinlichkeit der Zeu- 
genaussagen und der richterlichen Entscheidungen falsch sei, und, 
was das Wichtigste ist, ich muss einen grossen Theil der Isehren 
von der Wahrscheinliebkeit a posteriori ganz zu beseitigen suchen. 

Dies sind die Zwecke der hier vorliegenden Arbeit. Am 
Schluss der Vorrede sagt der Verf. endlich noch: ,‚Während ich 
an dieser Abhandlung arbeite, ist Poissons grosses Werk: re- 
cherches sur la probabilite des jugemens; nicht nur erschienen, 
sondern auch in meine Händ gelangt. Die grosse Kunst der ma- 
thematischen. Analysis, welche ihm eigen war, zeigt sich, darin auf 
eine glänzende Weise, daneben hat er manchen besondern von den 
Fehlern gerügt, gegen welche ich meine Kritik richte; aber die 
Grundgedanken trifft er doch nicht, ein wichtiger Theil meiner ta- 
delnden Kritik bleibt auch gegen ihn stehen. 


Geometrie. 
Geometrie für Realschulen von J. A. Pflanz. Dritter 


Theil. Stuttgart. 1842. 8. 6 ggr. A 
- Die beiden ersten Theile sind in. Nr, V. des Literarischen Be- 


 richts 8. 76 kurz angezeigt. Dieser dritte Theil enthält die prak- 
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tische Geometrie, d, h. nicht die Feldmesskunst, „sondern eigent- 
lich bloss Flächen - und Körperberechnungen , wober sich der Verf. 
auch der Algebra bedient. 


Populäre Geometrie für Künstler und Professioni- 
“sten, welche die nöthigsten Lehren und Aufgaben der 
Geometrie leicht kennen lernen und sie mit Erfolg für 
ihre Arbeiten benutzen wollen. Nebst einer Beschrei- 
bung einiger Messapparate, Vergleichung deutscher 
Maasse und Gewichte, u.s.w. Von Dr. G.A. Jahn. Leip- 
zig. 1842. 8. 1 Thlr. 8 ggr. | 
‘Dieses Buch leistet das, was es verspricht, auf eine zweckmä- 
ssige Weise, und kann auch bei’m Unterrichte. auf Bürger- und 
niedern Realschulen als eine Anleitung zu‘ geometrischen Zeich- 
nungen und Rechnungen zweckmässig gebraucht werden. Tafeln 
zur Vergleichung der verschiedenen Maasse, so: wie Tafeln der 
Quadrat- und Kubikwurzeln aller ganzen Zahlen von 1 bis 1000 
‚in ‚drei Decimalstellen sind ‚angehängt, und Erläuterungen über 
Maassstäbe, über den Nonius, über die verschiedenen Arten von 
Setzwagen, Niveau’s und Libellen sind nicht übergangen, so ‚dass 
- dieses Buch in dem Kreise, für welchen es bestimmt ist, recht 
nützlich werden kann. | 


Theorie der periodisch-homologen Punkte, Geraden 
und Ebenen in Bezug auf das System dreier Kegel- 
schnitte, ‘welche einen vierten doppelt berühren, und 
auf das von vier Flächen der zweiten Ordnung oder 
Klasse, welche eine fünfte umhüllen,-von Fr. Seidewitz. 
Heiligenstadt. 1842. A. 

Dieses Programm des Gymnasiums zu Heiligenstadt von Ostern 
1842 zeugt von einer sehr genauen Kenntniss und vieler Uebung 
seines Verfs. in der sogenannten neuern Geometrie, und verdient 
allgemeiner bekannt und beachtet zu werden. Die beiden Aufga- 
ben, deren Lösung der Verf. vorzüglich zum Zweck hat, drückt 
derselbe in der Vorrede auf folgende Art aus: 

I. Wenn ein beliebiger Kegelschnitt gezeichnet vorliegt, ‚und 
wenn drei andere Kegelschnitte der Bedingung unterworfen sind, 
ein jeder den ersteren doppelt zu berühren und durch drei Punkte 
zu gehen oder drei Gerade zu berühren, welche beliebig in seiner 
Ebene gegeben sind, was also dreimal drei’ gegebene Punkte oder 
Gerade macht: einen fünften zu zeichnen, welcher jeden der drei 
letzteren einfach, und den ersteren ebenfalls doppelt berühre; das 
Ganze mittelst des Lineals allein. Eu 

II. Wenn eine beliebige Fläche des zweiten Grades gezeich- 
net vorliegt, und wenn vier andere Flächen desselben Grades der 
Bedingung unterworfen sind, eine jede die erstere zu umhüllen 
und durch vier Punkte zu gehen oder vier Ebenen zu berühren, 
welche beliebig im Raume gegeben sind, was also viermal vier ge- 
gebene Punkte oder Ebenen macht: eine. sechste zu zeichnen, 
‚welche jede der: vier letzteren berühre und die erstere ebenfalls 
umhülle; das Ganze mittelts des Lineals allein. 

Alle, welche sich für die sogenannte neuere Geometrie über- 
haupt, und das Problem von den Berührungen insbesondere inte- 
ressiren, machen wir wiederholt auf dieses Programm aufmerksam. 
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Praktische Geometrie. 


- A Treatise on Land Surveying and Levelling, illu- 
strated by copious Field Notes, Plans, and Diagrams, 
in Four Parts, by the Chain, Theodolite, Circumferen- 
tor, and Spirit Level; with Drawings, explaining their 
use,and exhibiting their adjustment: together with in- 
troductory chapters on Geometry, Logarithms, Mensu- 
ration and Trigonometry; and an Appendix of Tables 
of Logarithms, Sines, Cosines, Tangents etc. to Six 
Places; and a Troverse Table to any Distance, and to 
Three Minutes of Bearing. By H. J. Castle, Surveyor 
and Civil Engineer, Lecturer on Practical Geometry 
gie Levelling to King’s College, London. 1842. 8. 14 =. 
cloth. 


Der seschwind und richtig rechnende Markscheider. 
Von K. W. Böbert. 2te Aufl. Quedlinburg. 1842. 8. 
lt Thlr. | 


# 


Trigonometrie. 


Plain and spherical Trigonometry. By H. W. Jeans, 
F.R. A,S. Royal Naval College, Portsmouth, late Ma- 
thematical Master, in the Royal Military Academy, 
Woolwich. Part ]J, containing Rules, Examples, and 
Problems, 1842. 3s. 6d. cl. Portsea: Woodward. London: 
Longman, Brown and Co. 


! 


Mechanik. 


Lehrbuch der Mechanik nebst einem Anhange über 
Pendel und Wage. Gemeinfasslich dargestellt von 
Dion. Lardner und H. Kater. Aus dem Englischen v. 
Heinrich Kossmann. Stuttgart. 1842. 8. 1 Thlr. 18 ggr. 
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Praktische Mechanik. 


Mechanik für.Gewerbetreibende. Enthaltend: Die 
Zusammensetzung und Zerlegung‘der Kräfte, den Mit- 
telpunkt der Schwere und die mechanischen Potenzen. 
Erläutert durch Beispiele und Figuren. Von LL D: 
Alex. Jamieson. In 3 Abtheilungen. : Wien. 1841, 8, 
43 Thlr, ; 


Jolly, Prof. Dr. Ph., Specimen primum ad doetrinam 
de machinarum eflectu pertinens. 8 maj. Heidelbergae. 
1841. + Tllr. 


Der praktische Maschinenbauer. Ein Handbuch für 
Maschinenbauer, Mechaniker, Kunstdrechsler und Fa- 
brikbesitzer. Nach den besten Werken über diesen Ge- 
senstand bearbeitet von Andr, Valent. Demme. Achte 
Lieferung. Mit Abbildungen. @uedlinburg und Leip- 
zig. 1842. 8. 1 Thlr. 20 ggr. 


- 


Astronomie. 


Populäres astronomisches Hand-Wörterbuch oder 
Versuch einer Erklärung der vornehmsten Begriffe und 
Kunstwörter der Astronomie, sammt Nachrichten von 
der Geschichte der astronomischen Entdeckungen und 
Erfindungen, biographischen und literarischen Notizen, 
und einer kurzen Andeutung der Methoden und Werk- 
zeuge. Mit Ausschluss aller irgend entbehrlichen ana- 
Iytischen Formelsprache. Von Dr. J. E. Nürnberger. 
Kempten. 1842, 8. wir | 

Von diesem populären astronomischen Handwörterbuche sind bis 
jetzt das erste von Abend bis Bahnen der Planeten, Kome- 
ten und Doppelsterne und das zweite bis Compass reichende 
Heft in unsere Hände gelangt. Eine Beurtheilung, die jetzt vorei- 
lig sein würde, müssen wir bis zur Vollendung des ganzen Werks 
versparen. Der Preis jedes dieser beiden zwölf Bogen starken 


Hefte ist 8 ggr. 


Recreations in.Astronomy with a Glossary. By the 
Rev. Lewis Tomlinson, M. A. 2d. Edition, with 50 Illu- 
strations, 1842. As. ’6d | | - 
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Anfangsgründe der mathematischen Geographie, ein 
Lehrbuch für höhere Gymnasien und Realschulen. Von 
B, Studer. 2te verb. Ausg. Bern und Chur. 1842. 8, 
1 Thlr. 4 ggr. 

Die erste Ausgabe dieses empfehlenswerthen und ziemlich voll- 
ständigen, nur elementare mathematische Kenntnisse voraussetzen- 
2 Lehrbuchs der mathematischen Geographie erschien im Jahre 
1836. 


Anleitung zur genauen Bestimmung des Ganges und 
Standes der Uhren. Ein unentbehrliches Handbuch für 
Uhrmacher und Freunde der Astronomie, so wie für 
Alle, die einer sichern Zeitkenntniss bedürfen, als 
Gutsbesitzer, Geistliche und Schullehrer auf dem 
Lande. Von Dr. G. A. Jahn. Leipzig. 1842. 8. 14 Thlr. 


J. H. W. Lehmann: die Sonnenfinsterniss am 8. Juli 
1842, nach allen astronomischen und physischen Um- 
ständen für die Orte der Erde, wo sie sehr gross oder 
total erscheint, auf’s Sorgfältigste berechnet und in 
einem vollständigen Ueberblick, mit Berücksichtigung 
früherer Erscheinungen dieser Art, gemeinfasslich dar- 
gestellt. Nebst einer in Stein ‘gezeichneten graphi- 
schen Darstellung für Europa. Brandenburg. 1842. 8, 


12 ggr. 


Ueber die Bestimmung der Entfernungen im Welt- 
gebäude. Ein Vortrag im wissenschaftlichen Vereine zu 
Berlin gehalten von J. F. Encke, Berlin. 1842. 8. A ggr. 

Ein sehr ansprechender gemeinverständlicher, auch die neuern 
Arbeiten von Bessel und Struve über die Bestimmung der Par- 
allaxe der Fixsterne zweckmässig berücksichtigender Aufsatz. 


Physik. 


Die Experimental - Physik, methodisch dargestellt 
von Jacob Heussi. Erster Cursus. Kenntniss der Phä- 
nomene. Zweite vermehrte und verbesserte Auflage. 
Berlin. 1839. 8. Zweiter Cursus von den physikalischen 
Gesetzen. Berlin. 1838. 8. Dritter Cursus von den phy- ° 
sischen «Kräften, Berlin. 1840. 8 Alle drei Cursus. 
3 Thlr. - | 

Dieses methodisch abgefasste Lehrbuch der Physik für den 
Schulunterricht ist leider erst jetzt zu unserer Kenntniss gelangt; 
weil wir aber die Ueberzeugung haben, dass dasselbe den liehreru 
an Gymnasien und andern Lehranstalten recht sehr zur Beachtung 
empfohlen zu werden verdient, so holen wir hier eine kurze An- 
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zeige nach, und wünschen, dass dieselbe zur weitern Verbreitung 
dieser empfehlenswerthen Schrift beitragen möge, -In der Vorrede 
zum ersten Cursus- sagt der Verf.:. „‚betrachten. wir irgend eine 
Naturerscheinung, so bietet sich uns dreierlei dar: erstlich die Er- 
scheinung: selbst, die. wir beobachten; zweitens die Art,und. Weise, 
auf welche sie vor sich geht, und drittens.die Ursachen, welche 
sie hervorrufen. Die Erfahrungsnaturlehre muss nothwendig diese 
drei Dinge von einander trennen; der Stein -fällt zur Erde, das 
sieht jedes Kind; er fällt aber mit beschleunigter Bewegung und 
nach einem: bestimmten: Gesetze; dies kennen zu lernen. erfordert 
eine genauere Untersuchung und. eine höhere Bildungsstufe als 
ersteres; endlich: frägt sich, warum der Stein nach .der Erde fällt, 
und: woher es kommt, dass er gerade das durch die Erfahrung. aus- 
gemittelte und nicht ein anderes Gesetz befolgen müsse. Eine noch 
höhere Bildungsstufe, mathematische Vorkenntnisse u. s. w. sind zur. 
' Beantwortung dieser Fragen unumgänglich nöthig.‘“ Hierdurch 
sind, wie.es uns scheint, schon: die. Principien deutlich’ genug be- 
zeichnet, welche den Verf. bei.der Bearbeitung seiner drei Cursus 
geleitet haben. Ehe ein‘ Naturgesetz ‚richtig aufgefasst. werden 
kann, muss der Sion dafür geweckt, das Streben danach angeregt 
werden. Der erste Cursus ist ganz dieser ‚Uebung des Beobach- 


tungsvermögens gewidmet. ' Im. zweiten Cursus werden dann die 


Naturgesetze betrachtet; der dritte. endlich ‚enthält theils solche 
mathematische :Entwickelungen physikalischer Gegenstände, die mit 
Hülfe der Elementar- Mathematik durchgeführt werden können, 
theils ist derselbe der Betrachtung des innern Zusammenhangs der 
Naturerscheinungen gewidmet, so weit die Wissenschaft. darin ge- 
kommen und der Gegenstand für die-Schule passend ist. .Wir sind 
mit‘dem Verf. darin ganz einverstanden, dass, nur auf diesem von 
ihm vorgezeichneten Wege, oder auf einem ähnlichen, ‚der physika- 


lische Unterricht auf Schulen gute Früchte tragen kann, -worin.uns 


auch eine mehrjährige Erfahrung zur Seite steht. ‚Den ersten. Cur- 
sus des vorliegenden Buchs möchten wir für die unteren, den zwei- 
ten für die mittlern, den dritten für die obern Klassen bestimmen. 


Letzterer setzt allerdings ein ziemliches Maass mathematischer Ele- 


mentar-Kenntnisse voraus, jedoch nur solcher, auf welche sich 
der mathematische Unterricht auf Gymnasien und höhern Bürger- 
‚ schulen zu erstrecken pflegt. . Freilich aber wird bei dem Unter- 
richte’ nach diesem Cursus in den obern Klassen immer noch der 
Umstand hindernd entgegentreten, dass nicht alle Schüler schon 
die mathematischen Kenntnisse, welche dieser Cursus voraussetzt, 
besitzen, weil dieselben zum grössten Theile erst aus den Theilen 
der Mathematik entnommen werden können, welche in den obern 
Klassen’ gelehrt werden. Dies ist indess ein Uebelstand, der über- 
haupt nur mit grossen Schwierigkeiten beseitigt, werden kann, und 
vielleicht‘ ganz nie zu beseitigen ist. ‚Jedenfalls sind wir aber 
der Meinung, dass der physikalische Unterricht in:den obern Klas- 
sen so’ viel als irgend möglich auf einer strengen mathematischen 
Basis ruhen muss, möchten jedoch auch hier wegen des;\oben. 
erwähnten Uebelstandes einen Mittelweg für den geeignetsten. und 


besten 'halten, welches weiter auszuführen uns’ hier die Beengt- 


heit des Raums verbietet. : Jedenfalls.:verdient aber, was wir hier 
nochmals wiederholen, das vorliegende Lehrbuch von allen Lehrern 
der Physik recht sehr beachtet zu werden. , Dasselbe wird in den 


m 
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Händen eines geschiekten Lehrers insbesondere dann, wenn dem- 
selben vornehmlich bei dem Unterrichte nach dem dritten und zwei- 
ten Cursus ein guter, wenn auch keineswegs sehr glänzender, aber 
doch zweekmässig eingerichteter physikaliselier Apparat zu Gebote 
steht, dem Gedeihen des physikalischen Unterrichts gewiss ‘sehr 
förderlich sein. Kr ? 


Lehrbuch der Physik, nach dem gegenwärtigen 
Standpunkte dieser Wissenschaft bearbeitet, zum Ge- 
brauche bei Vorlesungen auf höheren Gymnasien und 
mit besonderer Berücksichtigung für Militairbildungs- 
anstalten. Von C. F. Peschel, Hauptmann und Lehrer 
der Kriegs- und Naturwissenschaften an der Königl. 
Sächsischen Militairbildungsanstalt. Erste Abtheilung: 
Physik der wägbaren Stoffe. Dresden und Leipzig. 1842. 
8.2 Thlr. | Nash | 

Der Vortrag‘ in diesem Werke ist deutlich und setzt nur die 
ersten Elemente der Mathematik bis etwa einschliesslich zur Tri- 
gonometrie voraus. Besondere Eigenthümlichkeiten sind uns nicht 
aufgefallen. 


Astronomisch-meteorologisches’Jahrbuch für Prag 
von K. Kreil. Erster Jahrgang. 1842, Prag. 1842. 8. 
1 Thir. 8 ggr. 

Nach Erläuterungen ‘über die Einriehtung dieses Jahrbuchs und 
der gewöhnlichen astronomischen Ephemeride folgt eine gemein- 
‚fassliche Darstellung der Resultate der Prager Beobachtungen über 
Magnetismus und Meteorologie, und hierauf Monatmittel: der mag- 
netischen und meteorologischen Beobachtungen zu Prag, Mailand, 
Ofen, Gratz. Die gemeinfassliche Darstellung der Resultate der 
Prager Beobachtungen kann zugleich als eine recht zweckmässige, 
allgemeinverständliche Anleitung zu meteorologischen und magne- 
tischen Beobachtungen betrachtet werden. | 


Die Witterungsverhältnisse von Berlin. Eine Vor- 
lesung von H. W. Dove. Berlin. 1842. 8. + Thlr. 

Diese im Vereine für wissenschaftliche Vorträge zu Berlin ge- 
haltene Vorlesung ist von allgemeinem Interesse und kann nach 
. unserer Ueberzeugung überhaupt als ein Muster für solche allge- 
mein verständliche, für ein grösseres Publikum bestimmte wissen- 
schaftliche Vorträge betrachtet werden, da dieselbe gewiss jedem 
Gebildeten ansprechen wird. 


Meteorography; or the Perpetual Weather Almanae. 
Contains 'nearly 50 of the Signs which oceur before 
every change’ of weather, engraved-and coloured from 
nature. 1842. 2s. 6d. 


Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen 
- Vereins im Jahre 1840. Herausgegeben von C. F. Gauss 
und W. Weber. "Leipzig. 1841. 8, 2 Thlr. { 
Dieser Jahrgang enthält die folgenden Abhandlungen: 
Zur Bestimmung der Constanten ‘des Bifilarmagnetometers. 
Von Gauss, | | | 
Band II, 11 
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Vorschriften zur Berechnung der magnetischen Wirkung, 'wel- 
che ein Magnetstab in der Ferne ausübt. Von Gauss. 

Vorschlag die Variationen des Stabmagnetismus. beim. Bifilar- 
magnetometer, unabhängig von der Kenntniss der Temperatur zu 
bestimmen. Von Weber. 

Ueber magnetische Friction. Von Weber. 

Ueber die absolute horizontale Intensität in Christiania. Von 
Hansteen, 

Untersuchung, über die mittlere Declination in Göttingen. Von 
Goldschmidt. . | 

Messung starker galvanischer Ströme bei geringem  Wider- 
stande. nach absolutem Maasse. Von Weber. 4 

Ueber ‚das electrochemische Aequivalent des Wassers. Von 
Weber. \ 

Magnetische Beobachtungen. Von ‚Hansteen. (Fe 

Auszug aus den täglichen Beobachtungen der magnetischen 
Declination zu Göttingen im Jahre 1840. ‚Von Goldschmidt. . 

‘Ueber (die Bestimmung der absoluten Intensität... ..Von Gold- 
schmidt, 4 I 0 

Resultate aus den in den Jahren 1834 — 1836 von Särterius 
von Waltershausen und Listivg in Italien angestellten Intensitäts- 
messungen. Von Listing. | 

Vergleichung magnetischer, Beobachtungen mit den. Ergebnissen 
der Theorie. Von Goldschmidt. L: 

ei Erläuterungen zu .den Terminszeichnungen und Beobachtungs- 
zahlen. | | 

'Beobachtungszahlen von den: Variationen. der Declination und 
Intensität. in den Terminen vom 28 — 29. Februar, 29 — 30, Mai, 
28 — 29. August und 27 — 28. November 1840: iodnE 


Vermisehte. Schriften. 


Dreihundert Aufgaben aus der höhern und »änge- 
wandten Mathematik. Von D. EL, Lehmus; »Berlin. 
1842. 8. 18 ger. 


Das Programm der Petrischule’ zuDanzig von Michae- 
lis 1841 enthält S.:9 — 14 wieder mehrere: sehr beachtuigswerthe‘ 
wissenschaftliche Bemerkungen des Herrn Professors und Directors 
F. Strehlke zu Danzig, mathematischen und physikalischen In- 
halts, welche denselben Zweck haben, wie die Aufgaben, ‚von de- 
nen im ersten "Theile des Archivs, 8. 435 Nr. LV. und iin Nr. IV; 
S. 67 des literarischen Berichts die’ Rede.gewesen: ist., So bald es 
der Raum gestattet, werden wir wieder Mehreres aus. diesen Be- 


merkungen im: Archive unter der Rubrik: Uebungsaufgaben für 
Schüler, mittheilen. | .n 
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Auch in: dem Programm des Catharineums zu Lübeck 
von Ostern 1842 ent auf S. 343— AO von Herrn Chr. Scher- 
ling ‚mehrere bei’m Unterrichte wirklich vorgekommene geometri- 
sche. ‚Aufgaben, die mit Hülfe der Algebra ohne Anwendung der 
Goniometrie lösbar sind, mitgetheilt.. ‚Auch von diesen Aufgaben 
sollen ‚mehrere, so bald es der-Raum ‚erlaubt, im Archive mitge- 
theilt werden, | | 

Zu wünschen ist, dass mehrere Lehrer dem von den Herren 
Strehlke und Scherling. gegebenen Beispiele, solche Aufgaben, 
die bei’'m Unterrichte ‚wirklich vorgekommen sind, in den |Pro- 
grammen mitzutheilen, folgen. , In dem Archive werden dieselben 
gewiss immer möglichste Berücksichtigung finden. - 

Gelegentlich mag hierbei noch bemerkt werden, dass das Pro- 
gramm‘ des Catharineums zu Lübee!' von Michaelis 1840 
folgende Abhandlung enthält: | 

Ueber die CGurven, die enthalte 1 ın der Polar- 
gleichung 2=a Z'.trig (p) und über wejenige, welche 
dargestellt wird .durch die Polargleichuag,g=a spec ph. 
Von Chr. Scherling, Coll. für Mathem. uud Naturw. 

Der Verf. hat nämlich in dieser Abhandlung den Zweck: die 
Curven zu untersuchen, welche die Eigenschaft haben, dass der 
Radius Vector eines jeden Punktes gleich sei dem:Produkte aus 
“_ einer constanten Grösse @ in irgend eine trigonometrische Function. 
des Winkels, den der Radius Vector mit einer festen durch den 
Pol gehenden Linie macht. 


Mathematical Tracts: 1. Lunar and Planetary Theo- 
ries. 2. Figure of the Earth. 3. Precession and Nuta- 
tion. 4. Calculus of Variations. 5. Undulatory Theory 
of Optics, and Theory of Polarization. Designed for 
the use of Students in the Universities. By G. Biddell 
Airy, M. A. F.R. S. Astronomer Royal. 3d. Edition, cor- 
rected, 1842. 8. 15s. London: John W. Parker West 
Strand. Cambridge: Deightons. | 


Educationel Models etc. sold br Taylor et Walton, 
‘28, Upper Gower Street. 


A Pyrometer for shewing the expansion of metals. 15 s. 
Atwood’s Machine for explaining the laws of falling bo- 
_ dies, with apparatus attached for illustrating the theory of the pen- 
dulum. Price of Atwood’s Machine with a „Companion“ L. 2. 2s.; 
“additional apparatus for the pendulum L. 1.1 s. | 

A set of mechanical powers; containing the Lever — 
Wheel and Axle — series of Pulleys — the Inclined Plane — 
Wedge — Screw — witlı Examples of the Parallelogram of For- 

IE? 
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ces — Centre of Gravity — Krietion — _Collision ‘of Elastie Bo- 
dies — Compound Lever. Price L. 9. 5 s. in a Box. 
ä A Second Set, omitting the werde tan of Forces and Colli- 
sion of Elastic Bodies. Price in a Box L. 2, 12's. 6d. A commo- 
ner Set L. 1.6 s. 3 d. in a Box. 

Philosophical Diagrams; illustrating the various branches 
of Natural Philosophy. By Frederick J. Minasi, Lecturer of 
Natural Philosophy etc. Designed for the use of Lecturers, Philo- 
losophical Classes, and Schools. 1 st Series — Mechanics. In 
Monthly Numbers each containing 3 Sheets of Diagrams, price 3 s. 

each Number. — Number 1-is just published. 
{ Geometrical solids to illustrate Reiner’s Lessons on form, 
and other works on Geometry. The Set, in’a Box, 9 s. 

An Instrument for teaching Geometry, convertible into: 
a Theodolite, Spirit F° 1, Hadley’s Sextant, and Wollastons Go- 
niometer. Price L.’_ .28.6.d. 

'Diagrams in Wood, to illustrate Dr. Lardner’s Euelid. Bord 
Geometry, Book. f. "The Set’of Nine, in a Box, 7 s.6.d 





vinl. 
Literarischer Bericht. 
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Systeme, Lehr- und Wörterbücher. 


Matheseos ÜUniversälis formulae fundamentales On 
roli Joh. Ds. Hill, a ©. A. Augustinson MDCCCKLI publice 
defensae. Lundae. ÄDCCCÄLIL A A gg. i 


Lehrbuch für den gesammten mathematischen Ele- 

mentar-Unterricht an Gymnasien, höhern Bürger- und 
Militair - Schulen. Bearbeitet von Dr. Martin Ohm. 
Dritte, durchgesehene und theilweise umgearbeitete 
Auflage. Leipzig. 1842. 8, 22 ger. 
° Dieses: seiner Einrichtung und ‘den Ansichten seines Vfs. über 
den mathematischen Unterricht nach aus den beiden ersten Auflagen 
hinreichend bekannte Lehrbuch für den gesammten mathematischen 
Elementar-Unterricht enthält die Arithmetik und Algebra, die ebene 
Geometrie "mit Einschluss der ebenen "Trigonometrie, die körper- 
liche Geometrie mit Einschluss der sphärischen Trigonometrie, und 
in einem Anhange Einiges über Reihen und über Permutatisnen 
und Combinationen, nebst dem Beweise des binomischen Lehrsatzes. 
Da, wie gesagt, die Ansichten des Vfs. schon bekannt genug sind, 
und allerdings auch schon bei vielen Lehrern Eingang gefunden 
haben, wie am besten durch die wiederholten Auflagen des -vorlie- 
genden Werkchens bewiesen wird, so, würde eine nicht überall bei- 
fällige Kritik derselben, wobei wir übrigens manches Treflliche in 
denselben keineswegs verkennen und dem Vf. deshalb immer unsere 
besondere Achtung gezollt haben, in diesen bloss für kurze Anzei- 
gen und literarische: Notizen bestimmten literarischen Berichten nur 
unpassend erscheinen. Unterdrücken aber können wir in Bezug auf 
&. 177.—$, 181. die Bemerkung nicht, dass die Formeln 


an EV ei Kan, av 
sin & er Be We cos nt Zum. 1. 
TR Tr  AREHEE | 
- und die aus denselben gezogenen Herleitungen, auch wenn sie nur 
gelegentlich beigebracht sein sollten, in einem für erste Anfänger 


Baud 11. 12 


N 
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‚bestimmten Lehrbuche nach unserer Ueberzeugung gewiss ganz am 
unrechten Orte ‘sind, und den Anfänger nur verwirren. Solche 
eigentlich nur symbolische Ausdrücke in ihr rechtes Licht zu stel- 
len und ihre richtige Anwendung zu zeigen, muss nach unserer 
RUSSEN ganz einem höhern” Unterrichte 'aufbehalten bleiben. 


Arithnaige- 


Die neue Multiplication oder Anweisung, die unmit- 
telbare Berechnung der Producte aus zwei- bis acht- 
zifferigen Factoren nach einer einfachen, von der bis- 
her gebräuchlichen ganz verschiedenen Methode aus- 
zuführen. Für Freunde der Arithmetik, für alle Clas- 
sen von Rechnern, namentlich aber zur Einführung in 
Gymnasien und Bürgerschulen zum Druck befördert. 
Zweite, ganz umgearbeitete Auflage. Oldenburg. 1842. 8. 

Bei der gewöhnlichen Art zu multiplieiren bildet man bekannt- 
lich, wenn im Allgemeinen RT En der Multipli- 
cand, Parka Bedsirtudirine . der Multiplicator ist, näch und nach 
die Producte 

(+ +Hce+d+....)% 
(e-+b-++ce+d+....) 
(+ -HcHd+....y: 
a Te 1.2) 
' u. Ss. w. 
indem man jedes ‚derselben wieder in seine einzelnen Theile auf- 
löst, und erhält durch Addition aller dieser Producte das gesuchte 
Product des gegebenen. Multiplicandus und Multiplietors. Der 
Verf. setzt dagegen 
(+ HceH+ ar!) FR -FYFISHEN) 
— aa +bo co dc... 
++ HPA. 
+++ Y+-d-+..:.. 
+eö+b + ce + d-H.r:n.. 
u. Ss. w 
‘ordnet die einzelnen Theile der Grösse auf der en Seite des 
Gleichheitszeichens nach den Diagonalreihen, wodurch er 
(.+d -+c+d+..) le +Hf+r+I+...) 
galt : 
+ (aß + bu) 
+ (ay +6 -+.co) 
+ (ad + by ref + de) 
Re br 
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erhält, bildet die sämmtlichen einzelnen "Theile dieses Aggregats, 

und erhält durch deren Addition das gesuchte Product, wobei er 
übrigens die einzelnen Theile nicht vom ersten bis zum letzten, in 
der Ordnung wie sie vorher geschrieben worden sind, sondern in 
umgekehrter Ordnung vom letzten bis zum ersten bildet und zu 
einander addirt. Hierin besteht das ganze Kunststück! Soll''man 
z. B. 786 mit 543, multipliciren, so sagt man 6.3 ist 18, schreibt 
die 8 hin, und behält 1 im Sinne; hierauf sagt man 8.3-+6.A4 
ist 48, und 1 dazu ist A9, schreibt die 9 hin und behält A im 
Sinne; dann sagt man 7.3+-8.4—+6.5 ist 83, und A dazu ist 
87, schreibt die 7 hin und behält 8 im Sinne; hierauf. sagt man 
7.4-+8.5 ist 68, und 8 dazu ist 76, schreibt die 6 hin und be- 
häle 7 im Sinne; endlich sagt man 7.5 ist 35 und 7 dazu ist 42, 
welche Zahl nun auch hingeschrieben wird. 'Hiernach, erhält das 
Exempel folgende Gestalt: 


, 


786 
45 
426798 
7841 


So unbedeutend die Sache auch an sich nach unserer Ueberzeu- 
gung ist, und so wenig wir glauben, dass dieselbe. sich einer gün- 
stigen Aufnahme erfreuen wird, so hielten wir es doch für unsere 
Pflicht, diese neue Multiplicationsmethode hier etwas näher zu 
characterisiren, weil der Verf, dieselbe namentlich zur Ein- 
führung in Gymnasien und Bürgerschulen bestimmt und 
empfiehlt. Wir haben unsere Pflicht gethan und unser Zweck ist 
erreicht, wenn durch das Obige jeder Lehrer in den Stand gesetzt 
wird, sich über diese neue Multiplicationsmethode selbst ein Urtheil 


zu bilden. ‚ 


iR WI 100000 
| e __ F0L000 
Tafeln zur Verwandlung aller Brüche von oo 1000 


und von 40 — org in fünf bis siebenziffrige Decimal- 
"brüche, oder: Tafeln zur Berechnung der siebenziffri- 
gen Quotienten aller oben angegebenen Dividenden 
und Divisoren. Nebst einigen auf benannte Zahlen be- 
züglichen Decimaltabellen und einer Anweisung zur 
allgemeinsten Anwendung der Decimalbruchreehnung 
auf die Auflösung der gewöhnlichsten 'arithmetischen 
Aufgaben. Für Mathematiker und Geschäftsleute so- 
wohl, als auch Lehrer und Lernende eingerichtet und 
berechnet. ‚Oldenburg. 1842. A, ju\ 

- Diese neuen zur Erleichterung der Verwandlung der gemeinen 
Brüche in Decimalbrüche bestimmten Tafeln, deren Verf. sich nir- 
gends genännt hat, haben die folgende Einrichtung. Auf 198 Sei- 
ten enthalten dieselben alle gemeinen Brüche, welche aus dem 


- Bruche z entstehen, wenn man für den Zähler @ alle ganze Zah-. 


len von 1 bis 99 setzt, und mit jedem einzelnen dieser Zähler als 
Nenner 2 alle ganze Zahlen von 1 bis 999 verbindet, in Decimal- 
brüche mit sieben Decimalstellen verwandelt. Einem jeden der 


12° 
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. 99 Zähler von 1 bis 99 sind zwei einander gegenüberstehende Sei- 
ten gewidmet. Der Zähler steht auf jeder Seite oben am weitesten 
links, unter demselben in der ersten vertikalen Spalte findet man 
“auf der einen Seite die Nenner I bis 49, auf der andern Seite die 
Nenner 50 bis 99, uumittelbar neben diesen Nennerg’ stehen in der 
zweiten vertikalen Spalte die entsprechenden siebenstelligen Deei- 
malbrüche. So findet man z. B. auf S. 98 und 8. 99.oben links 
den Zähler 49. Neben dem Nenner 29 auf S. 98 findet ‚sich der 


dem Bruche 35 gleiche Decimälbruch 1,6896552, und ie so findet 


sich neben dem Nenner 79 auf S. 99 der dem Bruche 2 efeiche 


Decimalbruch 0,6202532. Auf ganz ähnliche Weise wie in den Lo- 
garitbmentafeln findet man nun in der ersten horizontalen Reihe 
auf jeder Seite die Ziffern 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7,8 9, welche, 
um bei dem vorher. gebrauchten Beispiele stehen ‚zu bleiben, auf 


49 49 49 
S. 98 die letzten Ziffern in den Nennern der Brüche vw vw 
ER 
75 bis 99: auf $. 99 die letzten Ziffern in den Nennern der- 


7 49 49 49, 49 49 
Brüche zog 507 508° 503 °'° 909 
diesen Brüchen gleichen ein Decimalbrüche hat man 
sich auf ganz ähnliche Art wie bei dem Gebrauche der Logarith- 


sind, und bei dem Aufsuchen der _ 


'mentafeln zu verhalten. -Um.z. B. den dem Bruche nn gleichen 


Decimalbruch zu finden, sucht man auf S. 99 den Zähler 49 oben 
links, in der ersten vertikalen Spalte den Nenner 86, in der ersten 
horizontalen Reihe die Zifier 7 auf, und findet in dem Punkte, wo 
die durch die Zahlen 86 und 7 gezogenen beiden a en und 


vertikalen Linien sich schneiden den dem Bruche — gleichen De- 


eimalbruch °0,0565167. Wir hoffen, dass man hieraus die einfache, 
zweckmässige und für den praktischen Gebrauch bequeme Ein- 
richtung dieser Wafeln.erkennen wird. 

In der Einleitung zeigt der Verf., wie man den Gebrauch der 
Tafeln über die ihnen nach dem Vorhergehenden gesteckte eigent- 
liche Gränze hinaus ausdehnen kann, welche Anweisung natürlich 
in ganz einfachen und einem Asien; sich von selbst ‚ergebenden 
Regeln besteht. 

Will man, um zuerst den ‚Fall zu betrachten, wenn der Zähler 
die Gränze der "Tafeln übersteigt, ohne dass dies auch bei dem. 


Nenner der Fall ist, z. B. den dem Bruche gleichen Decimal- 
bruch finden, so setzt man, weil die Tafeln sich unmittelbar bloss 
auf ein- und zweiziflrige Zähler erstrecken, 


9867 1 98.02.0°,.67 


979 9m: 15 
— (10,01021 
| 0,0684372 


—. 10,0786472, 
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Auf ähnliche een | 


nn —E 1000 4585 - 104 
— (110,.4848 
0,856821 
0.0067644. 


— 111,3483854 


Dass diese Resultate nun aber nicht mehr bis auf sieben Stellen 
richtig sind, versteht sich von selbst, weshalb auch der Verf. in 
$. 14. der Einleitung noch ein anderes bei diesen Verwandlungen 
anzuwendendes Verfahren lehrt. 

Uebersteigt der Nenner des in einen Desinalbenth zu verwan- 
delnden gemeinen Bruchs die Gränze der Tafeln, ohne dass dies 
auch bei‘dem Zähler der Fall ist, so hat man sich auf folgende 


Art zu verhalten. Der gegebene gemeine Bruch sei z. B. 17802 
Unmittelbar aus den Tafeln ergiebt sich zuvörderst 


86 
70” 0,0048313. 


Ferner findet man aus den Tafeln leicht‘ als Differenz zwischen den 
beiden Brüchen 


s6 456 
T78 Md7g 

die Grösse 0,0026992, folglich als Differenz zwischen den Brüchen 
86 af Ss6 


17800 "77900 
die Grösse 0,000026992, oder, wenn die Ziffer unmittelbar vor dem 


Komma sich auf Einheiten der siebenten Decimalstelle bezieht, die 
Grösse 269,92. 3 


; ah. & A 
Ueberhaupt ist pun, wenn — ein sehr kleiner Bruch ist, näbe- 


rungsweise 
a ART a 
Pe EEE EEE — PERREER —1 en es — _—Il II — 0, , . 
m Hi rag zu z an am „a Fr Eu m m" m’ 


100 . ’ . R TREE: 
und eben so, wenn —- ein sehr kleiner Bruch ist, näherungsweise 


Lj 
a 100 100 [73 a 100 
RE Fee U an aa A ae NEN 
m +10 u pi zen) mi Bl m" m“ 
Ueberlegt man kerth dass 
KLÄRRIR ANERR TINTE 
m m. m’ m 1% 


‚ist, so ist klar, dass in Bezug auf den obigen gen Fall 


86 
ne” 2) ‚0048315 — 0,000026992 . a 


- 


oder, weil 


l [) 
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269.92 x 62 — 16735,04 
also 
| 62 
269,92.x 2, — 167,3504 
ist 
er) a5 = \0,0048315 
— 167 
. —  0,0048148. 


Wenn sowohl der Zäbler, als auch der Nenner des gegebenen, in 
einen Decimalbruch zu verwandelnden gemeinen Bruchs die Gränze 
der Tafeln übersteigt, so hat man auf folgende Art zu verfahren. 


ET 866 y nr 
Der gegebene Bruch sei z. B. gragz, Weil zuvörderst 
866 __ 86 


6 
973 5: 10+55 


ist, so findet: man mittelst der Tafeln leicht 


866 | 
373509 7 )0,0088386 
0,0000617 
N | — 0,0089003. 
Für a und = sind die Differenzen nach den Tafeln 0,0000910. 
und 0,0000063,- - Also ist die Dilfdränz. für en 
97300 
— (.0,00000910 
! 0,000000063 
— 0,000009163. 


Multiplicirt man dies, weil 97300 — 97287 = 13 ıst, mit 13, so er- 
hält man als Product 0,000119119, und, dies durch 100 dividirt, 
giebt 0,0000012. Also ist | 


866 | 
sg = \0,0089003 

12 

— 0,0089015 


Wie man dies in der Praxis abzukürzen hat, wird sogleich erhellen. 
Angehängt sind den Tafeln zur Verwandlung der gemeinen 
Brüche in Decimalbrüche noch Verwandlungstabellen einiger Maasse, 
. Verwandlungstabellen einiger Gewichte und Verwandlungstabellen 
einiger Münzen. 

Kann nun auch über ein sehr wesentliches Erforderniss solcher 
Tafeln, nämlich über ihre Correctheit, erst nach längerm Gebrauch - 
derselben entschieden werden, so glauben wir doch durch die vor- 
hergehenden Bemerkungen hinreichend nachgewiesen zu haben, dass 


+, 
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die obigen Tafeln zur Verwandlung der gemeinen Brüche in Decimal- 
brüche, ungeachtet schon mehrere ältere Schriften, die eine ähnliche 
Tendenz haben, wie z.B. die Rechnung mit Decimalbrüchen 
und Logaritbmen nebst dazu gehörigen ganz neu berech- 
weten Tafeln. Von F. A. Schröter. Helmstädt. 1799. A. und 
W.F.Wucherer’s Beiträge zum allgemeinern Gebrauche 
der Decimalbrüche oder Tafeln u. s. w. Karlsruhe. 179. 
8., existiren, verdienen, von praktischen Rechnern, denen sie sich 
vorzüglich durch ihre einfache Einrichtung empfehlen werden, und 
_Lebrern nicht unbeachtet zu bleiben. 

Lehrbuch der Arithmetik, allgemeinen Grössenlehre 
und Algebra für die mittlern' und obern Klassen der 
Gymnasien und höhern Bürgerschulen von.J. W. Elser- 
mann, Oberlehrer der Math. und Naturw. an dem Gym- 
nasium und der Realschule in Saarbrücken. Saar- 
brücken. 1842, & 20 egr. 

Dieses Lehrbuch schliesst sich im Allgemeinen und Wesent- 
lichen den Ansichten an, welche M. Ohm in seinen verschiedenen 
Lehrbüchern geltend zu machen gesucht hat. i 


Young’s Analysis and Solution of Cubic and Biqua- 
dratie Equations. 1842, 12.. 6s. 


Table deslogarithmes desnombres depuis 1000 jusqu’a 
10000. Par Croizet. in& Chez Petissonnier. 1842, 6 Fr. 


Der Geist der mathematischen Analysis und ihr Ver- 
hältniss zur Schule von Dr. Martin Ohm. Auch als An- 
hang zu seinen verschiedenen Lehrbüchern. Berlin. 
1842. 8. 1 Thlr. | 

Der Herr Verf. theilt, um uns hier seiner eignen Worte aus 
der Vorrede zu bedienen, in dieser Schrift ‚so kurz als es ibm 
„nur immer möglich gewesen ist, das Wesen der Ansichten mit, 
„welche derselbe in seinen Schriften seit 1816, besonders aber seit 
„1822 gelehrt hat und lehrt, — Ansichten, welche das Glück ge- 
„habt haben, in seinen verschiedenen L.ehrbüclhrern- vielfachen Bei- 
„fall zu finden, welche aber auch vielfach missverstanden worden 
„sind, und wahrscheinlich deshalb leichter missverstanden werden 
„konnten, weil ein Lehrbuch noch so manches andere zu berück- 
‚„sichtigen hat, welches das Auflassen des Wesens der Sache er- 
„schwert. Gegenwärtige kleine Schrift setzt voraus, dass der Le- 
„ser alles Material selbst einschalte, und beschäftigt sich bloss mit 
‚der Aufstellung logisch bestimmter, scharfer und entschiedener 
„Begrifie und zwar aller derer, um welche sich die mathematische 
„Analysis; herumdreht.‘‘ Auf Seite 15 spricht sich der Herr Verf. 
über seine Schrift ferner in folgenden Worten aus! „Der Verf. ist 
„in. diesem Augenblicke überzeugt, dass er seine Lehrbücher nur 
„ruhig wirken lassen dürfe, um nach längerer Zeit seine Ansichten 
‚von den meisten Pädagogen adoptirt zu sehen, weil sie sich ne- 

'„benbei (eben wegeu der darin vorwaltenden wissenschaftlichen 
„Einheit) durch eben so grosse Einfachheit als Bequemlichkeit aus- 
„zeichnen. In so fern sich aber Mathematiker von Fach, wie z.B. 
„Abel es gewesen ist, ‚mit dem Lesen von Elementar-Lehrbüchern, 

He ! 
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j . . l . . - 
„auch wenn sie in ihnen die Quellen ihrer Klagen) 


„verstopft finden könnten, in der Regel nicht befassen, so 
„versucht es der Verf. in diesen Bogen denselben seine Ansichten 
„auf eine möglichst kurze und übersichtliche Weise vor Augen zu 

„legen, und zugleich die wichtigsten Folgerungen hervorzuheben, 
„welche sich für das sichere und nothwendig richtige Arbeiten mit 
„unendlichen Reihen daraus ergeben.“ Diese eignen Worte des 
Herrn Verfs. müssen der Beschränktheit des Raums wegen. hier 
hinreichen, um den Lesera des Archivs den Zweck, welchen: der 
Herr Verf. durch seine Schrift zu erreichen beäbsichtigte, vor die 
Augen zu führen. 


.) i 


Wichtig für die Theorie der bestimmten Integrale sind .die 


lungen. 

De seriebus periodicis auctore Adolpho Ferdinando 
a (Ex Actis Reg. Soc. Seieut. Upsal.) Upsaliae. 
1836. 4. 


h ’ 
Diese Abhandlung. ist auch für Astronomie von besonderm In- 
teresse. | ct 


' folgenden uns neuerlichst aus Schweden zugekommenen Abhand- 
* ” 4 


- 


Deux Memoires sur les integrales d&finies par €. J. 
ya Extrait des Acta Reg. Soc. Upsal. A Upsal. 
4l. "A. | | 


1. Memeire sur les integrales 
3 — np cos La)plz)de ef » sin tz flz)dx 
0 1—2p cos t£-+-p? o 1—2p cos [2 + P*? | 
2 Memoire sur les integrales: definies entre 20 et 2—«. 


@cvs axdz 
Om Integralen Tea 
m Integralen NAAR, 


Gen K. V. Acad. Handl. 1841. 


' ; 
Theoremata nova de integralibus definitis, summa- 
tione serierum earumque in alias series transforma- 
tione. Auctore Carol. Joh. Malmsten, Phil, Mag. ad Reg. 
Acad. Upsal. Math. infer. Doc. Upsaliae. 1842. 8. 
Wir’ werden ktinftig aus allen diesen vieles Interessante ent- 
‘- haltenden Abhandlungen im Archive Auszüge mittheilen. 


af Carl J. Malmsten. Aus 


.  Disquisitio academica, integrationem aequationis cu- 
Jusdam differentialis exhibens, quam consent. ampl. ord. 
philos. Lundens., praeside Carolo ‘Joh. Ds. Hill, Math. 
prof. reg. et ord., pro gradu philosophico publico, exa- 
mini subjicit ©. A. Ehrensvärd. Comes. Lundae. 1841. A. 

Diese Abhandlung beschäftigt sich mit der Integration der Diffe- 
rentialgleichung des 2ten Grades Aly'de— x’ dy)+ Bdx’+ Cdy—d 
we d—_a,+a,2'+ta,y, B=b-rb,c Hl, C=ee,2 +6, 
ist, und die Üoefficienten von =’ und y’ constant sind, nach ver- 
schiedenen Methoden. | 
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°) M. vergl. hierbei Archiv Theil I. Literarischer Bericht Nr. I. a 
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‘der Geometrie mit Recht wohl durchgängi 


7 


‚Chez Dezobry. 1842. . 
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Geometrie. 


Lehrbuch der Geometrie; enthaltend die ebene Geo- 
metrie und die Stereometrie nebst Anwendung der Al- 
gebra auf dieselben. Von Friedrich Pross, Professor 
der Mathematik an der Königlichen polytechnischen 
Schule zu Stuttgart. Mit neun Figurentafeln. Stutt- 
gart. 1842. 8. 2 Thlr. 

Ein recht völlständiges in. deutlicher. Darstellung, mit steter 
Rücksicht auf praktische Anwendung verfasstes, und einen ziemlich 
grossen Reichthum einzelner auch vielfach die Praxis berücksichti- 
gender, auch hin und wieder neue Relationen darbietender Aufgaben 
enthaltendes Lehrbuch der ebenen und körperlichen Geometrie, 
welches in seinem Kreise gewiss vortheilhaft wirken wird. ‚Beson- 
dern Rleiss scheint der Verf. mit Recht auf die für viele praktische 
Anwendungen so wichtigen Körperberechnungen verwandt zu haben. 
Dass in diesem Lehrbuche nicht besondere Rücksicht auf descrip- 
tive Geometrie genommen worden ist, wie man seiner sonstigen 
Anlage nach wohl hätte erwarten können, hat seinen Grund jeden- 
falls darin, dass auf polytechnischen Lehranstalten in diesem 'Theile 
& ein besonderer ausführ- 
licher und in’s Einzelne gehender, mit vielfachen Uebungen im 
Zeichnen’ verbundener Unterricht ertheilt wird, für welchen daher 
in diesem Lehrbuche. der Geometrie doch kein. binreichendes Mate- 
rial hätte geliefert werden können, weshalb es allerdings am besten 
war, denselben von den gewöhnlichen Elementen der ebenen und 
körperlichen Geometrie zu trennen. Tabellen zur Vergleichung 
der Maasse verschiedener Länder und eine Tafel der specifischen 
Gewichte sind dem Buche beigegeben. 


Elements de Geometrie par Eugene Lionnet. in 4. 


+- 


Die Lehre von den Polyedern. Rein-geometrisch, 
dargestellt von Dr. Hohl, ausserordentlichem Prof. der 
Math. au der Univ. zu Tübingen. Mit 11 Figurentafeln. 
Tübingen. 1842. 8. 1 Thlr. 6 ggr. EUER 

Diese Schrift leistet das, was ihr Titel verspricht, in ziemlicher 
Vollständigkeit. und verdient Lehrern deshalb empfohlen zu werden, 
weil sie’ in derselben eine grosse Anzahl in verschiedenen Schriften 


zerstreuter Sätze, — durchgängig nach rein-geometrischer Me- 
‚thode, ohne Einmischung des Caleuls, behandelt, — an einem Orte 


beisammen finden. Ohne des allgemeiner Bekannten zu gedenken 
erwähnen wir hier’nur u. A. die das Grösste und’ Kleinste betref- 
fenden Eigenschaften der Prismen und Pyramiden, wobei der Verf. 
Lhuilier’s bekanntes Werk: De relatione mutua capacita-. 
tis et terminorum figurarum, geometrice considerata. 
Varsaviae, 1782. benutzt, statt der zum Theil algebraischen 


Beweise aber geometrische substituirt hat; die Lehre von den archi- 


medischen Polyedern mit zweierlei und dreierlei‘Seitenllächen; die 
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Lehre vom rhombischen Dodekaeder und rhombischen Triakontae- 
der; den für den in Euclid’s Definition congruenter Polyeder ent- 
haltenen Lehrsatz, dass nämlich zwei convexe Polyeder congruent 
sind, d. h. zur Deckung gebracht werden können, wenn sie von 
lauter congruenten Figuren in gleicher Aufeinanderfölge einge- 
schlossen werden, von Cauchy gegebenen höchst sinnreichen Be- 
weis; u. s. w. Dass die Fälle der Congruenz und Symmetrie ge- 
hörig unterschieden, und immer besonders betrachtet worden sind, 
verdient schliesslich hier auch noch besonders hervorgehoben zu 
werden. o 

Problemes de ge&ometrie et de trigonometrie recti- 


ligne et spherique avec les solutions, par G.Ritt. 2 Edit. 
Paris. 1842. 8. 5. Fr. - 


Application de l’algebre a la geometrie, suivie de la 
‚discussion des courbes par Jacob. 2 vols. 8. 1842, 
31 Thlr. 


| Praktische Geometrie. 


Das Aufnehmen des Terrains und dessen Darstellung 
durch Projection horizontaler Flächen, zunächst für 
den Unterricht an Militair-Bildungsanstalten und zur 


Selbstbelehrung bearbeitet von Aug. v. Schele, Haupt- 


mann im Königl.würtemb. Generalstab. Mit. 18 lithogr. 
Tafeln. Stuttgart. 1842. 8. 2 Thlr. 12 ggr. 

Dieses Buch enthält eine recht gute und deutliche Anweisung 
zu topograpbischen Aufnahmen, mit besonderer Rücksicht auf mili- 
tairische Zwecke. Vorzüglich ist, wie es recht war, der Gebrauch 
des Messtisches gelehrt worden, wobei jedoch auch die übrigen 
Instrumente, insbesondere Boussole und Kreuzscheibe, nicht ganz 
unberücksichtigt geblieben sind. Dass neben den übrigen gewöhn- 
lichen mit dem Messtische aufzulösenden Elementar - Aufgaben das 
sogenannte Rückwärtseinschneiden nicht fehlt, versteht sich von 
selbst. Von den verschiedenen zur Auflösung dieser wichtigen und 
schönen Aufgabe in Vorschlag gebrachten Methoden hat der Verf. 
nur die Lehmann’sche mittelst der. sogenannten fehlerzeigenden 
Dreiecke aufgenommen, welche allerdings auch nach unserer aus 
Erfahrung entsprungenen Ueberzeugung in der Praxis die meisten 
Vortheile gewährt, obgleich sie eigentlich nur eine Näherungsme- 
thode ist. Dessenungeachtet möchte es aber namentlich für den 
Unterricht zweckmässig. und für viele Leser interessant und beleh- 
rend gewesen sein, wenn’ der Verf. auch auf einige andere Metho- 
den gebührende Rücksicht genommen hätte, insbesondere auf die 
von Bohnenberger angegebenen, von denen übrigens die eine 
auch eigentlich nur eine Näherungsmethode ist, welche sich aber, 
wenn ihrer Anwendung in der Praxis allerdings auch zuweilen 


N 
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Hindernisse in den Weg treten, doch häufig-mit besenderer Ele- 
ganz mittelst des Messtisches in Ausführung bringen lassen, und 
nach unserer Erfahrung namentlich von den befähigtern Zuhörern 
immer mit besonderm Interesse aufgenommen werden. - Tafeln zur 
Vergleichung der Maasse sind auch beigegeben. Mit besonde- 
rer Ausführlichkeit verbreitet sich die vorliegende Schrift‘ über 
das topographische Zeichnen, wobei der Verf. ganz Lehmann 
folgt, und es sind zugleich eine grössere Anzahl recht gut ausge- 
führter lithographirter Tafeln beigegeben, die, wie wir glauben, 
zweckmässig als Vorlegeblätter bei’m Unterrichte im Zeichnen ge- 
braucht werden können. In dieser Beziehung verdient daher das 
vorliegende Buch vorzüglich bei dem hohen Preise des bekann- 
ten Lehmann’schen Werkes, für diejenigen, welche sich eine hin- 
reichende Kenntniss der Lehmann’schen Methode erwerben wollen, 
noch besondere Empfehlung. { 


Trait& d’ardage et de mötrage. Par Croizet. in 12. 
Chez Petissonnier. 1842. 1 Fr. 2 s. 4 


Practical Geodesy, comprising Chain Surveying, the 
Use of Surveying Instruments, together with Levelling, 
and Trigonometrical, Mining, and Maritime Surveying. 
Adapted to the use ofLand-Surveyors, and for Students 
in Civil, Military, and Naval Engineering. By Butler 
Williams, CE. F. G. S. Professor of G@eodesy in the Col- 
lege for Civil Engineers, London. 1842. 8. with nume- 
rous Illustrations. 123.6 .d. 


- 


Praktische Mechanik. 
‚Cours el&mentaire de Mecanique industrielle par Ja- 


riez. 2 vols. et Atlas. 8. 1842. 54 Thlr. 


Theorie geometrique des engrenages par Olivier; 
avec 4 planches. 4 1842. 4 Thir. 


Astronomie. 


Leichtfassliche Vorlesungen über Astronomie für 
jene, denen es an mathematischen Vorkenntnissen fehlt, 
Von August Kunzek, Doctor der Phil, ord. öffent], Prof. 
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der Physik und angewandten Mathematik an der Univ. 
in Lemberg. - Wien. 1842. 8. 1 Thlr. 16 ggr. ey 

Der Zweck dieses zwar nur kurzen, aber deutlich verfassten . 
populären Lehrbuchs der Astronomie ist durch seinen Titel hin- 
reichend. bezeichnet. Die Vorrede beginnt der Verf. mit den fol- 
genden schönen. Warten Jean Paul’s aus der Levana. „Ich 
„verarg’ es euern Eltern, dass sie euch nicht Astronomie lernen 
„liessen, sie, die dem Menschen ein erhabenes Herz giebt, und ein 
„Auge, das über die Erde hinaus reicht, und Flügel, die in die 
„Unermesslichkeit heben, und Einen Gott, der nicht endlich, son- 
„dern unendlich ist.‘‘“ Angehängt dem aus 23 Vorlesungen . be- 
stehenden Werke sind einige arithmetische und geometrische Be- 
griffe und Sätze, und einige trigonometrische Betrachtungen über 
Parallaxe, Aberration, Berechnung der Länge der Tage und Nächte, 
der Dauer der Dämmerung, u. s. w. 


Erläuterungen zu J. J. v. Littrow’s Vorlesungen über 
Astronomie (Wien 1830 bei J. & Heubner) von CE. L. v: 
Littrow, Adjuncten an der Sternwarte der K. K. Univer- 
sität zu Wien, u.s. w. Mit 5 lithographirten "Tafeln. 
Wien. 1842, ‚8. 1 TDhlr. 

Diese Erläuterungen zu J. J. v. Littrow’s bekannten Vorle- 
sungen über Astronomie, von denen (oder von der theoretischen 
und praktischen Astronomie desselben Verfs. Wien 1821 — 1877), 
wie wir aus der Vorrede zu den Erläuterungen zu unserer Freude 
ersehen, auf Sir John Herschel’s Veranlässung bald eine engli- 
sche Üebersetzung erscheinen wird, werden minder geübten Lesern 
des genannten in mehrfacher Beziehung ausgezeichneten Werkes, 
wegen der Kürze der Darstellung an den meisten Orten in dem- 
selben, gewiss sehr willkommen sein, und zwar um so mehr, weil 
Herr C. L. v. Littrow auch mehrere. werthvolle Zusätze zu dem- 
. selben, wohin wir z. B. auf S. 112—117 Jvory’s von den Prin- 
eipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung unabhängige, und sonach 
fürerste Anfänger recht wohl geeignete Darstellung der Methode 
der kleinsten Quadrate rechnen, geliefert, und an mehreren Orten 
veränderte Darstellungen, wie z. B. bei der Bestimmung der Fehler 
des T'heodoliten auf S. 187—190, eingeschaltet.hat. Mit kindlicher 
Pietät hat Herr C. L. v. Littrow seine empfehleuswerthe Schrift 
dem Andenken seines der Wissenschaft und den Seinigen leider zu 
früh entrissenen, in so vielen Beziehungen ausgezeichneten und 
verdienten Vaters gewidmet, auf dessen in den Annalen der Wie- 
ner Sternwarte für 1841 sich findende Lebensbeschreibung wir die 
Leser hier noch besonders aufmerksam machen. 


Annalen der k. k. Sternwarte in Wien. ‘Nach dem Be- 
fehle Seiner k. k. Majestät auf öffentliche Kosten her- 
ausgegeben von C. L. Edlen von Littrow, Adjunceten an 
der k. k. Sternwarte, Doctor der Philosophie, der phi- 
losophischen Facultät zu Wien und mehrerer gelehrter 
Gesellschaften Mitgliede. Ein und zwanzigster Theil. 
Neuer Folge Erster Band. Mit einer lithographirten 
Tafel. Wien. 1841. 4. Al 

Diesen ersten Band der neuen Folge der treffllichen Annalen 
der k. k. Sternwarte zu. Wien, die, weil von ihnen nur 150 Exem- 
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plare gedruckt werden, nicht im die Hände vieler Leser kommen 
können, und daher, so wie überhaupt ihrer Wichtigkeit für die 
Wissenschaft wegen, in diesem Archive jedenfalls eine ausführ- 
lichere‘ Anzeige verdienen, eröffnet mit Recht die Lebensbeschrei- 
bung des bBegründers dieses Werkes und der neuen Wiener Stern- 
warte, des der Wissenschaft leider zu früh entrissenen J. J. von 
Littrow. 

Joseph. Johann Edler von Littrow wurde geboren zu 
Bischof- Teinitz in Böhmen, am’ löten März 1781, in derselben 
Stunde, wo Herschel den Uranus entdeckte. Sein Vater lebt 
noch gegenwärtig als Kaufmann daselbst, seine Voreltern stammen 
aus Liefland. Nach fast fortdauernder Kränklichkeit in den drei 
ersten ‘Lebensjahren bezog er mit dem fünften Jahre die Schule 
seiner Geburtsstadt, und legte schon hier den Grund zu der Ble- 
ganz des Stils, die späterhin alle seine Schriften so sehr auszeich- 
nete. Nach Vollendung dieses Cursus bemächtigten sich religiöse 
Zweifel des neunjährigen Knaben, die nur erst dann wieder einem 
ruhigen Gemüthszustande Raum liessen, als er im Jahre 1794 das 
Gymoasium zu Prag bezog, auf welchem er sich vorzugsweise mit 
dem Studium der Classiker beschäftigte. Nachdem er die Univer- 
sität zu Prag bezogen, schloss er sich besonders an den Aestheti- 
ker A. @ Meissner an, und beschäftigte sich in freien Stunden 
mit dem Studium der griechischen Literatur und der Mathematik. 
Im Jahre 1800 versuchte er sich zum ersten Male als Schriftsteller, 
und gab unter dem Titel: Propyläen eine Zeitschrift heraus, die 
aber im folgenden Jahre wıeder einging, weil er in die sogenannte 
Legion, einem vom Erzherzog Carl errichteten militärischen Corps 
von 2200 Mann, eintrat. Nachdem nach geschlossenem Frieden die 
- Legion aufgelöst worden war, kehrte Littrow zu den Studien 
zurück, und beschäftigte sich nach und nach mit den verschieden- 
artigsten "Wissenschaften, bis er im Jahre 1803 die Erziehung der 
beiden Grafen R&enard, aus dem berühmten Hause EColonna,, 
das dem römischen Stuhle mehrere Päpste gegeben hatte, auf de- 
ren Gütern in Schlesien übernahm, wo er zuerst gauz der schönen 
Literatur, später aber aussehliesslich der Mathematik und Astrono- 
mie lebte, in welchen letztern Wissenschaften er ganz Autodidaet 
war, Im-Jahre 1807 wurde er in Folge eines schriftlichen Coneurs- 
Elaborates zum Professor der Astronomie an der Universität Krakau 
ernannt, und nahm hier die Namen Joseph Johann an, weil er 
durch die früher geführten Namen Joseph Samuel in den An- 
schein, der jüdischen Religion anzugehören, gerathen war, und 
sich vor seiner Anstellung erst urkundlich als katholisch hatte aus- 
weisen müssen. Zugleich änderte er seinen Zunamen, der ursprüng- 
lich Lyttroff geschrieben worden war, in Littrow um. In Kra- 
kau verband er sich mit Caroline von Ullrichsthal, aus wel- 
cher im Jahre 1833 durch den Tod der Gattinn getrennten glück- 
lichen Ehe ilım eine zahlreiche Nächkommenschaft bervorging, von 
welcher noch fünf Söhne am Leben sind. Im Jahre 1809 ging er, 
einem Rufe des damaligen kaiserl. russ. Minister des Cultus, Grafen 
Razumowsky, folgend, als Professor der theoretischen Astrono- 
mie nach Kasan, nal im Jahre 1816 seinen Abschied, um einem 
Rufe an die eben vollendete Sternwärte auf dem Bloksberge bei 
Ofen zu folgen, und vertauschte im Jahre 1819 diese Stelle mit der 
durch Triesnecker’s Tod (1817) erledigten Stelle des Directors der 
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Sternwarte und Professors der Astronomie. an der Universität zu 
Wien, welche er bis zu seinem, als Folge einer heftigen Bauchfell- 
und Leeberentzündung, die bald in ein gichtisches Fieber überging, 
am 30sten November 1840 gegen Al Uhr Morgens erfolgten "Tode 
bekleidete. | 

Dies ist der kurze Abriss der äussern Lebensumstände eines 
Gelehrten, welcher, wie von Allen, die ihn persönlich zu kennen 
das Glück hatten, einstimmig versichert wird, auch durch. einen 
edlen und liebenswürdigen Character im höchsten Grade ausge- 
zeichnet war. Was ihm die Wissenschaft verdankt, ist bekannt 
genug, und würde, um es weiter aus einander zu setzen, hier zu 
viel Raum erfordern. Als eben so bekannt darf vorausgesetzt wer- 
den, däss ihm die Wiener Sternwarte ganz ihre jetzige Gestalt, 
und deren Annalen, von welchen er zwanzig Theile theils in Ver- 
bindung ‚mit L. Mayer, theils in Verbindung mit C. L. v. Lit- 
trow herausgab, ihre Begründung verdanken. 

Ein vollständiges Verzeichniss der von Littrow herausgegebe- 
. nen grössern, selbstständigen Schriften ist seiner Biographie am 
Schlusse beigegeben. 

Auf J. J. v. Littrow’s Lebensbeschreibung folgt eine Abhand- 
lung über die geographische Position der neuen Stern- 
warte des k. k. Marine-Collegiums zu Venedig von. B. L. 
von Wüllerstorf-Urbair, k. k. Linienschiffs-Fähnrich. 

Die neue Sternwarte des k. k. Marine - Collegiums zu Venedig, 
durch deren Errichtung die österreichische Regierung sich ein 
neues Verdienst um die Astronomie erworben. hat, trat mit An- 
fange des Frühjahrs 1840 iu’s Leben, und wurde der Direction des 
Herrn. Linienschifis - Fähnrich B. L. von Wüllerstorf, eines 
durch Kenntnisse und Thätigkeit gleich ausgezeichneten Ofliciers, 
anvertraut. Diese Sternwarte, von welcher in den Annalen auf 
S. XUI auch eine Abbildung geliefert worden ist, hat den doppel- 
ten. Zweck, theils den:Zöglingen der k. k. Marine Gelegenheit zu 
besonderer Ausbildung in der Astronomie zu geben, theils der 
activen Marine einen fixen Ort zur Vergleichung ihrer Chronome- 
ter und Aufbewahrung ihrer sonstigen nautisch - astronomischen 
Instrumente zu verschaffen, Nach Herrn von Wüllerstorf’s Be- 
stimmung ist für die neue k. k. Marine - Sternwarte zu Venedig: 


Oestliche Länge von Paris in Bogen 10°. 0". 597 
in Zeit 0%. 40m. 35,93; 
Nördliche Breite . 2... ...2.088%29. 49". 


Hierauf folgt eine interessante Relation des jetzigen Herrn 
Herausgebers der Annalen: Ueber den Zustand der prakti- 
schen Astronomie in Italien, wovon jedoch die Sternwarten _ 
zu Palermo, Mailand und Modena, die der Herausgeber nicht. durch 
_ eigne Anschauung kennen zu lernen Gelegenheit hatte, ausge- 

schlossen sind. 1 ” | 

Höhe von Wien über dem adriatischen Meere, Der 
Fundamentalpunkt. für die Meereshöhe Wiens ist die Uhrzeiger- 
Axe oder der Uhrblatt-Mittelpunkt des St. Stephansthurms. ; Die 
Höhe dieses Punktes über dem adriatischen Meere ist trigonome- 
trisch auf drei Linien, deren eine von Aquilea, eine zweite von 
Triest, eine dritte von Fiume bis Wien geführt wurde, mit 
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einer merkwürdigen Uebereinstimmung zu 127,78 Wiener Klaftern 
(eine Wiener Klafter —1,8966138 Meter) bestimmt worden, so 
dass Wien jedenfalls als einer derjenigen Punkte betrachtet wer- 
den muss, deren Meereshöhe am Genauesten bestimmt ist. Die 
Meereshöhe des mittlern Spiegels. der Donau ist 81,10 Wiener 
Klaftern, die Meereshöhe des Nullpunkts am Mittelpfeiler der Fran- 
zensbrücke ist 80,43 Wiener Klaftern. 

Höhe des Herrmannskogel, Leopolds- und Kahlen- 
'berges über dem adriatischen Meere, aus barometrischen 
Messungen. VonF. C. Hallaschka. 

Horizont der Leopoldskirche auf dem Leopoldsberge über dem 
adriatischen Meere 217,907 Par. Klaftern; 
Höhe des Hermannskogel über dem adriatischen Meere 279,201 

Par. Klaftern; 

Höhe des Josephsbergs über dem adriatischen Meere 231,877 

Par. Klaftern. 

Vorschlag eines neuen Fernrohr -Micrometers mit 
hellen Linien und Punkten im dunkeln Gesichtsfelde. 
Von Simon Stampfer, Prof. der prakt. Geom. am k. k. po- 
Iytechn. Institute in Wien. 

Beiträge zur nautischen Astronomie von C. L. v. 
Littrow. | 

l. Ueber ein Mittel, die Breitenbestimmung zu er- 
| leichtern, und zugleich näherungsweise die Zeit 
zu bestimmen., 

II. Ueber die Genauigkeit der gebräuchlichsten Orts- 

bestimmungen zur See. | 

IH. Ueber die unmittelbare’ Verbindung bei fahrendem 
| Schiffe angestellter Beobachtungen. 

Auszüge aus den beiden letzten bemerkenswerthen Aufsätzen 
der Herren Stampfer und €. L. v. Littrow, die in diesem lite- 
rarischen Berichte einen zu grossen Raum in Anspruch nehmen 
und dessen Zwecke entgegen sein würden, werden wir nach und 
nach unter den Miscellen geben. - eh | 

Resultate der Planetenbeobachtungen im Jahre 1840. 

Beobachtungen des Mondes und von Mondsternen 
im Jahre 1840. 6 ie i 

beobachtete Sternbedeckungen bis Ende 1841, 

Sonnenfinsterniss des 18ten Juli 1841. 

Beobachtungen am Meridiaunkreise vom ?2l. Januar 
bis 29. September 1836, | 
| Uebersicht der meteorologischen Beobachtungen 
von 1840 und 1841. 


Für 1840 ist 
mittlere Barometerhöhe bei 0° Reaumur 27",527 Par. M. 
" mittlere Temperatur -+ 6°,87 R. 
“Für 1841 ist : | 
mittlere Barometerhöhe bei 0° Rdaumur 27",501 Par. M. 
mittlere Temperatur + 8°,53 R. 


Stand des Barometers über, dem mittlern Spiegel der Donau 101,7 
Wiener Fuss, Als mittlere Jahrestemperatur von Wien giebt der 


Herr Herausgeber im Allgemeinen —+-8°,46 R. an, so dass also 
im Jahre 1840 die Jahrestemperatur 1°,59 unter der mittlern geblie- 
ben ist, eine Abweichung, die seit 1775 nur von dem Jahre 1829, 
wo sie — 2°,37 betrug, übertroffen wurde. N 

Den Schluss dieses Bandes der Annalen machen: 

Hülfstafeln für die Wiener Sternwarte. Zusammen- 
gestellt im Jahre 1842; | 
wobei wir bemerken, dass der Herr Herausgeber es sich zum Ge- 
setz gemacht hat, diese Hülfstafeln alle fünf Jahre erscheinen zu 
lassen, um das Publikum sowohl von der Art, wie auf der Wiener 
Sternwarte die Rechnungen ausgeführt werden, zu unterrichten, als 
auch in den Stand zu setzen, weitere Reductionen vorzunehmen, 
eine Einrichtung, die gewiss allgemeiner nachgeahmt zu werden 
verdient. 

Aus der obigen Relation werden die Leser den in so vielen 
Beziehungen interessanten und wichtigen Inhalt des vorliegenden 
neuesten Bandes der Annalen der Wiener Sternwarte erkennen, 
und es uns gewiss Dank wissen, wenn wir, wie schon oben ver- 
sprochen worden ist, künftig unter den Miscellen weitere Mitthei- 
lungen aus denselben machen. | 
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_ Karte der totalen Sonnenfinsterniss am 8. Juli 1842 
nach J. H. W. Lehmann für die östreichische Monarchie 
entworfen von &. L. Littrow. Verlag der lithographi- 
sehen Anstalt des Ludwig Mohn in Wien. - 


Physik. 


Anfangsgründe der Naturlehre mit logischen, arith- 
metischen und geometrischen Vorbereitungslehren für 
angehende, Thierärzte und Oekonomen. Yon Anton L. 
Buchmüller. Zweite verbesserte Auflage. Wien. 1842. 
8. 2 Tllr. RB} 

Wo sich zu Anwendungen physikalischer Lehren in Bezug auf 
den speciellen Zweck, welchen dieses Buch zu erreichen sucht, 
Gelegenheit darbot, hat der Verf. dieselbe immer benutzt, und wir 
brauchen wohl nicht erst zu erinnern, dass dies u. A. in der Lehre 
vom Hebel in Bezug auf die Wirkung der Muskeln, in der Lehre 
von den Haarröhrchen, in der Lehre von der Wärme, in der Lehre 
vom Schall, in der Lehre vom Lichte, u. s. w. der Fall gewesen ist. 
Als ganz speciell auf den Zweck des Buchs Bezug; habend erwäh- 
nen wir die Beschreibung und Abbildung einer eigenthümlichen Be- 
schlagmaschine in $. 247. und Fig. 210. Der Vortrag ist uns überall 
deutlich und dem beabsichtigten Zwecke entsprechend erschienen, in 
Bezug auf welchen gewiss auch die yorausgeschickten allerdings nur 
höchst elementaren, logischen, arithmetischen und geometrischen 
Vorbereitungsiehren ganz an ihrem'Orte sind. Dass sich das Buch 
überhaupt nur in.dem Kreise der ersten Elemente hält, braucht wohl 
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kaum'noch besonders erinnert zu werden; jedenfalls aber ist es er- 
freulich zu sehen, wie sich die Anwendung der Naturlehre immer 
mehr und mehr in sehr verschiedenen Kreisen und nach sehr ver- 
schiedenen Richtungen hin geltend macht, und wie die hohe Wich- 
tigkeit der Kenntniss der Hauptgesetze der Physik nach und nach 
immer allgemeiner erkannt wird. Das Buch kann, wie es uns 
scheint, auch landwirthschaftlichen Lehranstalten zur Beachtung 
‚empfohlen werden. 


Lettres de L. Euler a une princesse d’Allemagne sur 
divers sujets de physique et de philosophie, prec&dees 
de l’Eloge d’Euler par Condorcet et annote&es par Cour- 
not. 2 vols. 8. Paris. 1842. 4: Thlr. 

Jedenfalls ist es erfreulich zu sehen, wie alle Schriften des 
grossen Leonhard Euler auch jetzt immer noch fortwirken nnd 
neu herausgegeben werden. 


The Hand-Book of Natural Phenomena, containing 
full Accounts of the, following Natural Appearances: — 
Aurora Borealis, Changes in the Weather, Climates, 
Clouds, Comets, Dew, Earthquakes, Eclipses, Fixed 
Stars, Frost, Hail, Ice, Lakes, Lightning, Meteorites, 
Mirage, Moon, Mountains, Nebulae, Phosphorescence of 
the Sea, Planets, Rain, Rainbow, Refraction, Rivers, 
Seasons, Shooting, Stars, Snow, Springs, Summer Eve- 
ning Lightning, Thunder, Twilight, Valleys, Volca- 
noes, Winds, etc. etc. 1842. 1s. 


Om fluiders rörelse; af A. F. Svanberg. 


Ueber die Theorie des Lichtes. Nach einem litho- 
graphirten Memoire des Freiherrn Augustin Luis Cauchy 
frei bearbeitet von Franz Xaver Moth, k.k. Prof. am 
Lyceum zu Linz. Wien. 1842, 8. 1 Thlr. 

Herr Prof. Moth hat sich durch die Uebersetzung des in Rede 
stehenden nur in sehr wenigen Exemplaren vorhandenen lithogra- 
phirten Memoires von Cauchy jedenfalls ein besonderes Verdienst 
erworben, weil dasselbe bis jetzt gewiss vielen Mathematikern und 
Physikern ganz unbekannt geblieben ist. Dieses Memoire enthält eine 
kurze Darstellung der allgemeinen Gleichungen, welche die Grund- 
lage zu allen Untersuchungen über die besondern Phänomene des 
Lichtes ausmachen, und giebt eine edrängte Zusammenstellung 
der Methoden und Resultate, auf Welche Cauchy in seinen Unter- 
suchungen über die Theorie des Lichtes gekommen ist. Durch 
viele ganz zweckmässig gleich in den Text eingeschaltete Erläute- 
rungen ist der Herr Uebersetzer den in der Analysis weniger Ge- 
übten sehr zu Hülfe gekommen, wozu auch insbesondere Abschnitt ]J. 
Ueber die Summen, welche durch Addition ähnlicher Functionen 
der Coordinaten der verschiedenen Punkte gebildet werden. Ab- 
schnitt II. Ueber die Flächen der zweiten Ordnung. Abschnitt IM. 
Ueber die Bedingungen, welche sich auf die Gränzen eines Kür. 
pers oder eines Systems von Moleculen beziehen und der Anhang 
zum sechsten Abschnitte: Ueber den Gebrauch der symbolischen 
Formen in der Analysis, viel beitragen werden. | 

Band II, f 13 “ 
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A Manual of Electro-Metallurgy. By George Shaw. 
8. with Wood Engravings, 1842. 2 s.6.d, cloth. 


Vermischte Schriften. 


Me&moires de l’Acad&mie royale des sciences de l’In- 
stitut de France. -T. XVill. A 1842. 10 Thlr. 


The Cambridge meth ein meta Journal. 


Nr. XII. November, 184l. Contents: I. . Exposition of a 
general theory of linear transformations. Part.I. By George Boole. 
ll. On the surd roots of equations. By R. Moon. 111. Note on a, 
passage in Fourier’s heat. From a Correspondent. IV. Note on a 
solution of a cubie equation. By J. Cockle. V. On the integration 
of certain differential equations. By B. Bronwin, VI. On the mo- 
tion of a sphere projected AonE a cylinder revolving, uniformly_ in 
a vertical plane. VII. On the determination of the intensity of vi- 
bration of wavelets diverging. from every point of a plane wave. 
VII. Mathematical notes, 

Nr. XIV.. February, 1842. 1. On the motion of a particle 
along variable and moveable tubes and surfaces. By W. Walton. 
II. Remarks on the binomial theorem. From a correspondent. IM. 
On the properties of a certain symbolical expression. By Arthur 
Cayley. IV. On the uniform motion of heat in homogeneous solid 
bodies, and its connection with the mathematical theory of electri- 
city. From a correspondent. V. On the limits of Maclaurin’s theo- 
rem. By A. @. G. Craufurd. VI. Solution of a problem in analyti- 
cal Geometry. By J. Booth. VI. Note on a class of factorials. 
By D. F. Gregory. VII. Remarks on the distinction between al- 
gebraical and functional equations. By R. L. Ellis. IX. Mathe- 
matical notes. | 


Berichtigungen. . 


Literarischer Bericht. Nr, VII. S. 113. Z. 2%. Statt „dritten“ s. m. 
„ersten.“ Tu 

S. 342. Z. 22. Statt „zweiten“ s. m. „dritten.“ | 
8. 372. Z. 24. Hinter ‚„Coefficienten“ schalte man die Worte „der 
höchsten Glieder‘ ein. 
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1. 
Note relative a la construction de la chainette, 


Jean Bernoulli, a qui nous devons la premiere connoissauce 
de P’equation et des proprietes principales de la chainette, donna 
aussi l& constrüction de cette courbe transcendante ou me&canique. 
Jacques Bernouilli, Leibnitz et Huigens en ont donnes de 
meme, Les constructions des Bernouillis et de Huigens sont 
moins simples, ni recommandables pour l’execution. Le contraire 
est vrai a l’egard de l’elegante construction de Leibnitz, qui 
s’est servi, comme d’une courbe auxiliaire, de la logarithmi- 
que, ayant pour module le parametre de la chainette; cette 
logarithmique e&tant construite, Ja demi somme de deux ordon- 
nees, equidistantes, de part et d’autre, de l’ordonnee module, 
donnera deux ordonn&es de la chainette, &quidistantes de V’or- 
donnde parametre de cette courbe. Pour faciliter l’ex&cution, 
on a propose, il y a quelques annees °), P’emploi de deux logarith- 
miques opposees, ayant le m&me axe d’abscisses horizontal, et pas- 
sant par un point, dont la distance a cet axe est Eegale au para- 
metre donne de la chainette a construire, c’est & dire passant par 
le sommet de cette chainette, ou ayant la m&me ordonnee module; 
la bissection. de toutes les parties des ordonndes, comprises entre 
. ces deux logarithmiques, dirigees en sens contraire, donnera autant 

de points de la chainette, 
La construction de Leibnitz est tirde immediatement de 
l’&quation exponentielle de la chainette. Il existe encore d’autres 
constructions, deduites de l’equation (sous forme logarithmique ) 
de cette courbe; mais rien de plus simple ni de plus elegant que la 
construction de Leibnitz, modifiee comme il vient d’ötre explique. 

Cependant quand il fallait construire fa courbe sur une grande 
echelle, la construction prealable des logarithmiques pourroit deve- 
nir embarrassante. Toutes les ‚chainettes &tant des courbes sem- 
blables, on peut se servir, dans ce cas, d’une chainette deja con- 
struite sur une &chelle plus petite. On trouve aussi dans plusieurs 
Traites de Mecanique pratique des tables, donnant, pour un para- 
metre, egal a 1 ou a 10, les valeurs numeriques des ordonnees 
d’une chainette, pour des abscisses, croissantes en .progression 
arithmetique. - Au moyen d’une telle table on construit facilement, 
par ordonnees, 'toute chainette, dont on connoit le parametre, ou 
de la quelle sont donnes le sommet et les pieds, soit le sommet. et 
les deux. points de suspension, qui se trouvent sur une m&me hori- 
zontale; puisque du rapport entre ‚la distance de ces points et la 
hauteur de la courbe, on deduit le rapport des parametres de la 
chainette a construire et de celle, pour. la quelle la table a ete 
calculee; donc la multiplieation des nombres de la table par ce 
rapport, donnera les valeurs humeriques des coordonnees de la 
chainette demandee. | 





*) Originairement dans le Journal de Mr. Crelle, mais on retrouve l’indi- 
cation de cette construction dans le Sammlung von Aufgaben und Lehr- 
sätzen aus der analytischen Geometrie, von L. J. Magnus, S. 294, 
Aufgabe 102. 
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Si lP’on veut constrüire une chainette par coordonndes sans 
faire usage d’une table calculde, on pourrait encore suivre une 
autre marche, pas connue, a ce que je sache, tracee d’apres une 
propriete des @quations exponentielles, qui ont la m&me forme que 
celle de la chainette, et dont l’application se retrouve dans plusieurs 
theories utiles (par exemple dans la theorie de la chaleur, comme 
on le peut voir, entre autres, dans le Traite de Physique de 
Mr. Lame, Tome 1., art. 246 et suiv, edition de 1840). 

Soit la fonction exponentielle 


y = aePp? + bePp®, 


dans la quelle e designe la base du systeme de logarıthmes nepe- 
riens; @, 0, p des constantes; si l’on donne a la variable = trois 
valeurs quelconques, mais differant de la m&me quantite © (== x), 
z—=x+i, 2 —=xc'+ 2%), que l’on fasse la substitution de ces 
valeurs, les trois valeurs resultantes de la fonction, c’est a dire 
Yı, Yas Y,, seront telles, que le rapport de la somme des valeurs 
extremes et de la valeur moyenne sera une quantit& constante, in- 
dependante des coefficients @ et Ö, et l’on aura partout 


Yı-+-%; 
Ya 


D’apres cette propriete, si 7 est le parametre d’une chainette, ayant 
ses pieds ou ses points de suspension dans une m&me horizontale 
AB, et sı Pon prend pour ligne des abscisses une horizontale, 
tirdee a une distance CO — A dessous le sommet € (voyez Tab. I. 
Fig. 4.), l’equation de la chainette, rapportee a cette ligne et a 
l’origine 0, sera, comme l’on sait, 


—erfi ePi, 


7 2% 
YA et —e a.\. 


done si }’on prend les abscisses a des distauces Egales ö, que l’on 
mene les ordonnees correspondantes, on aura, pour trois ordonnees 
consecutives Y,, %2; Ys3, Je rapport constant 


i 


2 
Gı Era DaB 
Y2 

Cela pose, puisque la position des points A,, 2, C est donnee, on 

connoit la longueur des perpendiculaires AD= BE=Ff CO—=h, 

et DOH—=9E—=3AB=—=d. Divisant OD et VE en deux parties 

egales, et menant les ordonndes a6, @b', la distance des trois or- 

donnees AD, ab, OC, sera &gale a celle des ordonnees ad, OC, 

ad; et par legalite des ordonndes ab, @’b’, on: aura, suivant la 

propriete enoncee A 

AD+OC__ahral _ 2ah 

ABER lies 


Nommant la fleche CF, ou la hauteur de la chainette, —c, AD 
sera = CF +-0C=c+h, et l’egalitt exprimde deviendra 





2h+c_ Zah 
ab 
d’ou 
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y=ab=ıV Wil?h-+e) ......(l) 


On pourroit construire facilement ces valeurs egales des ordonndes 
moyennes «Ö, a'Ö', mais en supposant les dimensions de.la courbe 
plus grandes, que cela convient pour des constructions geometri- 
ques, on doit faire le caleul numerique de ces valeurs, Ce calcul 
fera donc connoitre la longueur de deux ordonnees moyennes ega- 
les y =ab—=al. 

La bissection de Oa@ et a’ donnera deux autres ordonnees 
moyennes %, —=cd= cd, pour les quelles on aura 


ah-+- Ol __ 2cd 
med) FIn.O0! 
c’est a dire 
Yı-ml _ 2% 
#Yn ed} ’ 
et 


ee av aA, +4) 22.\.®) 


On peut a present continuer cette marche, en divisant chaque fois 
la distance entre deux ordounees trouyees, en deux parties &gales, 
et menant la ligne de l’ordonnee moyenne, que l’on calculera en- 
suite; mais il est a remarquer, que le calcul des ordonnees suivan- 
tes %,, Y%, etc. devient plus facile, que celui des deux premieres, 
a cause qu’on ne devra plus faire a chaque fois l’extraction de ra- 
eines. Car soit divisee la distance «I ou @’E en deux parties 
egales, et menee la perpendiculaire e/ ou ef’, il est clair que les 
ordonnees ef et cd auront la meme distance que les ordonnees IC 
et ab ou cd et cd, ou od et AD; done 


2cd __ cd-ref 


DEE TGIN- ’ 
ou 





2Yy2 _ YıtYı. 
| a Sur, HR 
ce qui donne 


say —h. (3 


On recommence a present la m&me marche, en parlant de l’ordonnde 
ÖC du sommet; on divise Oc, Oc' en deux parties &gales, et, en 
menant les ordonndes moyennes g%, g’%, on en calcule les lon- 
gueurs, comme on a calcule, pour la premiere fois, la longueur des 
ordonnees ad, ab’, et pour la seconde fois ed et c’d. Ce calcul 
necessitera l’extraction d’une racine, ou le service d’une table de 
racines, mais pour les ordonnees suivantes, mendes entre cd et ad, 
entre ab et ef etc. etc. cette operation ne devra pas £tre faite; 
seulement au commencement du calcul de chaque serie d’ordonnees 
moyennes, la valeur de la premiere ordonnde dependra d’une &qua- 
tion du second degre a deux termes. Il est aise de voir, que le 
calcul d’un assez grand nombre d’ordonnees exigera peu de temps, 
et que, Sans recourir a une table calculee, les points de la chai- 
nette seront obtenus avec un degr& d’exactitude, que les construc- 
tions geometriques ne Sauroient donner. 
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Lie cercle osculateur au.point le plus bas C' de la chainette a 
pour rayon le parametre % de la Chainette, et ce cercle ne s’ecarte 
pas sensiblement de la chainette, toutes le fois que la fleche CF 
est moindre que la septieme partie de la largeur 49. 

La pärabole osculatrice au sommet ou au point le plus bas €, 
a pour equation % —%hx; son parametre est donc le double du 
parametre de la chainette; elle coincide sensiblement avec la chai- 
nette sur une etendue pour la quelle la fleche C’F' est moindre que 
la sixieme partie de la largueur 42. Ü’est encore cette m&me pa- 
rabole dans la quelle la chainette est transformee pour ainsi dire, 
quand les forces verticales, qui agissent sur les points de la courbe, 
ne sont plus proportionnelles aux @l&mens ds, mais aux elemens dx 
des abscisses, s denotant lP’arc ou la longueur de la courbe. 

Il existe encore une parabole, la quelle, touchant d’abord la 
chainette au point C, puis s’Ccartant insensiblement de cette courbe, 
la coupe ensuite en un point, par le’quel passe en m&me temps 
’ordonnde, traversante le foyer de cette parabole. Elle a un para- 
metre — 1,862. A, c’est a dire moindre que celui de la parabole 
oseulatrice, mais, dans l’ex&cution, elle s’accorderoit sur une plus 
grande etendue avec la chainette, et ces deux courbes pourroient 
etre censees coincider en tant que la fleche CF seroit moindre que 
la quatrieme partie de AB. 

Ces resultats ‚sont deduits d’un calcul numerique Is font 
voir, que dans P’application qu’on pourroit faire de la theorie de la 
chainette a la construction des ponts suspendus, on pourroit, sans 
erreur sensible, prendre la parabole pour la chainette. A la verite 
la courbure des chaines d’un tel pont ne peüt @tre celle d’une 
chainette, mais a la rigueur uon plus celle d’une parabole, quoi- 
qu’elle en differe tres peu. 


XV 


Ueber die Auflösung der Delischen Aufgabe. 
Von 


Herrn Thomas Clausen 


zu Altona. 


Die Conchoide mit kreisförmiger Basis, obgleich eine Curve 
vom sechsten und also höhern Grade als die Conchoide des Nico- 
medes, die nur vom vierten Grade ist: lässt sich zur Auflösung des 
Delischen Problems sehr einfach anwenden. Da sie sich eben so 
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einfach mechanisch beschreiben lässt, so schien es mir nicht unin- 
teressant, die geometrische Construction der Auflösung der Aufgabe, 
oder überhaupt der Cubikwurzel aus einer beliebigen ganzen Zahl 


durch dieselbe zu entwickeln. 
"Der Punkt 2 (Tab. U. Fig. 5.) der Linie 4D bewegt sich. auf 


dem Kreisumfange, dessen Mittelpunkt € ist, während die Linie be- 
ständig durch 4 geht, und der Punkt I äuf derselben, dessen Ent- 


fernung von 2 constant ist, beschreibt die Curve. 
Walser Al— a, BEEMWDD=3e,-DA=r, 
AE (DE ist senkrecht auf AC)—=x, | DAE=y. 
In dem ebenen Dreiecke ABC ist 
2? — a? + 2a(r —3e) cos + (r — 3e)?, 
® — der + 9e? -+?ar cos p--bre cos pa? — b? —( 
und wenn man mit = multiplieirt und r cos pc setzt 
7? — ber? + (a? — b? + 9e? + aan her N, 
Es sei diese Gleichung 
(r — 2e)? me, 


ee 





so wird 
12e? — a? — b? +. Ie? + uw, me: —baex — Se); 
woraus 
h 3(a° — 4?) ms ad, — b° 
e? = ——— 1. — ! 
l—m 1- m 2a 
Es sei z. B. in der Delischen Aufgabe »— 16; so wird wenn 
man - 
2, 


Bere setzt el ya 


Nach diesen Verhältnissen ist die Figur gezeichnet, es ist nemlich 


31 
AEV?} 





AC—=2.AF, BD—=3.AF, FE—AF, AD—- AE— 





Aufzulösende geometrische Aufgabe. 


Mitgetheilt von 


Hersvn Thomas Clausen 
zu Altona. 


nn nn 


Es ıst (Tab. il. Fig. 6.) ein Kreis, und auf seiner Perı- 
pherie sind vier Punkte A, B, ©, D gegeben, in denen 
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er von einem übrigens unbekannten Kegelschnitte ge- 
schnitten wird. Man soll den Winkel finden, unter dem 
eine der Hauptachsen des Kegelschnitts irgend eine 
der Linien, welche die Puukte A, Z, ©, D zu zweien 
verbinden, z. B. die Linie A2, schbeidet. 


XIX. 


Zwei allgemeine Summations-Formeln für die 
dritte Potenz der Glieder der Reihen, deren 
ntes Glied =+|1+(2 — 1). 2°] ist. 


(Ein Nachtrag zu Nr. XLI. in "Th. I. Heft 3.) 


Von dem 


Herrn Doctor Hellerung. 


zu Wismar. 


F. Die Formeln selbst sind: 
1) + (141.27) +-(1+2. 22) + (143.22) + .... 
+ [1 + (2 — 1)2?]’ 
—=2.[1+(»— 121]. + (» —1).22.(14+2.2°1)] 
2) 1—-(1-+-1.22) + (142.23) ....... 
+ I + (22 — 2)2?]? — [1 + (22 — 1). 22]: 
— — 2n.|[2? 30H —3.n.2%, (21 —1)—3. 22-1, (2? —1)] 
Z. B. man erhält: 
0%) wenn = =—( ist, 


aus I: E +2 HS’... +-.:=n. ( +), eh 





aus 2): 1° — 2: +35? —4° +, a 


—n’(An +3) 
Pf) wenn ==] ist, 


aus 1): 1? - 3°? H- 5° + ...... + a1? &n.).@.®—1) 
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aus 2) 2 > 5° —T°’+....+(412— 3)’ — (42 — 1)? — 
| — 22 .(16.2° —3) 
y) wenn ===? ist, 
aus 1): PH +9’... +(42—3)’—=n.(2a—1).(8.2°—4An—3) 
aus 2): 5°: 9°— 13°? + ....4+-(8.2 — N):— (8.2 — 3)’ — 
er — 2n.(2° .22 — 48.» — 18) 
ö) wenn 23 ist, 
au 1): +9 +1 + .::..... +(8.2 7). 
—n.(An—3).(32. n? — 24.2 —7) 
aus 2): P— 4-17 3°+5...—+(16.2— 15)? — (16.2 — 7): — 
| — 2n.(2!°,n2—9.n.2° — 84) 
etc. ? etc. | 


Der Beweis für die Formel 1) ist ganz derselbe, den wir 
früher (in A. und 2.) bei ===0 und #==1 gebrauchten, nemlich: 


Die Summe der ersten N oder N, Zahlen von der Form 
I. 204 ist =N IHN) 22] oder =N, „IHN, —1) 20], 

Setzt man aber N—=a.[1-+ (a — 1). 22-1] 

und N, =(z2—1).[1+- (2 — 2). 27-1]; 
so erhält man: 
N .1-+-(—).22]— 9, . 114-9, —1).22]=[]1+ (2 —1).2?], 
und N— N, =1-+(2—1).?% 
d. h. also, Erstlich: 

Die Summe der 14-(2— 1). 2* auf einander folgenden Zahlen 
von der Form 1+-v.2”+1, von denen die grösste =1--(N—1). 27, 
und die kleinte =1+- N, .H, it —= [1 + (2 — 1). 22]°. 

Und Zweitens muss nun auch: 
s1+-(»2—1).2=1’+(1+1.2) +(1+2.2”)°’ + .... 

+ (1+ (2 — 1)2”] 
—=N.[1+(Y— 12%] 
sein, woraus die Formel 1) unmittelbar folgt. 
Der Beweis für die Formel 2) ist nun eine leichte Folge- 
rung aus dem vorstehenden. Nemlich: 

Wenn man von 2. STi-H(2—1) . 22H]? die STL4-(2—1) . 2*]°, 
vachdem man hierin 2.» statt =» gesetzt hat, abzieht; so erhält 
man die Formel 2). 


@. 1) Wir fanden (in 2.1) se —gEV — pn; 2. B. 
für v„—=5 war 
S2° —=4.N:.2 N—1).(8.09°—6.3-3); 
daher ist auch, wenn man 2 statt = setzt, 
Sa)?’ A— pr(!a +-1)=YyN, — 320)” 1 + 322 — 1). 
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Man hat aber stets: 
(221 = ar, Su) 91, 9N; 
daher ist auch: 
(22 — YPY’A1—=ypN, —2”r—1.9N—=yn” (nach £. 2); 
und auch: | 
(22 — 19-1 — 322) 1—=p N, —.9N 
— 191 __ 991 + 391 — ....— (2»)”1 


z. B. 1? — 2? -+ 3° — 1... — 14° = — 724277003903. 
2) Es ist 
(an +-I)’—(an—b)? (2 


—1) (iv—2 
u (aa)? 3-+-... 
+01, (an)' 


Daher muss also auch stets S(ad + 2)” — S(an — bD)"—YMN sein. 
2. B. wenn «A und =]; so ist: 


S(4z2 + 1)? — S(4»— 1)’=16.0 
S(An +1)? — SA» —1)—=25>,N.@?.N+1) 
S(A2» + 1)° — S(4A» — 1)’ =2*?.N.(2!°.N?—3.2°.N 3) 
u 36 5 Tr OR ein ln. 
— (Az — 1) + (42 + 1)° 


ib — blan)»—1 — 


etc. etc. 


In diesen Gleichungen wird man auf beiden Seiten noch die 
Einheit addiren. 

Dies mag genügen, da hier dem angeblichen Funde von Tur- 
ner seine vollständige Ausbildung geworden‘zu sein scheint. 


AÄX, 
Historische Bemerkungen über das Prineip der 
Differentialrechnung. 


Von dem 


Herrn Doctor Gerhardt 


Lehrer am Gymnasium zu Salzwedel. 


Die Elemente der Differentialrechnung wurden von Leibnitz 
gefunden und bekannt gemacht. als die Exhaustionsmethode, wel- 
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cher jene, wie sich historisch nachweisen lässt, ihren Ursprung zu 
verdanken hat, sich am weitesten von ihrer ursprünglichen Strenge 
entfernt hatte. Auch hatte sie schon längst ihr gewohntes Feld, 
die Geometrie, verlassen, indem man Seit den Zeiten Fermat’s und 
Roberval’s bei Quadraturen die geometrischen Grössen durch allge- 
meine Zeichen_ ausdrückte und so Reihen fand, deren Summen 
auf irgend eine Weise, ohne an das Princip der Exhaustionsmethode 
zu denken, bestimmt wurden. Solche Reihen waren es nun auch, 
durch deren Betrachtung Leibnitz, wie er selbst wiederholt gesteht, 
die Differentialrechnung fand, und wahrscheinlich liegt hierin der 
Grund, dass es ihm so schwer'wurde, die Elemente seiner neuen 
Rechnung auf ihr ursprüngliches Princip zurückzuführen und so zu 
begründen, als man ihm späterhin den Vorwurf machte, dass die 
Ditferentialrechnung eines sicheren Fundamentes entbehre. Allein 
auch hierzu hatte er selbst die Veranlassung ‘gegeben, denn zu- 
erst sprach er sich nirgends deutlich über das Wesen der Diffe- 
rentiale aus und sodann, anstatt ein für alle Mal an einem Bei- 
spiele zu zeigen, wie am genügendsten das Differential mittelst der 
Gränzmethode aufgefasst werden könne, nahm er zu quantitates in- 
comparabiliter parvae seine Zuflucht. Diese von Leibnitz hypothe- 
tisch angenommenen *) Grössen sollten nur ein Hülfsmittel zum 
Beweise der Lehrsätze seiner neuen Rechnung sein; man verstand 
ihn aber in diesem Punkte falsch, nahm jene für wirkliche Grössen 
und stellte sie in Vergleich mit den anderen bisher gebrauchten, 
obgleich sie von ihm späterhin wiederholt für Fictionen erklärt 
wurden. So entstand die Lehre vom Unendlichen, und als die un- 
ausbleiblichen Zweifel über die Deutlichkeit und Bestimmtheit die- 
ser Grössen zur Sprache kamen, fanden Leibnitz’s Erinnerungen, 
dass die Differentialrechnung am sichersten mittelst der Exhaustions- 
methode begründet werden könne, keinen Anklang. 

Die obige Behauptung, dass die Differentialrechnung der Ex- 
haustionsmethode der alten Geometer ihren Ursprung zu verdanken 
habe, erhält noch mehr Bestätigung, wenn man die Erfindung der 
Fluxionen aufmerksam studirt. Ueberall, wo Newton in seinen 
Schriften über das Princip der Fluxionsrechnung spricht, zeigt sich 
deutlich, dass er auf dem von Keppler und Cavaleri eingeschlage- 
nen Wege weiter fortschritt und so zu jener Rechnung gelangte, 
und man kann mit grosser Wahrscheinlichkeit schliessen, dass, 
wenn Newton einmal ein selbstständiges Werk über die Fluxionen 
verfasst hätte, er es sicher auf die in seinen berühmten 'Prineipiis 
gebrauchte Methode der ersten und letzten Verhältnisse d. h.. auf 
die Exhaustionsmethode gegründet haben würde. Das Princip, der 
Fluxionen wurzelt in der Geometrie, was am deutlichsten aus den 
ihnen zu Grunde liegenden Begriffen von Zeit und Bewegung er- 
hellt, und desshalb vermochte auch Maclaurin um so leichter in 
seiner Treatise of fluxions, ihr Prineip rein nach den Grundsätzen 
der alten Geometrie zu behandeln. — Indessen blieb anfangs die 





?) Er bedient sich des Wortes assumere; z. B. in der Abhandlung: Ten- 
tamen de motuum coelestium causis (Leib. op. Tom. III. p. 213 sq.): 
Assumsi inter demonstrandum quantitates incomparabiliter parvas, v. g. 
differentiam duarum quantitatum communium ipsis quantitatibus incom- 
parabilem. Sie enim, ni fallor, lucidissime exponi possunt. etc: 


! 
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Fluxionsrechnung, wiewohl früher entdeckt, als die Differential- 
rechnung, lange Zeit ein ausschliessliches Eigentbum Newton’s und 
seiner Freunde; aber auch späterhin hat sie sich nie über ihr Va- 
terland hinaus verbreitet, während die Differentialrechnung sogleich 
allgemeine Anerkennung fand und begierig aufgenommen wurde. 
Hierin mag auch der Grund liegen, wesshalb Maclaurin’s oben ge- 
nanntes Werk, das gewissermassen Newtons Principiis zur Seite zu 
setzen ist, so wenig beachtet, wurde. Die Differentialrechnung 
hatte eine zu glückliche Bezeichnung und bot in der Anwendung 
so wenig Schwierigkeiten dar, dass man kein Bedürfniss empfand, 
sich nach einer andern Methode umzusehen. Wenn auch ihr Prin- 
cip schwankend war, so waren doch die damaligen ausgezeichneten 
Mathematiker von ihrer Richtigkeit überzeugt, und minder reich 
begabte wurden dadurch zufrieden gestellt, dass die Resultate, die 
mittelst derselben gewonnen wurden, mit den auf andere Weise 
erhaltenen vollkommen übereinstimmten. Die unendlichkleinen 
Grössen bilden fortwährend die Grundlage der Differentialrechnung, 
und auch das erste Lehrgebäude der höhern Analysis, die Analyse 
des infiniment petits des Marquis de l’Hospital, das sehr viel zur 
Verbreitung derselben beitrug, erklärte mit ihrer Hülfe die Diffe- 
rentiale. Jede Veränderliche &.wurde um eine unendlich kleine 
Grösse dx vermehrt, und die Differenz zwischen dem so erhaltenen 
und dem ursprünglich gegebenen Ausdruck das Differential des ge- 
gebenen genannt. 

Maclaurin’s Beispiel blieb jedoch auf dem Festlande nicht ohne 
Nachahmung; in seine Fussstapfen trat d’Alembert, der als Mit- 
herausgeber der grossen französischen Encyclopädie bei Abfassung 
der mathematischen Artikel Gelegenheit nahm, über das Princip der 
Differentialrechnuug sich auszusprechen. In dem Artikel ‚‚differen- 
tiel‘“ dringt er darauf, dass der Differentialrechnung -der Begriff 
der Gränze zu Grunde gelegt werden müsse; ‚‚le calcul differentiel, 
sagt er, ne consiste qu’a determiner algebriquement la limite d’un 
rapport de laquelle on a deja l’expression en lignes et a @galer ces 
deux limites, ce qui fait trouver une des lignes que l’on cherche.‘* — 
„Qu’est-ce en eflet, fährt er fort, que trouver un maximum ou un 
minimum? Cest, dit-on, faire la difference de dy egale a zero ou 
V’infini; mais pour parler plus exactement, c’est chercher la quantite 
dy 
d.ı’ 
ensuite cette quantit@ nulle ou infinie. Voila tout le mystere expli- 
que. Ce n’est point dy qu’on fait — a Pinfini: cela serait absurde 
car ‚dy etait prise pour infiniment petite, ne peut £tre infinie, c’est 
2. c’est-a-dire qu’on cherche la valeur de x qui rend infinie la 
limite du rapport de dy fini a da fini.“ | | 

Ohngeachtet dieser Vorgänge entbehrte doch noch das um diese 
Zeit, im Jahr 1755, abgefasste Lehrgebäude der Differentialrech- 
nung unsers unsterblichen Euler die feste Begründung durch die 
Gränzmethode, aber er setzte, in der Ueberzeugung, dass vor allen 
Dingen die so vagen unendlichkleinen Grössen aus der Differential- 
rechnung entfernt werden müssten, mittelst eines kühnen Gewalt- 
streichs dieselben —0 und legte diesen Nullen einen intensiven 
Werth bei. Nach seiner Meinung müsse man auf ihre Entstehung 
Rücksicht nehmen, dann dürften sie auch, je nachdem sie aus einer 


qui exprime la limite du rapport de dy fini a dx fini et faire 
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grösseren oder kleineren Grösse entstanden wären, einen verschie- 
denen Werth unter, einander haben, obgleich sie durch dasselbe 
Zeichen dargestellt würden. Diese Annahme. veranlasste aber bei 
der Bestimmung der Differentiale vielfache Schwierigkeiten, zumal 
da Euler durch die Differenzenrechnung' und mittelst der Entwicke- 
lung der Funetionen in Reihen dahin gelangen wollte, und in der 
That ist die Dunkelheit und Unverständlichkeit, die in den ersten 
Capiteln der Eulerschen Differentialrechnung herrscht, eine merk- 
würdige Erscheinung für jeden, der mit der äusserst lichtvollen 
Darstellung Euler’s vertraut ist *), 

Euler’s Bemühungen, das Prineip der Differentialrechnung fest 
zu begründen, befriedigten keineswegs die allgemeine Erwartung; 
ja die Verwirrung in dieser Hinsicht wurde immer ‚noch grösser. 
Man meinte sogar, dass die Differentialrechnung bisher noch nicht 
von der rechten Seite aufgefasst worden sei, und glaubte nament- 
lich in der so sehr erweiterten und in allen Thheilen der Mathema- 
tik mit Nutzen gebrauchten Lehre von den Reihen ein Mittel zn 
einer bessern Bestimmung und Erklärung des Differentials gefun- 
den zu haben. Was überhaupt seit dieser Zeit zur Feststellung des 
Princips der Differentialrechnung geschah, lässt sich unter zwei 
allgemeine Gesichtspunkte bringen: entweder behielt man den Be- 
erilf und das Zeichen eines Differentials bei, und bestimmte den 
Begriff so, dass die Widersprüche, auf welche er zu führen schien, 
beseitigt wurden; oder man verwarf alles: bisher Angenommene 
und suchte auf anderem Wege zu dem zu gelangen, was mittelst 
der bisherigen Methode gefunden war. Zu dem ersten Fall gehört 
die sogenannte Gränzmethode, von der weiter unten ausführlicher 
die Rede sein soll; zu dem zweiten alle die Weisen, in welchen 
mit Hülfe des Taylorschen Lehrsatzes das Differential einer Func- 
tion gefunden wird. Unter diesen letzteren nimmt Lagrange’s 
Functionentheorie, die im Jahr 1797 zu Paris erschien, den ersten 
Platz ein. 

Wegen des grossen Beifalls, mit dem sie aufgenommen wurde 
und zum Theil noch jetzt aufgenommen wird, wollen wir sie hier 
einer näheren Betrachtung unterwerfen. Schon in dem vollständi- 
gen Titel: Theorie des fonctions analytiques, contenant les’ prin- 
ceipes du caleul differentiel, degages de toute consideration d’infini- 
ment petits ou d’evanouissans, de limites ou de fluxions, et reduits 
a Panalyse algebrique des quantites finies, sind die ganze Tendenz 
des Werkes und zugleich die Gesichtspunkte angegeben, aus wel- 
chen man dasselbe zu betrachten bat. Lagrange will nicht allein 
‘eine neue Theorie aufstellen zur Begründung des Priucips der 
Differentialrechnung, sondern auch niedere und höhere Analysis, die 
bisher völlig gesondert waren, mit einander verbinden. — Nachdem 


*) Eine Folge von Euler’s Theorie war die sogenannte Nullenrechnung, 
in welcher man die Differentiale als leere, an sich bedeutungslose 
Zeiehen betrachtete, mit denen man aber nach gewissen sinnreich er- 
dachten Gesetzen eine richtige Rechnung führen könne. Man sah den 
Algorithmus der Differentialrechnung nicht als ein nothwendiges Er- 
zeugniss der Vernunft an, sondern nannte ihn eine heuristische Fiction. 
‚Vergl. Joh. Schulz Entwickelung einiger mathematischen Theorien, Kö- 
nigsberg 1803; und Fischer über den eigentlichen Sinn der höhern Ana- 
Iysis, Berlin 1808. 
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er nun zuerst die bisherigen Methoden zur Begründung des Prin- 
cips der Differentialrechnung einer Kritik unterworfen und keine 
genügend befunden, beginnt er mit der Prüfung des Fundamental- 
theorems, dass nämlich jede Function (a), falls ihre veränderliche 
x um die Grösse 2 (ö etant une quantit& quelconque indeterminde) 
vermehrt wird, sich in eine Reihe von der Form /[x) + pö + gi? 
+ri?-+.... entwickeln lasse, wo die Coeflicienten 2, 9, 2... 
neue aus der ursprünglich gegebenen Function /(x) abgeleitete 
Functionen von x bezeichnen, und sucht a priori zu: beweisen, 
dass nur ganze positive Exponenten von ö vorkommen können. 
Dass dieser Beweis aber nur ein schwaches, unzulängliches Räson- 
nement — so wird er auch weiterhin von Lagrange selbst bezeich- 
net — istsund durchaus nicht dem Beweise eines Satzes gleicht, 
der einer so allgemeinen Theorie als Grundlage dienen soll, be- 
greift’jeder sogleich beim ersten Lesen *), Im Folgenden werden 
nun die Coefficienten 2, 9% 7”... der einzelnen Glieder der Reihe 
bestimmt, und zugleich dargethan, dass wie » aus /(x), ebenso g 
aus 9, r aus 9, u. s. w. hergeleitet wird. Wiewohl so nach La- 

range’s Meinung mit einem Blicke zu übersehen ist, wie die ein- 
zelnen Glieder der Reihe von einander abhängen, und darin ein 
Hauptvorzug der Functionentheorie vor der Differentialrechnung be- 
stehen soll, so ist doch die Bildung derselben in allen Fällen nicht 
so leicht, wie es zu sein scheint, namentlich bei irrationalen Func- 
tionen. Es ist bekannt, dass die Coefficienten 9, 9% 7... der erste, 
zweite, dritte,.... Differentialcoeflicient der gegebenen Function 
sind; wäre also in jedem Falle die Entwickelung einer: Function 
in eine solche Reihe möglich, so würden alle Schwierigkeiten be- 
seitigt sein. Dem ist aber nicht so. Schon Euler hatte im 14. Ca- 
pitel des 2. Buchs seiner Differentialrechnung gezeigt, dass die Dif- 
ferentiale in speciellen Fällen durch Reihenentwickelung' nicht ge- 
funden werden können und dann unmittelbar ihrer eignen. Natur 
gemäss (ex ipsa differentialium natura) hergeleitet werden müssen. 
„Haec methodus, fügt er hinzu, ex ipsa differentialium natura de- 
ducta nullum dubium reliquit.‘* Auch Lagrange’ wies in seiner 
Funetionentheorie auf diese speciellen Fälle zurück, in welchen die 
ersten Glieder der Reihe verschwinden oder unendlich werden und 
so die Bestimmung der Coeflicienten unmöglich machen, und er 
hilft sich, wie Euler, durch unmittelbare Herleitung aus der Fune- 
tion. Hier giebt er also zu, dass obiges Fundamentaltheorem nicht 


/ 


*) Da er mit Hülfe allgemeiner algebraischer Schlüsse geführt wird, so 
gilt von ihm, was Cauchy in der Vorrede zu: Cours d’analyse algebri- 
que, von dieser Beweisart sagt: Quant aux methodes, j’ai cherche A 
leur donner toute la rigueur qu’on exige en geometrie, de maniere A 
ne jamais recourir aux raisons tirees de la generalit& de l’algebre. Les 
raisons de ‘cette espece, quoique assez communement admises, sur- tout 
dans le passage des series convergentes aux series divergentes, et des 
quantites reelles aux expressions imaginaires ne peuvent €tre 'conside- 
rees, ce me semble, que comme des inductions propres a faire pressentir 
quelquefois la verite, mais qui s’accordent peu avec l’exactitude si van- 
tee des sciences mathematiques. On doit meme observer qu’elles ten- 
dent a faire attribuer aux formules algebriques une’ &tendue indefinie, 
tandisque, dans la realite, la plupart de, ces formules subsistent unique- 
ment sous certaines conditions, et pour certaines valeurs des quantites 


qu’elles renferment. 
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in allen Fällen zur Bestimmung des. Differentials, ausreicht, und 
desshalb durfte,es auch nieht an die Spitze einer weit allgemeineren. 
Lehre, als die Diffentialreehnung ist, gestellt werden. | 

Demnach: ist im Grunde mit Lagrange’s Functionentheorie nichts 
gewonnen; andere Schwierigkeiten bei Seite gesetzt, entbehrt das 
zu Grunde gelegte Princip einer durchgreifenden Allgemeinheit. 
Dasselbe gilt nun ‚auch von allen übrigen Methoden, von dem De- 
rivätionscaleul: Arbogast’s, von der Exponentialrechnung Pasquich’s 
u. s. w. welche die Differentialrechnung vertreten sollen und in de- 
nen mittelst des, Taylorschen Satzes das Differential einer Function 
erhalten wird. 

Während dieser mannigfachen Versuche, das Prineip der Dilfe- 
rentiälrechnung fest zu begründen. hatte die Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin für das Jahr 1786 eine sichere, streng wissen- 
schaftliche "Theorie des sogenannten mathematisch Unendlichen 
zum Gegenstand einer Preisaufgabe gemacht. L’Huilier aus Genf 
gewann den Preis durch. seine Exposition. el&mentaire des principes 
des calculs susperieurs, in welcher er zu beweisen suchte, dass das 
unter den Namen der Exhaustionsmethode bekannte Verfahren der 
griechischen Geometer gehörig erweitert zu einer Feststellung der 
Principien der-höhern Analysis hinreiche. Im Jahre 1795 erschien 
von demselben Verfasser zur Vervollständigung jenes Entwurfes 
ein anderes Werk unter dem Titel: Principiorum calculi differen- 
tialis et integralis expositio elementaris, das aber über das Prineip 
nichts wesentlich Neues beibringt. E’Huilier-hat in beiden Schrit- 
ten, seinem Vorsatze getreu, eine Zusammenstellung der Theoreme 
gegeben, ‚die‘das Fundament der Exhaustionsmethode bilden; je- 
doch entbehrt dieselbe eines durchgreifenden Zusammenhanges, da 
die an die Spitze gestellte Definition der Gränze nicht hinlänglich 
allgemein gefasst ist., Auch bedient er sich bei dem Nachweise, 
dass die Gränze eines Verhältnisses mit dem Differentialverhältnisse 
identisch ist, der Entwickelung der Functionen in Reihen mittelst 
des Daylorschen Lehrsatzes, was zu tadeln ist. Von diesen Aus- 
stellungen jedoch abgesehen verdienten beide Schriften alle Auf- 
merksamkeit, weil nicht allein das Princip der Differentialrechnung, 
sondern auch die darauf gegründeten Theorien immer auf den Be- 
griff, der Gränze zurückgeführt, werden, und die bisher so vielfach 
gehandhabten Ideen über das Unendliche und Unendlichkleine -ge- 
rechte Würdigung finden. ! 

Dieser Versuch L’Huilier’s jedoch, die Differentialrechnung mit- 
telst des Begrifis der Gränze streng wisseuschaftlich zu begründen, 
blieb im Allgemeinen, ohne gehörige Anerkennung, da Lagrange’s 
Functionenlehre, besonders von französischen Mathematikern sehr 
bereitwillig aufgenommen wurde. Zwar bediente man sich nicht 
durchgängig ihrer Bezeichnung, aber man huldigte vollkommen den 
aufgestellten Principien und stimmte ‚willfährig Lagrange’s Urtbeil 
über die Theorie der Gränzen bei: sie sei zu schwierig und zu 
dunkel, als dass sie einer Wissenschaft, wie die höhere Analysis, 
deren Fundament auf die einfachsten und klarsten Principien ge- 
baut werden müsse, als Grundlage dienen könne; man hütete sich 
aber wohl an ihrer Richtigkeit zu zweifeln. Da nun um dieselbe 
Zeit eine durchgreifend neue Behandlungsweise der Mathematik 
beinahe in allen ihren Theilen von Frankreich aus sich ‚verbreitete, 
so darf man sich nicht wundern, dass zugleich auch die Lehren 
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Lagrange’s über das Princip der ‚Differentialrechnung ein grosses 
Ansehen gewannen und beinahe alle andere Ansichten verdrängten. 
Das Gebiet der mathematischen Wissenschaften wurde in wenigen 
Jahrzehnten, namentlich durch Anwendung der Theorie auf Astro- 
nomie und Mechanik so sehr erweitert und nebenbei mit den ele- 
gantesten analytischen Entdeckungen so glänzend bereichert, dass 
sich diese Zeit nur mit jener vergleichen lässt, welche auf die 
Entdeckung der höhern Analysis folgte; und wie damals, beküm- 
merte man sich auch jetzt weniger um die Prineipien, vielmehr war 
man 'eifrigst beschäftigt, die schwierigsten Untersuchungen, wenn 
auch nur einen kleinen Schritt, weiter zu fördern. Nachdem sich 
jedoch dieses Drängen etwas beschwichtigt hatte, kehrte man zu einer 
ruhigen Prüfung der gewonnenen Resultate zurück, und wiederum 
war es ein französischer Mathematiker, der Bahn brach. Cauchy, 
Professor an der polytechnischen Schule in Paris, stellte zuerst in 
dem Cours d’analyse algebrique, Paris 1821, eine umfassende Theo- 
rie über die Kennzeichen der Convergenz und Divergenz der 
Reihen auf, nachdem Lagrange durch die Bestimmung des Fehlers 
bei der Taylorschen Reihe, wenn dieselbe bei einem bestimmten 
Gliede abgebrochen wird, den Ton hierzu schon früher angestimmt 
hatte. Mit derselben Schärfe und Gründlichkeit entwickelte darauf 
Cauchy das Princip der Differentialrechnung in seinem Resume des 
legons sur le calcul infinitesimal, Paris 1823, welches Werk im 
Jahre 1829 unter dem Titel: Legons sur le caleul differentiel, in 
einer neuen Auflage erschien. „Mon but prineipal, sagt der Ver- 
fasser in der Vorrede zu letzterer Schrift, a &et& de concilier la ri- 
gueur, dont je m’etais fait une loi dans mon Cours d’analyse, avec 
la simplieit€ que produit la consideration directe des quantites infi- 
niment petites. Pour cette raison, j’ai cru devoir rejeter les deve- 
loppements des fonctions en series infinies, toutes les fois que les 
series obtenues ne sont pas convergentes. Il en resulte, par exem- 
ple, que la formule de Taylor ne peut plus &tre admise comme ge6- 
nerale, qu’autant qu’elle est reduite a un nombre fini de termes, et 
completee par un reste.‘ 
Mit Recht hat nach diesen Vorgängen der neuesten Zeit der 
Be Theil der Mathematiker den Versuchen, das Prineip der 
ifferentialrechnung durch, den Begriff der Gränze fest und sicher 
zu begründen, seinen Beifall nicht versagt, denn nicht allein er- 
giebt es die geschichtliche Forschung, dass sich allmählig aus der 
Exhaustionsmethode der Geometer des Alterthums die Differential- 
rechnung herangebildet hat, und dass dieselbe nach dem Sinne ihrer 
Erfinder am sichersten auf die Lehre von der Gränze basirt wird, 
sondern die Gränzmethode hat auch, wie kein anderes Verfahren, 
allen streng wissenschaftlichen Anforderungen genügt und allen 
Angriffen Trotz geboten; nur der einzige Vorwurf ist ihr gemacht 
worden, als sei sie für Anfänger zu dunkel und zu schwierig, um 
als Fundament der höhern Analysis zu dienen, das nicht genug auf 
das lichtvollste und klarste dargestellt werden könne. 


AXI. 


Uebungsaufgaben für Schüler. 


(Sechluss.) 
12, 


Die Oscillationsgeschwindigkeit v eines geradlinig bewegten 
Aethertheilchens und sein Abstand vom Ruhepunkt lässt sich unter 
der Voraussetzung, dass die auf das Thheilchen wirkende Kraft der 
Klastizität der Entfernung vom Ruhepunkte proportional sei, durch 
einfache Hülfsmittel finden. 

Ist in der Entfernung 1 die Kraft der, Rlastizität = EZ, die 


Entfernung vom Ruhepunkte —= x, die grösste Ausweichung vom 
Ruhepunkte, um welche das Theilchen beim Anfange der Bewe- 
gung entfernt ist, =a, @— x —X, und wird X in » gleiche 


Theile getheilt, so ist die Kraft #', welche das Aethertbeilchen an 





X . 
der Stelle (a — m) anregt, —=E.(a— m). Wird nun ange- 


72 


s [2 - X . . * . . 
nommen, dass in jedem Raume — eine gleichförmig beschleunigte 


BOTEN X 
Bewegung stattfinde, die erst im nächsten Raume —- dem Abstande 


vom Ruhepunkte proportional sich ändert, aber in einem solchen 
Raume constant bleibt, so ist 


= 


| . x X 
Um » Un — Ulm—1) +» Olm—ı) — 2Ele — mM. nr en: 


Legt man jetzt 2 alle Werte von m —1 bis m ==» bei und ad- 
dirt die erhaltenen Gleichungen, so bleibt 


2 ® 

un. m = 2Elne - ZEHNTE 5, Pa— (LH ÜIXIX. 
Soll die Bewegung eine continuirliche werden, und bezeichnet 

v die Geschwindigkeit, so wird 

v.— E?a— X). X =E.(e ea X X—= Ee-+r 2) (a — ae). 
Setzt man nun z==a cos #3, so erhält man vo=\ E.a sin F 

u. 5. w,?) 





*) S. Bohnenberger’s Astronomie $. A03. 
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Zwischen zwölf beliebigen Grössen, die wir im Allgemeinen 
durch a, @', a", &"; b, W, WW"; c, c', c”, €” bezeichnen wollen, 
findet immer die folgende Relation Statt: Be 


(ad — ab) (a"0”" — a"'W") 
+ (be — Ve) (W’e" — D"e”) 


En ( rar) a) ( da" — 


ee (za” + br -- cc") (e’a"" —+- DU” c'c”) 
zn (da + VV” + c’c”) (aa + Li” + ec”). 
Firdamiet, Bd se nd) reizt: 
geht diese Relation in folgende über: 


(ab’ — ab)? + (be’ — b'c)? + (ca! — ca)? 
— (a? +0? —+.c?) (d” +0? + ec”) — (aa +00 + cc)’. 


Man soll die Richtigkeit der obigen allgemeinen Relation zwi- 
schen zwölf Grössen beweisen. | 


_ 


Aufgaben und Lehrsätze. Von Herrn Professor Dr. Oettin- 
er zu Freiburg i. B. 

1) Ein Dreieck zu bilden, wenn ein Winkel, die Linie, welche 
eine der ihm anliegenden Seiten, und die welche die gegenüber- 
stehende Seite in zwei gleiche Theile theilt, gegeben ist. 

2) Ein Dreieck zu bilden wenn ein Winkel und die Linien, 
welche die beiden anliegenden Seiten in zwei gleiche Theile thei- 
len, gegeben sind. | 

3) Ein Dreieck zu bilden, wenn ein Winkel, die gegenüber- 
liegende Seite und die Linie, welche eine der anliegenden Seiten 
in zwei gleiche Theile theilt, gegeben ist. 

4) Ein Dreieck zu bilden, wenn die Linien, welche die drei 
Dreiecksseiten in zwei gleiche Theile theilen, gegeben sind. 

Nennt man die Höhen, welche den drei Dreiecksseiten (s,, 
82, 8,) zugehören, der Reihe nach %,, %,, %,, die Linien, welche 
die drei Seiten in zwei gleiche Theile theilen, der Reihe nach 7,, 
Z,, t,. so gelten folgende zwei Lehrsätze für die Ableitung der 
Höhen und Halbirungslinien von einander, 


1, er) Tr ITHEEhN 
Ki, V@r,? +22; — 1?) 

, Yu +) ru GUTE) Hrn] 

Bar“. Vet? + 26,°—1,°) 

h _VYUb+rb+b)t rt) ,—L,. HL) —-b+b+t;)| 
- Meran, v (@2t,? + 212? BET 2.2), .... 


nn 
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"V(Rh ?hz?-+Rh,?h,?—h,?h,?) 
Or ere 57° 0 On Un 
a 3 ER ET a ii u 
h,hah,\ , 17,%, ER Be] 


vV(2h,?h; 2 +-2h 1 2hz’—h, 2h; 2) 


6) sa = 


ae 
1 1 1,1 Heel a 1 1 1 1 1 
re Nee 
EDER V(@h,?hr?+rh,:hz?—h,?h,?) 
3 


Ba 1 1 19,1 1 Ey u: 1 1 l I. 
TE N, ve) 


Diese Sätze reihen sich an die schon bekannten, welche für 
die Ableitung der Höhen und Seiten von einander gelten, an. 


Aufgaben von dem Herrn Professor Dr. G. 3. Verdam zu Leiden. 

1. 'Tous les triangles spheriques, ayant meme base et meme 
aire, ont leurs sommets dans la circonference d’un petit cercle, 
passant par les deux points, opposes aux extremites de la base. 
En outre, le petit cercle, passant par les extremites de la base, et 
ayant son centre, Jdiametralement oppose au centre du premier pe- 
tit cercle, jouit de la m&me propriete, 

Cette proposition n’est pas nouvelle; on la trouve dans quelques 
Traites de Trigonometrie spherique et de Geometrie analytique. 
Mais pour trouver le centre du premier petit cercle, on a cette 
construction. Menez un arc de grand cercle, perpendiculairement 
par le milieu de la base. Le triangle &tant, en general, scalene, 
cet arc coupera un des cötes, adjacents a la base, et sera coupe 
par le prolongement de l’autre. Du milieu de cet autre cöte, de- 
crivez, avec un rayon, soustendant le quart d’un grand cercle, un 
arc coupant le prolongement de lV’arc perpendiculaire. Le point 
d’intersection sera le centre cherche. 


2. Tous les triangles spheriques, ayant m&me base et m&me 
perimetre, ont leurs sommets dans la circonference d’un cercle, 
dont le centre se trouve au milieu de la base. Si la somme des 
deux cötes est &gale a deux angles droits, ou plutöt &egale A une 
demi circonference, le lieu des sommets sera evidemment un grand 
cercle de la sphere. | 


3. Quand on joint les milieux des cötes oppose&s d’un t£- 
traedre regulier ou irregulier, les trois droites, ainsi mendes, se 
couperont en un meme point, qui sera |le centre de gravite du te- 
traedre. Si le tetraedre est regulier, les dites droites se coupe- 
ront perpendiculairement au centre de la sphere circonscrite; 
mais cette derniere propriete a egalement lieu pour le tetraedre 
demi-regulier, dont les plans sont des triangles egaux et sembla-- 
bles, quoique non Equilateraux ou reguliers. 


4. Un quadrilatere plan, dans lequel on a men& les deux dia- 
gonales, pouvant &tre considere comme la projection d’un quadri- 
latere gauche, ou d’un tetraedre soit nyramide triangulaire, on 

Theil I. 14 
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aura aussi cette propriete ‚que les droites, passant par les milieux 
„des cötes oppose&s et des deux diagonales d’un trapezoide, se 
‚„eouperont en un meme point.“ On le demontre immediatement 
en partant du thdoreme connu ‚‚que les droites, qui Joignent 
„les cötes adjacents d’un trapezoide, forment un pa- 
„rallelogramme.‘“ De la on pourroit aussi remonter a la de- 
monstration de la proposition precedente. 


XXL. 


Miscellen. 


Auszug aus einem Briefe des Herrn Professors Dr. G. J. Verdam 
an der Universität zu Lieiden. 


Leide ce 23. Janvier 1842, 


Des que votre Journal estime, Archiv für Mathematik und 
Physik, paroissoit, je me proposois de vous oflrir, de temps en 
temps, quelques notices mathematiques. Mes nombreuses occupations 
ont toujours empeche de satisfaire A ce voeu, et peutetre j’aurois 
encore difiere de vous adresser cette lettre, si la lecture de votre 
Journal n’avoit pas fixe mon attention sur un point, lequel me 
sembloit hors de doute dans l’Histoire des Mathematiques, et qui 
regarde l’honneur de priorite d’un c@lebre Mathematicien Hollandais 
du 17. Siecle. J’ai en vue le probleme connu de trigonometrie, 
Dein: trouver la position d’un point, du quel on observe 
es angles entre trois objets eloignes, dont les distan- 
ces mutuelles sont connues. La premiere idee de ce probleme 
est due & Willebrordus Snellius, Geometre Hollandais, ne a 
Leide en 1591, et depuis 1613 jusqu’en 1626 (l’anude de sa mort) 
Professeur de Mathematiques a l’Universite de cette ville. 11 
est connu que parmi ses travaux scientifiques on distingue la me- 
sure d’un degre du meridien de Leide, par une triangulation qu’il 
fit entre les villes d’Alcmar et de Bergen op Zoom, dont la 
difference de latitude fut trouvde de 714 minutes. 11 a decrit les 
details de cette operation geodesique dans un ouvrage (aujourdhui 
tres rare), intitule „Eratosthenes Batavus de ertae ambi- 
‚„tüs verä quantitate, a Willebrordo Snellio, Jıa zwv e& 
„OTOOTWETWV WETIOVOWv diomigwv, suscitatus. Lugduni Ba- 
tavorum. CHIICXVIL!! A la page 165 de cet ouyrage on re- 
connoit la premiere trace de ce probleme, mais c’est dans le cha- 
pitre X, qu’il dit definitivement, „Domüs meae distantiam 
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„a Turri curiae Leidensisideo adeosollicite investigavi, 
„ut tanto facilius conjecturam‘caperem de locis obser- 
„vationum Alcmariae et Bergae ad Zomam, et ad eam 
„rem Theorema scitum excogitavi, cujus ususin patriä 
„nosträ deinceps permagnus esse possit, cum tot illu- 
„strium locorum intervalla tam accurate sintcognital!‘“ 
Et a la page 203 il &nonce son probleme en ces verbes ‚„Trium 
„locorum intervallis inter se datis, quarti distantiam ab 
„ommibus, wa2öc& Statione, definire.“ Il donne, en premier lien, 
la solution graphique de ce probleme, par l’intersection de deux 
segmens de cercle, capable chacun d’un des deux angles, observes 
dans la station. En second lieu il donne une solution trigonome- 
trique, en faisant usage des triangles rectangles, que l’on obtient, 
en abaissant, des centres des cercles decrits, des perpendiculaires 
sur les cötes du triangle donne et sur les cordes, qui vont de la 
station aux points observes, c’est a dire aux angles de ce triangle. 
Ensuite il donne de sa solution le caleul numerique (sans employer 
neanmöins des logarithmes, dont l’invention etoit a peine connue, 
ou desquelles il n’existoit pas encore de table) pour un cas par- 
tieulier. 

Il me paroit ainsi justifi€ que la premiere idee de ce probleme 
appartient tout a fait a notre Snellius, et non pas a Pothenot. 
Dans tous nos Traites de Trigonometrie rectiligne ce probleme est 
distingue de tout autre par l’epithete de Probleme de Snellius. 
J’ai cherche dans le Wörterbuch de Klügel, — que vous avez 
continue et acheve avec tant de succes, — dans l’espoir de trouver 
quelques reflexions ou notices historiques, relatives.a ce fameux 
probleme; mains je n’y trouve rien a cet egard. Enfin je prenois 
en mains le cours de Mathematique du celebre Geometre Allemand 
Kästner, et dans le volume, intitulee „Anwendungen der 
„ebenen Geometrie und Trigonometrie, erster Theil, 
„dritte Abtheilung der mathematischen Anfangsgründe. 
„Göttingen 1790!!“ °) je lisois, dans le Vorrede; pag..&., ce 
qui suit: | 

„So fand ich unlängst die Aufgabe der 51 Abhand. 8. 393. beim 

„Willebrord Snellius „Eratosthenes Batavus etc. etc. 


„Also hat Snellius diese Aufgabe sehr richtig trigonometrisch 
„aufgelöst, und Pothenot ist nicht der erste Erfinder von ihr, 
„hat aber vermuthlich von des Snellius Auflösung nichts ge- 
„wusst. Wäre Snellius dem Herrn de Montesson bekannt 
„gewesen, so hätte er vielleicht gesagt, — Snellius habe 
„Pothenots Methode gebraucht!, wie Cassini de 
„Thury sagt: Snellius habe zur Messung eines Grades eben 
„die Methode gebraucht wie die französischen Astronomen 
„(M&emoires de Paris 1748, pag. 123 *), anstatt zu sagen: 
- „die französischen Astr..... wie Snellius. Die rhe- 
"„torische Figur heisst, glaube ich, öozegov oozegov! !!“ 


*) Es sind hier Kästners geometrische Abhandlungen. T.I. gemeint. 6. 

**) On trouve cette expression de Cassini dans les M&moires de l’Aca- 
d&mie des sciences de Paris, pour les annees 1702 et 1718, et 
non dans le volume de 1748,, ce qui est probablement une faute d’im- 
pression, au lieu de 1718, 
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Je me sentirai honore, Mr. Le Professeur, sı vous voulez fixer 
votre attention aux reflexions, que j’ai pris Ja liberte de vous adres- 
ser, et encore plus, si vous voulez en faire mention dans votre 
Journal. 

Permettez moi encore, a cette occasion, la remarque, que la 
solution geometrique des Eequations du second degre, communiquee 
par Mr. Le Professeur Mensing dans le Il]. Heft. No. XXV. de 
votre Journal ne -differe au fond d’une solution pareille, deja 
donnde par Cagnoli dans son Traite de Trigonometrie. 
Chap. Xll. 


Briefliche Mittheilung des Herrn Professors Dr. Gerling zu 
Marburg an den Herausgeber. 

Als eine der grossartigsten Einrichtungen zur Beförderung des 
mathematisch - physikalischen Unterrichts, welche in der neuern Zeit 
in Deutschland getroffen worden sind, verdient gewiss ein Bau be- 
zeichnet zu werden, welcher auf Befehl Sr. Hoheit des Kurprinzen 
und Mitregenten in Marburg ausgeführt, und mit dem Anfange 
des gegenwärtigen Winter-Semesters dem academischen Gebrauche 
eröffnet worden ist. 

Auf einem hohen Punkte ohnweit der Mitte der Stadt, die sich 
um den Schlossberg in langem Bogen herumzieht, wurde nämlich 
ein älteres Staats- Gebäude, der sogenannte Dürnberger Hof zu 
wissenschaftlichen Zwecken, und zwar namentlich für das seit vie- 
len Jahren hier bestehende mathematisch-physicalische In- 
stitut, ganz neu ausgebaut. Das Iustitut erhielt in demselben den 
ersten Stock eingeräumt, und somit, unmittelbar neben einem ge- 
räumigen Hörsaal, zur angemesseneren Aufstellung des physicali- 
schen Apparates vier Säle, welche nebst einem dazwischen liegen- 
den Zimmer, was zu gewissen Versuchen verdunkelt werden kann, 
durch Flügelthüren mit einander verbunden sind. Sie stellen so 
eine Länge von 150 Fuss dar, und verstatten also manche Ver- 
suche in geschütztem Raum anzustellen, welche man sonst nur im 
Freien würde ‘vornehmen können. 

Zugleich ist dadurch auch die Gelegenheit gegeben, dass ein 
grosser Theil des Apparats an seiner bleibenden Stäte benutzt 
werden kann, ohne dass er, wie sonst üblich, dazu jedesmal in das 
Auditorium geschafft zu werden braucht. 

Ueberdies sind neben diesen Sälen noch zwei Arbeitszimmer 
eingerichtet. Man hielt nämlich bei dem Plan den Gedanken fest, 
dass nach dem ‚gegenwärtigen Zustand der Wissenschaft es durch- 
aus nicht mehr hinreicht, dass der Studirende die Vorlesungen be- 
suche, sondern dass ihm vielmehr auch Gelegenheit gegeben wer- 
den sollte, sich in eigenen Arbeiten zu üben. — In diesen Arbeits- 
zimmern ist nun auch einstweilen der Apparat für die praktische 
Geometrie in Schränken untergebracht. Auch werden sie von 
denjenigen Studirenden benutzt, welche sich Apparate zeichnen 
wollen. 

Im Erdgeschoss hat das Institut Werkstatt und Schmiede, im 
oberen Stock ist die Amtswohnung. 
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Wenn das bisher erwähnte schon eine namhafte Verbesserung 

“und Vervollständigung des Instituts genannt zu, werden verdient, 

so ist dagegen noch Mehreres neu hinzugekommen was bisher der 
Universität ganz fehlte. 

Es ist nämlich unmittelbar mit dem Haupt - Gebäude ein Thurm 
verbunden, der in einer Höhe von 80 Fuss vom Felsengrunde sich 
erhebt, und auf seiner ebenen Fläche einen Pavillon als Local für 
astronomische Beobachtungen mit beweglichen Instrumenten dar- 
bietet. Freilich kann dieser Einrichtung, vom Standpunkt der heu- 
tigen Astronomie aus, der Name Sternwarte nicht beigelegt 
werden, insofern man damit eine Anstalt bezeichnet, die auf die 
Ausbildung der Wissenschaft selbst abzweckt. Wohl aber ist durch 
diesen Thurm der Zweck vollständig erreicht,, dass von nun an 
der Marburger Studirende, in den Vorlesungen über Astronomie, 
das was er hört auch praktisch belegt sehen, und selbst üben kann. 

An Instrumenten enthält dieser Thurm bis jetzt: Ein tragbares 
Passagen-Instrument von Ertel nebst Uhr, einen Chronometer von 
Kessels, ein fünffüssiges Frauenhofersches Fernrohr, einen 
desgleichen. Cometensucher, eine parallactische Maschine mit drei- 
füssigem Fernrohr und einige kleinere Werkzeuge... Zugleich ist 
der Thurm in der Mitte ganz durchbohrt, so dass für alle physica- 
lischen Versuche, welche eine grössere Höhe erfordern als die Zim- 
mer darbieten, eine freie Fallhöhe von 80 Fuss zu Gebote steht. 

Endlich ist auf dem höchsten Punkt des Schlossbergs in einer 
geradlinigen Entfernung von nicht ganz 160 Ruthen ein ringsum 
ganz freistehender Pulverthurm zum meteorologischen Thurm her- 
gestellt, der jetzt auch im Bau vollendet, nächsten Sommer. seine 
innere Einrichtung erhalten wird; somit also auch in dieser Hin- 
sicht dem Institute eine grössere Wirksamkeit gesichert. 

Bei dem bekannten, und namentlich schon. gelegentlich der 
magnelischen Beobachtungen bewiesenen, Eifer der Marburger Stu- 
direnden, steht zu erwarten, dass diese neue wesentliche Verbesse- 
rung des Instituts von ihnen gründlich benutzt -und somit der 
Zweck der Kurhessischen Staats- Regierung, welche dieselbe ver- 
fügte, recht vollständig werde erreicht werden, 


Bemerkungen und Aufgaben von Herrn Scherling, Lehrer 
am Gymnasium zu Lübeck. 

Bezeichnet $ den Zinsfuss (d. b. die Zinsen vom Kapital =1), 
% das Kapital, %„ den künftigen Werth desselben nach z Jahren 
bei zusammengesetzten Zinsen, und setzen wir I-+-}=x, so hat 
man, wenn jährlich die Summe r zugelegt wird, 


. n— har + — (2° — 1) 
und, wenn jährlich die Sunme 7 weggenommen wird, 


IL: han — (2 —1). 


214 


Um }. zur ununterbrochenen logarithmischen Berechnung taug- 
lich zu machen, nehme man 


N 1 
In— kan 17 1) 


1 u 
; so erhält man 


— 
2 
zn 


setze, da x 1 ist, (l) sion = 
5 
In — kznll zur (cos $)?]. 
Nun setze man ferner (2) tg y=cos 9 ya. so erhält man 


n = kzn(1 + (t5 W)?) —= Ar” (sec p)? 
oder (3) & Br 


n — oos y)?' 
ll. lässt sich nur dann auf diese Weise zur ununterbrochenen 
logarithmischen Berechnung tauglich machen, wenn die jährliche 


Wegnahme die Zinsen des Kapitals nicht übersteigt. Unter dieser 
Voraussetzung nehme man wieder, wie vorhin, 


(1) sin ee, 


so erhält man 4, = krr[l a: (cos 9)”?]. Da nun unter der ge- 


i | Lan j 
machten Voraussetzung ganz gewiss 3% (cos 9)? <<1 ist, so nehme 
man 


(2) sin = cos p V; 
und erhält dann 
(3) An = kzr (cos %)*. 


Nennt man ferner %& die Mise und r die jährliche Rente, so 
hat man 


. J (zu — 1 
zur Bestimmung der Mise IH. 
. kzr 
zur Bestimmung der Rente IV. r = _——. 
zn —] 


Um diese Ausdrücke zur logaritlmischeu Berechnung tauglich 
zu machen, nehme man 
r ji 
a ri (1 — ur 
Setzt man nun (1) sin en so erhält man 


(2) = Thfeos p)?. 
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Ferner forme man IV. so um: 


r E 
Nimmt man nun wieder (1) sin 9 VE, so erhält man 


SR 
(2) erg 


Aufgaben über das rechtwinklige Dreieck, durch 
Algebra lösbar. 

Die beiden Katheten sollen @, 6, die Hypotenuse c, und das 
von der Spitze des rechten Winkels auf die Hypotenuse gefällte 
Perpendikel soll % heissen. 

1) 6 und ce zu bestimmen aus #, 4. 

Man bestimme die Projectionen der beiden Katheten auf die 

Hypotenuse einzeln und addire die Resultate, so erhält man 


2 


c== En m, und aus ad=—=ch bestimmt sich 5. Beide Ausdrücke 
Va?—h: 
sind bequem’ zu construiren. 
2) @, 6, ce zu bestimmen aus 4 und e:db=m:n. | 
db ist ein geometrisches Mittel; Havan ausgehend, gelangt man 
MU 


zunächst zur Bestimmung von dei Vorrmgert worauf sich ce und & 
m? —n 
[4 








bestimmen lassen. | 
3) Aehnlich ist die Aufgabe: aus 2 und 4:4 = 2: die andern 
Stücke zu bestimmen, 
4) Aus a =2=s und A die andern Linien zu bestimmen. 

Man quadrire a =&Ö5==s, so bekommt man e in die Gleichung, 
worauf man zu beachten hat, dass ad —=ch: das Resultat giebt 
e = AV ® +. Es ist klar, dass in beiden Fällen uur 
das Zeichen 4 vor der Wurzel gebraucht werden kann. 

5) Aus @+Ö==s und ce die übrigen Linien zu bestimmen, 

Man verfahre zunächst, wie‘ vorhin, mache dann # zur ge- 
suchten Grösse, so findet man @ = sH-V3 — 2c?), woraus Öd 
und 4 zu bestimmen sind. 

6) Aus #—Ö=d und e die übrigen Linien zu bestimmen. 
7) Aus ee ==s und # die Linien zu bestimmen, 
Man verfahre auf ähnliche Art wie in 5., eliminire ec, so be- 


g e Ss? bh? 
stimmt sich z = 35 





8) Aus e - a==d und Ö dieselbe Bestimmung zu machen. 


Kurze und einfache Ableitung der ganzen ebenen 
Trigonometrie aus/den beiden Eigenschaften des ebe- 
nen Dreiecks, dass die Summe der drei Winkel 180° be- 
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trägt. und dass sich die Seiten wie die Sinus der gegen- 
überstehenden Winkel verhalten. Vom Herausgeber. 
Weil nach den beiden genannten Sätzen 





sind a sin A b 


snCT7 c’-sne” c 
und sin A=sin (?—+-C) ist, so ist 
sin (A+C) _ ee sin RR, 


sin € ce’ snC ce’ 








und folglich 





3 sin (2-+-C) + sin B_ ah sin (2+-C0)—sın3 _a-—b 
i sin C BEN a sin C TER: 
Zerlegt man nun die Zähler der beiden Brüche auf den linken 
Seiten der Gleichheitszeichen in Factoren, und setzt zugleich 

sin C=2sin 4C cos #C, 
so erhält man 
h sin (+40) ab cs (B+3C0) _a—b 


nn — p) 


sin 40 c cos 40 Je 


und folglich 
y- sin (A+-4C) + sin 4C __ 2sin 424-0) cos 43 _ a+-b+e 


sin ZU [rm sin 4C us c : 

# sin (3-+3C) — sin 40 __ 2cos 4(2+-C) sin 4B __ a+b—c 

‘ . sin IC TER sin 4C Rn PET, 

7, 08 (2 +30) +08 30 __ 2cos 420) 00s 3B _a+c—b 
i cos IC F cos IC u Era 
g eos (B-+3C0)— cos 30 __ 2sin 42 -+C) sin? __ b+c—a, 
i cos IC Kr cos 4 TER c ' 

oder, weil 


sin {3 -+-C) = cos 44, cos {2 -+-C)=sin 44 
ist, f 
g 28 34 005 3B _ a+b-+ec 
ur sin 4 Ta 2c 








“ 
7 


10. sin 34 sin3B _ a+b—ec 








sin 40 3.) .; PET, 

1 sin 44 cos 3B _a+rc—b 
; cos 4C BR 2c = 
19, 28 34 sin3B _b+c—a 
\ cos He BEI 


Durch Addition von 9. und 10. und durch Subtraction von Il, und 
12. ergiebt sich 
„ cos 4{4A—D2) a+-b sin 1A—D) a—h 
13.  — —— m 
sin 4 ads: cos 4C Cr 
woraus ferner durch Division 
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14. tang 44— B) tang } 1 
oder 

15. tang ı4-9=°, cot 1C 
folgt. 


Aus 10. und 11. und aus 9. und 12. folgt durch Multiplication 
16 sin 44? sin UM | (e+c—5) aiansid: 


sin C Ac? 
cos +4? sin 2__ (a+b-+c) une 
11. —n u 
sind _ 4c 
also, weil ' \ 
sinB__ 5b 


'sin Wi ?»; 


18. in 44 yet ne), 
c 


19. 00824 Ve 
c 


ist, 


und folglich durch Division 
20. tang 24A—= V Femme rer 
und durch Multiplication 
21. sin A= 3, V laHb+0) (b+0=a) (a+e—0) (e-Fb-+e). 
Ferner ergiebt sich aus 18. und 19. leicht 
22. cos 4.4? A ee u 


2 Abe ? 

or a? — (b— c)? 

ı DE I 

2335. sn ı42= abc - 


also, wenn man die zweite Gleichung von der ersten subtrahirt, 
nach einer bekannten goniometrischen Formel, 


(+ ce)? + (b—.c)? — 2a? 
Abe 3 
woraus man nach gehöriger Entwickelung sogleich 


b? —+- c? — a? 
24, c0Ss dA= 


cos A= 


erhält. 
Aus 4. erhält man auch leicht die beiden Gleichungen 

23. (@a-+-2)” sin 30? + (e — 0)? EEE Ta 
und 
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[4 


U Ca), e (2 +40)? +? cos (B+30 —=1. 





Setzt man in der letzten Gleichung zuerst 
cos (A-+:!C0P? =1— sin (A+!C)®, 
dann 
sin (+0)? =1— cos (2 +14C)?; 
so erhält man | | 
c 
a—hb 





vH 204 
27. sn (A+-!C?’ = ps Pk 
a ET ee ern a N 2, 
arb a—b 
c 
RE 
BR RRREN ‘ 
und hieraus vs 





28. cos (A+4C)’=— 
ab a—b 


1 ae 
77 
29, tang BHO H ng 
a 2 

el 


Nach leichter Rechnung erhält man aber hieraus ferner 





; u srl ce—o) (a->-c—b 
30. sin (+20) = ana And ui Lam ln} 


I es #+:0=°zV erirgentTd), 


wobei man zu bemerken hat, dass wegen der zweiten der beiden 
Gleichungen A. die Grössen «—Ö und cos (2-4) immer gleiche 
Vorzeichen haben. Aus 30. und 31. folgt endlich. durch Division 


! ? im __ et /b-+eo=0) (a+c—b) . 
32. tang B+:0)=, 7 (BE 





Wenn man den Winkel C des Dreiecks 42C durch eine gerade 
Linie halbirt, so wird man sogleich die geometrische Bedeutung 
des Winkels 3 -+4C erkennen. 

Dass im Obigen eine vollständige Abhandlung der ebenen Tri- 
gonometrie enthalten ist, wird man sogleich übersehen. Von der 
gewöhnlichen Entwickelung der obigen Formeln-unterscheidet sich 
dieselbe dadurch, dass man bei der ersteren von der Formel 24. 
ausgeht, und diese Formel mit Hülfe einer Construction, bei der 
bekanntlich mehrere Fälle zu unterscheiden sind, beweist. Bei der 
obigen Entwickelung gelangt man zu dieser und zu allen zur Auf- 
lösung der Dreiecke nöthigen Formeln, wenn man nur erst den 
Satz, dass sich die Seiten wie die Sinus der gegenüberstehenden 
Winkel verhälten bewiesen hat, welches bekanntlich äusserst leicht 
ist, auf rein analytischem Wege und durch ganz allgemeine Schlüsse, 
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weshalb ich der obigen Methode vor der gewöhnlichen den Vor- 
zug geben möchte, da dieselbe überdies sehr leicht und mit sehr 
geringem Zeitaufwande zum Zwecke führt. 


Nouvelle batterie galvanique. | 
(Academie des sciences de Bruxelles. Seance du 6 Fevrier 1841.) 
M. M. Crahay et Quetelet font un rapport favorable sur une 
nouvelle batterie galvanique, presentee dans une precedente seance 
par M. J. A. Van Nelsen de Maestricht. Cette pile revient pour le 
fond a la modification apportee par M. Faraday a la pile de Wolla- 
ston, si ce n’est que M. Van Nelsen emploie, pour separer les 
cuivres des couples successifs, des carreaux de verre au lieu de 
papier verni dont M, Faraday fait usage dans le meöme but. En 
outre, M. Van Nelsen a adopt@ le zine amalgame. GComme les re- 
sultats qu’il en a obtenus, depuis deux ans qu’il en fait usage, 
sont tres satisfaisants, et que cette pile produit, a galit de nature 
et de grandeur des elements, des eflets plus &nergiques que ceux 
ue l’on obtient des piles ordinairement employees, il ne sera pas 

sans utilitE d’en donner ici la description, et de faire connaitre 
quelques-uns de ses effets, 

Les elements, cuivre et zine, sont disposees ainsi que nous l’a- 
vons dits, comme dans la combinaison de Wollaston; e’est-a-dire 
que le cuivre, soude au zinc dans chaque couple, va embrasser le 
zine du couple suivant, de maniere a &tre en regard avec les deux 
faces de cette plaque, mais sans contact avec elle. Elle, differe de 
la pile de Wollaston en ce que les lames metalliques sont beaucoup 
plus rapprochees les unes des autres que dans cette derniere; elles 
ne s’y trouvent qu’a deux millimetres de distance, et sont mainte- 
nues ainsi par des morceaux de liege interposes entre les plaques 
de zinc et celles de cuivre, tandis que les plaques de cuivre des 
elements consdeutifs sont separdes par des carreaux de verre de 
m&me etendue que les plaques. Elle se distingue encore de la pile 
de Wollaston en ce que, au lieu de faire plonger chaque 'paire 
dans un vase particulier contenant de liquide acidule, la pile entiere 
est immergee dans une seule auge continue, sans cloisons. Tous 
les couples sont places dans une espece de cadre de bois, soigneu- 
sement verni, dans lequel ils sont facilement retenus, sans qu’il soit 
necessaire de les attacher par-des vis a une barre de bois, ainsi 
qu’on est oblige de le faire dans la combinaison a la Wollaston. 
Uette disposition presente encore l’avautage de faciliter beaucoup 
le desassemblage des Elöments. Les couples, reunis dans le cadre, 
sont descendus tous a la fois dans le liquide acidul& renferm& dans 
auge; on ajoute encore que les lames de zine sont amalgamees 
avec soin. La pile que l’auteur construisit, il y a deux ans, con- 
siste en 19 couples, dont les lames de zine ont 114 centimetres de 
-Jongueur sur 8 de largeur. Celles de cuivre ont la möme largeur 
sur une longueur a peu pres double, pour se replier autour des la- 


*) L’Institut Ire Sect. No. 385. 13. Mai 1841. 
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mes de zinc. Elles sont soudees aux lames de zinc du couple pre- 
cedent par un prolongement £troit. 

Ce petit instrument, qui n’a qu’une section horizontale de 351 
centimetres carrds, qui ne consomme que peu d’acide et une fort 
petite quantite de zinc, produit des eflets tres energiques. Plonge 
dans un melange de 60 parties en volume d’eau, une d’acide nitri- 
que et autant sulfurique, il fait rougir le charbon de bois avec une 
lumiere dont les yeux peuvent diflicilement supporter l’eclat. Un 
fil de fer de 3 millimetre d’epaisseur sur 85 centimetres de lon- 
gueur rougit sur toute son etendue. Quand le fil n’a que 25 cen- 
timetres de longueur, il acquiert un haut degre d’incandescence, et 
ne tarde pas a ötre disperse en globules. La decomposition de l’eau 
est operee avec une tres grande rapidite. 

Les deux batteries galvaniques que l’auteur a construites pour 
l’Universit& Catholique, d’apres le plan de celle ci- dessus d&crite, 
mais sur une &chelle plus grande, oflrent des effets proportionnes a 
leurs dimensions. Celle du cabinet de physique consiste en 52 
couples, dont les James de zinc ont 164 centimetres de largeur sur 
20 de hauteur. Par son moyen, un fil de platine de „, de milli- 
metre d’epaisseur sur 45 centimetres de longueur, fut mis en incan- 
descence avec un &clat extraordinaire, et tomba en sept morceaux 
aux extremites desquels le metal fondu s’agglomera en boules. Un 
fil d’argent de „5 d’epaisseur sur AO centimetres de longueur. rou- 
git fortement et tomba en fragments. Un fil de fer de Ir”, 22 d’e- 
paisseur sur A0 centimetres de longueur fut port& rapidement a la 
plus vive ignition, et se reduisit en quatre morceaux dans lesquels, 
en plusieurs endroits, le fer fondu s’etait ramasse en gros globules, 
Lors de cette derniere experience la batterie avait deja travaille 
depuis Jongtemps et e&tait tres affaiblie. Au debut, on avait, afın 
d’exeiter une etincelle, rapproche jusqu’au contact les deux-lames 
de cuivre qui servent de conducteurs; les extremites rapprochees se 
souderent incontinent ensemble, au point qu’il fallut employer un 
certain effort pour les separer. 


In den Novis Commentariis Academiae scientiarum 
imperialis Petropolitanae. T. XV. p. 107 findet man eine 
ziemlich weitläufige Abhandlung von Lexell, welche die folgende 
Ueberschrift führt: Solutio problematis algebraici de in- 
vestigatione numerorum continue proportionalium, quo- 
rum datur summa @ et summa quadratorum 6. Im Eingange 
dieser Abhandlung meldet Lexell, dass in Saundersons Alge- 
bra sich Auflösungen von Moivre für die beiden Fälle, wenn vier 
oder fünf Glieder der geometrischen Reihe gesucht- werden, be- 
finden, und dass Maclaurin in seiner Algebra solutionis quoddam 
specimen pro illo tantum casu quo numerus terminorum est impar 
gegeben, dass er selbst aber die Auflösung des allgemeinen Pro- 
blems: quo quaeruntur numeri quotcunque continue proportionales, 
datis eorum summa et summa quadratorum, nicht sowohl propter 
utilitatem ex hoc problemate redundantem, sondern vielmehr propter 
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egregia ista ealeuli subsidia, quae ad eius solutionem requiruntur, 
unternommen habe. 

In einem in meinen Händen befindlichen Manusecript hat Jo- 
hann Friedrich Pfaff sich die folgende noch weit allgemeinere 
Aufgabe vorgelegt: a 

Wenn die Summe a von u Gliedern einer geometri- 
schen Reihe und die Summe Ö# der rten Potenzen dieser 
Glieder gegeben ist: die Reihe zu bestimmen, d.h. ihr 
erstes Glied und ihren Exponenten zu finden; 
und hat zugleich einige, wie es mir scheint, sehr bemerkenswerthe 
allgemeine Gesichtspunkte angegeben, welche zu einer zweckmässi- 
sen Auflösung dieses Problems führen können. Indem ich den Le- 
sern des Archivs über die von Pfaff aufgezeichneten Bemerkungen 
im Folgenden einige Mittheilungen mache, möchte ich mir zugleich 
erlauben, dieselben zu dem Versuche einer vollständigen Auflösung 
des in Rede stehenden allgemeinen Problems auf dem von dem ge- 
nannten, der Wissenschaft leider zu früh entrissenen grossen Mathe- 
mäatiker vorgezeichneten Wege, und zu der Mittheilung derselben 
in dem Archive aufzufordern. 

Bezeichnen wir mit Pfaff das erste Glied der gesuchten Reihe 

mit ©, ihren Exponenten mit %, so ist die gesuchte Reihe 
ZALYNEY Yin ey; N 
und nach den Bedingungen der Aufgabe haben wir daher die bei- 
den folgenden Gleichungen: 
lH ytyP Hy... Hym)=a, 

el yv Hy ty... + yPaV)—=b; 
oder 

1 — yl 1— y4r 

er ee re. mm ’ 

Erhebt man die beiden Seiten der ersten Gleichung auf die rte Po- 
tenz, und dividirt dann die erste Gleichung durch die zweite, so 
erhält man die folgende bloss noch die unbekannte Grösse y ent- 
haltende Gleichung: 








_— 


Gere, Lina MA ar 
1—y 1— yUr b’ 


oder, wenn wir der Kürze wegen T—e setzen, 
"A yar) : (1 ya) © 
also nach einem bekannten Satze 
(+y+9 +... YAM HyHyHyH... +) 
—=cl + y! YyR—+ ... + yo} 


(ey (1 + yn) : (1 —yY) 
1—y 


oder 
el + yU -yYM4... + yr-Du ih 
-AF Ir YA YyH Ye y)) 


‚ Diese Gleichung, mittelst welcher der gesuchte Exponent % be- 
stimmt werden muss, ist offenbar vom Grade ("—1)w, hat aber 


0. 
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eine Eigenschaft, welche es möglich macht, sie auf einen niedrigern , 
Grad zu reduciren. Bezeichnet man nämlich die Function auf der 
linken Seite des Gleichheitszeichens im Allgemeinen durch f(y), so 
dass also die obige Gleichung die Form i 


fy) = 
an. = & e 3 - 
erhält, und setzt nun — für %, so wird diese Gleichung, wie man 


nach leichter Rechnung findet, 


A, 
ya T 


Wenn aber überhaupt die Function 
F(xz) = Ar" + Ber Cr... +62? + ds+N 


einer Gleichung 





F(xz) =0 
des zten Grades die Eigenschaft hat, dass sie, wenn man — für 3 


setzt, in a übergeht, so ist jederzeit 


A—NY, B=B, C=R, ws w.; 
d. bh. die vom Anfange und Ende gleich weit abstehenden Coefli- 
.eienten der Gleichung sind einander gleich, welches auf folgende 
Art leicht im Allgemeinen bewiesen werden kann. | 
Nach der Voraussetzung ist für jedes x 
4 B- C c B 
u m: St ae ke Tee RR 
_ Aan + Bar la... +? + Br 4 
ro We The yn IE 





und folglich für jedes.x, wenn man mit x” auf beiden Seiten mul- 
tiplicirt, | | 
A-—+ Bz + 02? +... + 6372? + DB3”1 + Ar” 
= A+-Bd: +62? +... 4 02 + 2Zerni ARr; 
also nach einem bekannten Satze | : 
AZUBIS, CR, nf: 


‚wie behauptet wurde. | 

Daher hat auch unsere obige Gleichung, aus welcher der Ex- 
ponent % bestimmt werden muss, die Eigenschaft, dass die Coefli- 
cienten der vom Anfange und Ende gleich weit abstehenden Glie- 
der einander gleich sind. | 

Nun hat aber schon Euler in den Commentariis Acade- 
miae scienfiarum imperialis Petropolitanae. T. VI. (M. s. 
auch Leonhard Eulers Einleitung in die Analysis des Un- 
endlichen. Aus dem Lateinischen übersetzt von Joh. 
Andr. Christ. Michelsen. Thl. II. Berlin. 1791. S. 13) ge- 
zeigt, dass solche Gleichungen, in denen je zwei vom Anfange und 
Ende gleich weit abstehende Glieder gleiche Coefficienten haben, 
sich immer vom (22 -+1)sten und vom 2»ten Grade auf den zten 
herabbringen lassen, worüber Folgendes zu bemerken ist. ° 
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Wenn die Gleichung zuerst vom (22 -+ 1)sten Grade ist, und 
also im Allgemeinen die Form 
Ast Bein ... + Art Ar... +2: +40 
hat, so kann man dieselbe auch auf folgende Art darstellen: ‘ 

Aa +1) + Ba? +1l)s +... + Alz + 1)” —=0, 
und man kann also, weil bekanntlich überhaupt 

srl 1 

s+1 

ist, in die Function auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens 
mit x-+1 ohne. Rest dividiren, wodurch man eine Gleichung des | 
2zten Grades erhält, in welcher, wie sich bei näherer Untersuchung 
zeigt, noch die vom Anfange und Ende gleich weit abstehenden 
Glieder gleiche Coefficienten haben. Wenn sich also zeigen lässt, - 
dass jede Gleichung des 2zten Grades, in welcher die vom Anfange 
und Ende gleich weit abstehenden Glieder gleiche Coefficienten 
haben, auf den zten Grad herabgebracht werden kann, so wird 
dies auch von jeder Gleichung des (22 -1- 1)sten Grades von der in 
Rede stehenden Beschaffenheit bewiesen sein. 

Um aber zu zeigen, dass jede Gleichung des 2zten Grades, in 
welcher die vom Anfange und Ende gleich weit. abstehenden Glie- 
der gleiche Coefficienten haben, auf den »ten Grad herabgebracht 
werden kann, verfährt Euler a. a. 0. auf folgende Art. 

Betrachten wir zuerst die Gleichung des vierten Grades 

3? + Az’ + Br? + Az -+-1=0, 
und denken uns dieselbe auf die Form 
(2? +02 +1) (z? + Ps + 1)=0 
oder, wie man nach leichter Rechnung findet, auf die Form 
z?+(a-+-P)z° + (0ß + 2)3? + (a + P)s +10 
gebracht, so haben wir zur Bestimmung von «& und f die beiden 
Gleichungen 

a+ß—=A,  +2?—=B ode a +#$=A, = B—?, 
und nach einer bekannten Eigenschaft der Gleichungen sind folglich 
« und ß die beiden Wurzeln der Gleichung des zweiten Grades 

u" — Au B—2—0, 


können also durch Auflösung dieser Gleichung gefunden werden. 
Hat man aber auf diese Weise & und ß gefunden, so erhält man 
die vier Wurzeln der gegebenen Gleichung des vierten Grades 
durch Auflösung der beiden Gleichungen des zweiten Grades 


z? +0 +-1=0, 2? + Ps -+-1=0. 
Betrachten wir ferner die Gleichung des sechsten Grades 
z° + Az’ + Br! + 02? -+ Br? + Az -+-1=0 
und denken uns dieselbe auf die Form 
(3? ex -+1) (#? -Hßz+1) @® +72 +0) 0 
oder auf die Form 


zn — gr 22 —,.. „sl 


224 


x» + (e+-ßB-+Y)e° 
+ (eo + oy +7 + 3)3° 
+ 20 +2 +27 + aßy)s’) —0 
+ (aß + 0y + Pr + 3)3* 
+@+-P+r):+1 
gebracht, so haben wir zur Bestimmung von «a, ß, y die drei Glei- 
chungen 
oc+-P+rYr=A, of -+oy+-Py+3=DB, ?!a+2P +2y +oßy—=C 
oder 
c+H+-ßP+y—=A, pH y+-Y=B—3, 0 fy—=C— 24; 


und o, f, y sind also nach einem bekannten Satze von den Glei- 
chungen die drei Wurzeln der Gleichung des dritten Grades 


u? — Au? + (BD —3)a — C+2A4A=). 


Hat man aber durch Auflösung’ dieser Gleichung «, f, y gefunden, 
so erhält man die sechs Wurzeln der gegebenen Gleichung des 
sechsten Grades durch Auflösung der drei folgenden quadratischen 
Gleichungen - 


2? +08 +-1=(0, >? + fx +-1=0, 3? +yz +10. 


Mehrere Mittheilungen zu machen, verbietet jetzt die Beschränkt- 
heit des Raums. Dass aber die vorhergehenden Andeutungen zu 
vielfachen fernern Entwickelungen Veranlassung geben können, 
liegt deutlich vor Augen. Vorzüglich würde es natürlich auf die 
-Auffindung allgemeiner Gesetze ankommen, und zwar zunächst auf 
eine völlig allgemeine Entwickelung der Gleichung des zten Gra- 
des, durch welche bei einer gegebenen Gleichung des 2z2ten Grades 
die Hülfsgrösse z besimmt wird. Ohne Beweis giebt Euler a. a. 
0. die Coefficienten der neun ersten Glieder dieser Gleichung auf 
folgende Art an: | 


x 


nn — 3), 


1, — A; B—n; -— C+(r —- 1)4; D— (a —2)B + 17" 





DET EN TER SC nn Aue 


n(n — 4) (n—5), 
40,720. . 
(nr —5) RT 


i (2 — 3) (rn — 6) (2 — 1) 
ae Sn ia ner 1.2.3 


Ele MDR Er Bi 


1.2.3 
n(n —5) (2 — 6) (r* — 7) 
i BRETT Su - 
Auf jeden Fall scheint eine neue Untersuchung dieses Gegenstandes 


und der obigen Aufgabe über die geometrischen Reihen wünschens- 
werth zu seın. 


+ 
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. Untersuchung _ der trigonometrischen Relationen 
des geradlinigen Viereckes. 


” 


Von dem 


Herrn Prof. C. A. Bretschneider 
in Gotha. 


— ii... 


$. 1. 

Sind in einer Ebene vier beliebige Punkte 4, 2,C, D (Taf. 11. 
Fig. 1.) gegeben, von‘ denen nie mehr als zwei in derselben Ge- 
raden liegen, so wird der Inbegriff der ‚sechs geraden Linien, 
welche durch diese ‚Punkte gelegt. werden können, ein vollstän- 
diges Viereck, genannt, und die gegebenen Punkte Haupt- 
ecken desselben. Je zwei jener Geraden, welche keine Haupt- 
ecke gemein haben, heissen. Gegenseiten des Viereckes, ihr von 
den Hauptecken verschiedener Durchschnittspunkt ein zugeordne- 
ter Punkt, und der in dem letzteren von den beiden Gegenseiten 
BeuiBe Winkel der charakteristische Winkel dieser Seiten. 
‘s hat: demnach jedes vollständige Viereck drei Paare von Gegen- 
seiten: AD und 2C, AB und CD, und AC und ZD,; ferner drei 
zugeordnete Punkte Z, F, @; und..drei charakterische Winkel: 
AED, AFB, und H@D. Ferner sollen die drei Verbindungslinien 
je zweier der zugeordneten Punkte zugeordnete Seiten, das 
von ihnen gebildete Dreieck zugeordnetes Dreieck und die 
Winkel des letzteren zugeordnete Winkel genannt werden, 
während dagegen. die durch die Hauptecken gehenden Geraden 
Hauptseiten und. die, von irgend zweien derselben gebildeten 
Winkel Hauptwinkel heissen mögen. Zwischen den Haupt- und 
zugeordneten Punkten oder Ecken findet übrigens der. wesentliche 
Unterschied statt, dass. in den ‚ersteren sich immer. drei Hauptsei- 

- ten, in den letzteren dagegen nur zwei derselben schneiden. 
Verbindet man die vier Hauptecken eines voliständigen Vier- 
eckes durch einen stetigen Zug, so dass keine derselben. übergan- 
gen,, aber auch keine zwei Mal berührt wird, so .lassen sich da- 
durch, in welcher Ordnung auch diese Punkte auf einander folgen 
Theil I. 15 er 
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mögen, doch immer nur zwei Paare von Gegenseiten beschreiben, _ 
während das dritte Paar stets ausfällt. Kine solche vierseitige Fi- 
gur nennt man ein einfaches Viereck; die vier durch den ste- 
tiren Zug erhaltenen Hauptseiten werden nun speciell Vierecks- 
seiten, das nicht erhaltene Paar der Hauptseiten dagegen Dia- 
gonalen genannt, Endlich heissen die vier, von je zwei Seiten 
des einfachen Viereckes gebildeten, Winkel speciell Vierecks- 
winkel; diejenigen acht Winkel hingegen, welche von einer Dia- 
gonale und einer Vierecksseite gebildet werden, mögen die Be- 


‚nennung Diagon alwinkel erhalten. 


- 


S. 2. 


Die vollständigen Vierecke zerfallen nach Verschiedenheit der 
gegenseitigen Lage der Hauptecken in zwei wesentlich verschiedene 
Olassen. Haben nämlich die Hauptecken eine solche Lage, dass 
jede derselben ausserhalb des von den drei übrigen gebildeten Drei- 


.eckes liegt, (wie dies in Taf. HI.Fig. 1. der Fall ıst,) so wird der eine 


der zugeordneten Punkte, nämlich #, unmittelbar durch die 
zu ihm gehörigen Hauptseiten gebildet, die beiden andern dagegen, 
£' und @, entstehen erst durch die Verlängerung jeder von bei- 
den zu ihnen gehörigen Hauptseiten, oder kürzer ausgedrückt: von 
den zugeordneten Punkten liegt nur einer innerhalb, jeder der 
beiden anderen ausserhalb der vier Hauptecken. Haben dagegen 
die letzteren eine solche gegenseitige Lage, dass eine von ihnen 
innerhalb des von den drei anderen gebildeten Dreieckes liegt, 
(wie dies in Taf. III. Fig. 2. der Fall ist,) so muss, um die zugeordneten 
Punkte zu erhalten, von jedem Paare Gegenseiten nur die eine 
verlängert werden, so dass jeder dieser drei Punkte innerhalb 
zweier Hauptecken, aber zugleich auch ausserhalb der beiden 
anderen Hauptecken liegt. | 

Sucht man jetzt die sämmtlichen einfachen Vierecke auf, welche‘ 
in dem vollständigen Vierecke der ersten Classe enthalten sind, so 
bekommt man erstens das gewöhnliche einfache Viereck, ABCDA, 
mit vier hohlen Winkeln, sodann aber zwei sogenannte über- 
schlagene Vierecke, ADRCA und ABDCA, mit zwei hohlen 
und zwei erhabenen Winkeln. Diese einfachen Vierecke sollen 
im Folgenden durch die Benennung: einfache Vierecke der 
ersten, zweiten und dritten Form unterschieden werden. Es 
ist bekannt, dass die Winkelsumme in den Vierecken der ersten 
Forın 4 Rechte, in denen der zweiten und dritten Form hingegen 
8 Rechte beträgt. | 

Werden dagegen auf gleiche Weise die einfachen Vierecke be- 
stimmt, welche in der zweiten Classe der vollständigen Vierecke 
enthalten sind, so werden zwar ebenfalls ihrer drei gefunden, 
ABCDA, ADBCA und ABDCA; allein sie sind sämmtlich nur 
von einer und derselben Form, indem jedes von ihnen drei hohle 
und einen erhabenen Winkel enthält. Diese neue Form, deren 
Winkelsumme jederzeit 4 Rechte beträgt, soll künftig als ein- 
faches Viereck der vierten Form bezeichnet werden. 

Sollen endlich die einfachen Vierecke nach dem Betrage ihrer 
Winkelsummen von einander unterschieden werden, so kann man 
die der ersten und vierten Form als Vierecke erster Gattung, 
die der zweiten und dritten Form hingegen als Vierecke zwei- 
ter Gattung zusammenfassen, 
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Die nachfolgenden Untersuchungen werden sich ausschliess- 
lich auf die vollständigen Vierecke erster Classe gründen, und so 
weit sie ein einfaches Viereck in Betrachtung ziehen müssen, stets 
das erster Form zu Grunde legen. Die so entwickelten Förmelu 
werden theils die Vierecke der drei übrigen Formen unmittelbar 
umfassen, theils, wo dies nicht der Fall sein solite, -auf diesel- 
ben leicht übergetragen werden können. Um endlich die Vor-, 
zeichen in den Formeln hinlänglich bestimmen zu können, soll in 
der zu Grunde gelegten Construktion (Taf. IH. Fig. 1.) die Hauptecke 
A, auf deren vorwärts verlängerten Schenkeln die zugeordneten 
Punkte 7 und @ liegen, als erste E>ke angenommen und dabei 
festgesetzt werden, dass die Summe der Hauptwinkel ZAD und 
BCD kleiner als 2 Rechte sei. 


$. 3. 


Man führe ‚nunmehr folgende Bezeichnung ein: 1) für .die Sei- 
ten und ihre ‘Verlängerungen und Absehnitte: 


MD=zZaA" PD=EU, "ABZU"OEBED, 
BC—=a.: Ela; cD=Lb, @C=i, 
AC=e, AE=c, 
Diet, 


. 2) für die charakteristischen Winkel: 
APB—=A, HÜD—B, AED 0: 
3) für die Hauptwinkel: 
BÄD—=(al), ADC—(al,), CÄD— (ac) 


BÜED—(a,b,), ABC—(a,b), CBD—(a,c,) 


u. s. w. so dass jeder Hauptwinkel durch die ihn einschliessenden 
Seiten angedeutet wird; | 


4) für die zugeordneten Seiten und Winkel: 


GE=o0, FE=B, FG=y 
GFE—(Py), FGE—(ay), FEG — (oß). 


5) Ferner sollen die von drei Hauptecken gebildeten Dreiecke 
Hauptdreiecke heissen und ihr Flächeninhalt in nachstehender 
Weise bezeichnet werden: 


ABD=T, ACD=T, 
BCD=T, ACB—=T,; 


dagegen mögen die von, zwei Hauptecken und einem zugeordne-. 
ten Punkte gebildeten Dreiecke Nebendreiecke heissen und, da 
-es ihrer 12 sind, durch ein 7’ angedeutet werden, dem die Haupt- 
seite, auf. welcher das Dreieck steht, und die Nummer des zuge- 
ordneten Punktes in seiner Spitze beigesetzt ist; wobei man die 
Punkte F, @, E beziehungsweise als ersten, zweiten und dritten 
Punkt betrachtet. -Demnach wäre z. B, 


15° 
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AED— Ta, ABF= Ti, BDG = Tr., u. Ss. w. 


6) Den Flächeninhalt des zugeordneten Dreieckes EFG wollen 
wir mit A bezeichnen; dagegen sollen die Flächeninhalte der in 
Taf. 111. Fig. 1. enthaltenen einfachen Vierecke 


ABCDA=F, ADBCA = FE", ABDCA— F" 
gesetzt werden. Mit Hülfe .dieser Bezeichnungen und Benennun- 
gen, deren Zweekmässigkeit sich durch das Nachfolgende recht- 
fertigen wird, können nunmehr die trigonometrischen Relationen 
des vollständigen Viereckes leicht und übersichtlich entwickelt 
werden. 


S. A. 


Jede Hauptseite gehört als Vierecksseite zu zwei einfachen 
Vierecken, und als Dreiecksseite zu zwei Hauptdreiecken. Nun ist 
aber aus den Elementen der ebenen Trigonometrie und Tetrago- - 
nometrie bekannt, dass jede Seite eines geradlinigen Dreiecks gleich 
der Summe der auf sie bezogenen Projektionen der beiden ande- 
ren Dreiecksseiten, und dass jede Vierecksseite gleich der Summe 
der auf sie bezogenen Projektionen der drei übrigen Viereckssei- 
ten ist, gleichviel von welcher Form das Viereck ist; also wird 
zuvörderst: 
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a =b 


=—€C 


A er 


== 4 
RL: 
= 
Di SEC 


Pe 


ce ZU 


=ob 
a —T,; 


BD 


cos (al) +, 
cos (ec) +ec, 
cos (2,0) +2, 
cos (ac) +cı, 
cos (de) +c, 
cos (ad) +a, 


cos (d,e) +ec, 


cos (ad,) + e, 
cos (ac) a, 
cos (dc) +Ö, 
cos (ac,)-+a, 
cos (de,) +2; 


cos (ab,) +a, 


cos (ac,) —a, 
cos (a,4,)+@ 
cos (2,C,) — «@ 
cos (de,) +2, 
cos (e,#) —2, 
cos (4,c,) + Ö 
cos (a,5,) — 
cos (a,c) te, 
cos (d,e) — ce, 


cos A=b 
cos A=e 
cos A=b 


cos d4=c, cos (zzc,) +Ö, 


cos B=ec 


cos (ab) —+e; 
cos (ac) +Ö, 
cos (a,6) +c 
cos (de) -+a, 


osB=a cos (a) —+cı 
cos A=ec, cos (d,c,)-+e, 
eos B=ece_ cos (b,e) +a 


cos C=a cos (ac) —+Ö, 


cos C=b 


cos (dc) *—+a, 


cos (a,C,) Fe cos C=a cos (ac,) +b 
cos (d,c,) —ce cos C=b, cos (d,c,h)-Ka, 


cos (ac,) : 


cos (ab,) 
cos (a,c) 
cos (a,9,) 
cos (2,2) 
cos (dc,) 
cos (2,5,) 
cos (ad,) 
cos (2,c) 
cos (@,c) 
cos (dbe,) 
cos (a,C;) 


.R 


‚Werden ‘diese 6 Gleichungen beziehungsweise ‚mit ww,Öb,cc, 


pt- 


prechenden drit- 


derselben addırt und wit einer ents 


‚ so erhält man linker Hand die Quadrate der Hau 
ten verglichen geben die Ausdrücke: 


Je zwei 


“aultiplieirt 
seiten, 
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a?” —be cos (be) + dic, cos (4,e,) + bb, cos B— cc, cos EC, 
—=b? +-ce,’—%ec, eos (be,)—=b,?+e?—%,e cos (d,e) 
a? be, cos (be,)+b,e cos (d,e) bb, cos B— cc, cos © 
—b? +0? — 2%e cos (be)—=b,"+c,?— 2Ö,C, cos (dic,) 
b? ae cos(ac) + azc, 608 (a,c,)+ cc, cos C—aa, cos A 
—a:+e,?— ac, cos (ac,)=a,”-+ 6? — ?a,c cos (a,c) 
b,=ac, cos(ac,)+e,e cos(a,ce)—+cc, cosC— aa, cos Ad 
— a: +e?— 2ac cos(ac)—=a,:—+c,° — 20,0, cos (z,c,) 
ec? —=ab cos(ab) + a,b, cos(@,d,) ea, cos A—bl, cosB 
—a?’-+b,”—?2ab, cos (ab,)—= a, +0? — 2a,b cos (e,Ö) 
e, ab, cos(ab,)+«a,b cos(a,b) + aa, cos A— bl, coB| 
— a? +0? — 2ab cos(al) =a,:+b,’— 2ayb, cos (a,d,) 
Demnach können jede zwei Gegenseiten auf drei verschiedene 
Arten aus vier übrigen Hauptseiten und den 6 von ihnen gebilde- 


ten Hauptwinkeln gefunden werden. Führt man endlich noch drei 
Hülfsgrössen d,d,d, ein, so dass man LER 1 


0,2? =ae cos (ac)+ac, cos (ac,)+a,e cos(a,c)-Fa,e, cos(a,c,) 


d,?=Öbe cos (de)-+be, cos (de, )-HÖ,e cos (d.o)-Hbie, cos we 
3. 
6,°=ab cos(ab)-+ab, cos(ab, )+a,beos(a,ö)-+a,d, c0s(@,,) 


hat, so ergiebt sich auch noch: 


I? —0b? +2,” — 2b, cos B=e+c?+%ecc, cos .C 
de? +0? —%e,'cos C=a’ Ha, +2aa, cos A 
d,’—=a’+a,’—?%aa, cos A—=l! +6? +%b, cosB 


8.9. 


Die geometrische Bedeutung der.Hülfsgrössen d,d,d, ergiebt 
sich sofort, wenn man die Ausdrücke Nr..4, construirt. Man ziehe 
nämlich Taf. IH. Fig.3. aus-der Hauptecke-Z_die Gerade ANHAC 
und verbinde D und N durch eine Gerade, so ist IN—0d,. Zieht 
man ferner aus Z die Gerade IM} AC und verbindet 2 und M, 
so wird die Gerade 2M==0,; und macht man BP AD und 
DP3} AB und verbindet C und 2, so ist die Gerade CP=0). 
Diese Construktion zeigt erstens, dass die Hülfsgrössen 0,d,d, die 
_ doppelten Verbindungslinien der Mittelpunkte je zweier Gegenseiten 
sind, und zweitens, dass sie sich sämmtlich in einem und demsel- 
ben Punkte schneiden und gegenseitig halbiren müssen. Bezeich- 
net 'man von den Winkeln, welche je zwei der Linien 0,d,0, mit 
einander an ihrem gemeinschaftlichen Durchschnittspunkte machen, 
diejenigen, die den Seiten @ 5 c gegenüberliegen, beziehungsweise 
mit (d,,) (d,,;) (d,.2), so hat man noch: 


A. 
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Aa? —0,"+0,° — 20,0, cos (d,,) 
Ab? —d,?+J,? — 20,0, cos Gl 
ie? = 6,74 0,2: — 20,0, cos (d,,)N , 
aa, N? +06,?+ 20,0, cos (d,,)| Br 
2 —0,’+0d,:+2%0,d, cos (d,,) 
ke —6,? +4,74 2d,0, cos (d,,) N 


Aus den bisher gefundenen Formeln ergeben sich nun durch zweck- 
mässige Verbindung derselben folgende neue Ausdrücke: 


I?’ +6? — U +2) 


d,?+0,?—%c? + C,”) 
| 6 

DE EU 
Demnach ist in jedem vollständigen Vierecke die doppelte Summe 
der Quadrate zweier Gegenseiten gleich der Summe der Quadrate 
der ‘doppelten Verbindungslinien zwischen ‘den Mittelpunkten der 
beiden anderen Paare von Gegenseiten. 

Unmittelbar ergiebt sich hieraus: 


ma’ —a? + +,’ +0? +e? | 
I a’+a’—b?—b’+e?’ ec? ww 
Dir. a-+-4,’+0°-+Ö,? ne? — ce,” 


(> + Fr? + )=I rd 37 
ce? # ch?’ a ta, )= 9? +20,” + 6,° 
Ua? a +02 +0, °)— d2+ d,°-+2%0,°? 

+ Hate Hr rl’ rc ea? 5 
weiches die bekaunten von Euler gefundenen Sätze sind. Für 
die verschiedenen hier vorkommenden Winkel ergeben sich fol- 
gende ‚Ausdrücke: 

0,? — d,? —=Aaa, cos A, a,?— a: ==d,d, cos (Ö,,) 

0,?— I, —Abb, cos DB, db? —- U —=0,0, eos (d,,) 

0,—0,’=—Aecc, cos CO, c,?—ec’—=öÖ,d, cos'(d,,) 





aa ?—0:+b:—%ee, cos C=c'’-Le,*-+?b, cos $ß 

6? + b,?=c’-+-c,’— aa, cos A—=a’—+a,?’-H?2cc, cos C 9 

et ce)? —a:-+a,:— 2b, cos B—Lb:-Hb,? + au, cos Al 
un ı Bet 7 AL 0b, cos Bstzcee, cos © 


Ferner. erhält man durch Addition ‘von (2) und (4) und gehörige 
Substitution aus (1) die Gleichungen: | 
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a md,’ —=b? +e? + ze, cos (d,e,) i 
| —Lb,”+c,?-+%e cos (de) | 
a°+d:—=b +c?+%,e cos (bie) 
| —b,’-+re? +?2lc, cos (de,) 
 +06,?=c? +a? + 2a,e, cos (aıc,) 
| —c,’+a,’-+-?2ac cos (ac) 
2’ Hd? —=c,’ ra? +%ca, cos (a,e) 
| kt Yan Beenden 
en ar 
—a:’+b5b,”+?ub cos (ab) 
ce’ +0,’ —=a: +6,” +?2a,b cos (a,b) 
£ —a”:+b° +?2ob, cos (ab,) 


10. 


Sind daher die 9 Geraden @a,bb,cc,d,d,0d, gegeben, so lassen sich 
aus je sechsen von ihnen immer zwei Hauptwinkel finden. Sind 
die Hauptseiten allein gegeben, so reichen diese hin, alle drei cha-' 
rakteristischen Winkel zu berechnen; sollen hingegen die 4 Vier- 
eckswinkel irgend eines einfachen Viereckes gefunden werden, so 
muss ausser den 6 Hauptseiten auch noch eine der Grössen d und 
zwar diejenige gegeben sein, welche zu den Diagonalen dieses 
Viereckes gehört. Demnach ist also z. B. 


c? +c,?—b?—b,: _ d,?—d;? 


cos A ne 

















2aa, NAHE, 
aa? — ee’ —ch? __ dd? 
cs B—= Ei 7 Emlla 7N* 11. 
1b, —a?’— a,’ di? —d,? 
N an ae 
und | 
y 
ce +4,;?—a,’—b,: . c?-+Jd,?—a,?—b? 
LIT 0727) Een rer par een 1°} C 229 Do Seesen pen sonne Sr 
"2 d ee MN on Me 2 pen bh? 12. 
ö DE he ne a ct beehier Dis u ak Peine irn A 
cos ur CHOR 2 . cos We — gr 
u. Ss. W. 
$. 6. 


Neben den in $. 4. unter Nr. 1. zusammengestellten Fundamen- 
talgleichungen giebt es aber bekanntlich noch eine zweite, in wel- 
cher die Sinusse der Winkel vorkommen, und die gewöhnlich un- 
ter der Form: 0 =» sin P+-2 sin @-+-7p sin R für das Viereck, 
und » sin P=» sin @ für das Dreieck, dargestellt wird., Der 
Kürze halber sollen im Folgenden beide gleich. zusammengezogen 
werden; dies giebt die Ausdrücke: 
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sin 


l 


a sin (ac,)=b sin (be,)=ec C—a, sin (a,c,), 
=e sin C—D, sin (d,c,) 

a sin (ac) —Ö, sin (d,c)=e, sin C—a, sin (a,c) 
—ce, sin C—Ö sin (de) 

a sin (ab,)—e sin (d,e)—=2. sin B-Ha, sin (a,d,) 

| —Öb sio B+ec, sin (d,c,) 15 

‘a sin (ad) =c;, sin (de,)—=Ö, sin B+.a, sin (a,b) \ 
—Öb, sin D-+e sin (2e) 

b sin (a,Öö)=e sin (a.c)=« sin A-+Ö, sin (a,d,) 
—a sn A-+ec, sin (a,c,) 

b sin (ab) =ec, sin (ac,)=a, sin A-+Ö, sin (ad,) 
—a, sin Ace sin (ae) 


Multiplieirt man diese sechs Gleichungen ihrer Ordnung nach mit 
den Grössen e,cd,da,a, so erhält man durchgängig die Produkte 
je zweier Hauptseiten in den Sinus des eingeschlossenen Haupt- 
oder charakteristischen Winkels. Werden daher statt dieser Pro- 
dukte die entsprechenden Flächenräume gesetzt und zugleich die 
Bezeichnungen 


db, sn B=2F' 


aa, sn A=2#" 
14 
sin C=?2F 


cc, 
eingeführt, so ergiebt sich bei gehöriger Vergleichung: 
F-THT=T,-+T, 
Mi IT = ri—T, 
F'=-T, -T,=T,—T, 


15. 





Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar, dass die Grössen 
FF'F" die Flächeninhalte der einfachen Vierecke erster, zweiter 
und dritter Form sein müssen, und ein Blick auf Taf. II. Fig. 3. 
giebt unmittelbar: 


Dreieck DCP=F' —ıÖb, sn B=140,0, sin (d,;) 
Dreieck IBM = 
Durch gehörige Verbindung der Ausdrücke in (14) und (15) findet 
man noch die Werthe: ! | 
FHEFE—-T+T. F-F-T-+T, 
?!+-P"—- T + T, ?-F=T,-+-T, 
PLP—T -T, F-F-T, —-T. 
ingleichen 


Dreieck BOP—= F"—ida, sin A—10,0, sin 0) 
16. 


—lcc, sin C=1J,d, sin (d,,) 


17, 





\ 
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LT = PHP") 
2 =FHF—F" 
2T, =—F—F'-+-F" 
32T, = F—-F'—F'" 


$. 7. 


Wie wir bisher Relationen zwischen den Seiten, ingleichen 
zwischen den verschiedenen Flächenräumen zusammengestellt haben, . 
so lassen. sich auch Relationen zwischen den verschiedenen Win- 
keln augeben. Zu dem Ende setze man: 


(a6) + (a,6,)=v 

(ec,) — (e,c) =w' (| 19. 

(de,) er (21€) u 
so ist zuvörderst klar, dass, wenn „180° wird, ’ und % 
werden muss, weshalb denn unter allen Umständen 

y-- ww" — 180° (20) 

ist. . Auch zeigt ein Blick auf Taf. IN. Fig. 1., dass die Summe 
- zweier gegenüberliegender Hauptwinkel im einfachen Vierecke der 
ersten Form, 360° +’ und 360° +” hingegen dasselbe für die 
einfachen Vierecke zweiter und’ dritter: Form ist. Mit Hülfe dieser 
drei Winkel nun so wie der drei charakteristischen Winkel des 


Viereckes können alle 12 Hauptwinkel auf folgende Weise ausge- 
drückt werden: Ä \ 


(ed) = Hy — 4 B) — W° 
(«,6,)—!W-+4A— B)+W° 
(@es,)— M+:2—- y+44+B) 
()= 270° — y-+A+B) 
(ae)—W —UKA+-CHY), (de)—=,tB-+C— y") — W° 
aa)—=M —z(IHrC—Y)), (dic, =2+CHV) mM ' 
(ae) =W+3(A— C+%), (be)=M HH BHCHIN) 
(2,0) =W— (A444), (he)=W —UB- CH) 
Es sind daher allgemein in jedem einfachen Vierecke die vier Vier- 
eckswinkel bekannt, wenn die Summe zweier gegenüberliegender, 
und die beiden zu den Vierecksseiten gehörigen charakteristischen 
Winkel gegeben sind. Mit Hülfe dieser Ausdrücke lassen sich eine 
ungemein grosse Masse von Relationen zwischen den einzelnen 
Winkeln des vollständigen Viereckes bilden. Im Folgenden, sollen 
einige derselben zusammengestellt werden, da wir sie späterhin in 
Anwendung bringen müssen, | 
cos(eb) cos (@,2,)-Feos (a2,) cos(#,d)=-+eusp —cos 4 cos BR) 
cos(a6) cos{@,2) -+eos(@,d,) cos (ab, >= —cos A+cosy cos} 23. 
eos(ab) cos(ab,) cos (@,b,) cos(a,2)=-+cos B—cos y cos A 


> 
„ 0° 
et 


® 


21. 
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sin (ab) sin (@,2,)+siu (ad,) sin(@,d)= —cosy —cos A cos B 
sin (#5) sin (@,6) +sin (a ,2,) sin (ad, )=-+cos d+cos y cos B 
sin (a6) sin (@d,) +sin (@,2,) sin (@,0)= — cos A —cos y cos A 


24. 





cos (ed) cos (@a,6,)— cos (ab,) cos (a, /)=— sin A sin ZB 
cos (eb) cos (@,6) — cos (a,d,) eos (ad,)—=— sin y sin 3 
cos (ab) cos (ad,) — cos (a,6,) cos (ad) —=— sin % sin 4 


25, 





u.s. w. Nimmt man hingegen «linker Hand immer nur die Hälf- 
ten der Hauptwinkel, so wird: | 


cus 4(@b) cos 4(@,6,)— cos 4{ad,) cos 4(a,2) 


—= cos !y— sin 24 cos 4B 


cos 4{@b) cos 4{@,6) — ers 3(@,8,) cos 2(@d,) 96 
— sin 14— cos 4yp cos!B| 7 
cos 4(@b) cos 4{ad,) — cos 4{a,b,) cos A{@,2) 
== cos ıB— cos Ip sin 4A 
sin 4(aÖ) sin 4(@,6,) — sin (aÖ,). sin 4(@,Ö) \ 
| — cos I —+sin 44 cos 42 
sin (a2) sin 4a,6) — sin 4(a@,d,) sin 4(a2,) 
b ip} t KURT. 
—sin L4-+ cos !y cos 12 
sin (a6) sin Yad,) — sin 4(a,6,) sin 4(2,2) 


—cos 23 + cos !y sin 14 


co 


un 


4(ab) cos4{a,6,)+cost(ad,) cos }{a,d) = cos}A sin! 


cos 4(ab) cos4(@,6) +-cos 1(@,d,) cos 4{a6,) — sin 4y sin22} 28. 
cos 3(ab) cos4(ab,) + cos 4{@,6,) cos 4(a,0)—= sin 3Y costA 


u. s. w. Wollte man alle möglichen Combinationen der vorliegen- 
den Gattung unter den 12 Hauptwinkeln entwickeln, so würde dies 
72 verschiedene Systeme-von Ausdrücken geben, deren jedes aus 
drei einzelnen Gleichungen bestände. Es lohnt jedoch nicht der 
Mühe, mehr von diesen Formeln hier aufzuführen, da sie, sobald 
man ihrer bedarf, aus den Gleichungen (21) und (22) unmittelbar - 
sefunden werden können. | | 


$. 8. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun dazu übergehen, 
andere verstektere Relationen zwischen den Bestandtheilen des voll- 
ständigen Viereckes aufzusuchen, zu welchem Ende wir folgendes 
trigonometrische T'heorem vorausschicken, das wir an einem anderen 
Orte (M.s.Nr. XIV. im 2. Hefte) näher entwickelt und begründet haben. 
Sind näulich 4722 die drei Seiten, KAMM die ihnen gegenüberliegen- 
den Winkel und © der Flächeninhalt irgend eines beliebigen Dreieckes, 
und werden für ein anderes, ebenfalls ganz beliebiges, Dreieck die- 
selben Grössen beziehungsweise mit A, 2,2, X, M,N,©, bezeichnet; 
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so finden für den Fall, dass 2a, ist, stets folgende Glei- 


‚ chungen statt: 


k?k,? + m’m,’ — %ık,mm, cs (NEN) =n»°k,?-+ m: —?2k,m cos (KEM,)) 
E —n2(k? + m? —%km, cos (M+K,)) 
km? -+ km: — %kk,mm, c08 (NEN)=n:(k? A,” —%k, cos (MEM,)) a 
= n?:(m? m,” — mm, cos (KEK,)) 
rm —lk+khtm— m) (k+k — mm) (k—k, +-m-+- m,) (— kr Ak, + m-Fm,) — Skk, mm, 
—=16(9=09,)’+8kk,mm, cos (NNM,) 


er 1 ze I 9, (m? — k?) 


‚30. 
)?-+ 8%%k, mm, cos [M—K)#(M, — K;)l 
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20 —= km sin Ä cos M, -+ km, cos Ä, sin M 
—=kk, sin M cos M, + mm, sin X cos Ä, 
20, =Kk,m cos K sin M, + km, sin K, cos M 
—kk, cos Msn M + mm, cos K sin Ä, 


$. 9. 


Die vorstehenden Ausdrücke gestatten nün eine unmittelbare 
Anwendung: auf das Viereck, da in diesem jede Hauptseite auch zu 
zwei Hauptdreiecken gehört. Setzt man daher zuerst =» und 
dann e, =, so erhält man: 


31. 


c?c,"—=a®’a,’-+ 220,2 — Raa,bb, cos 
ef,—=a”’b? +a,”b,”— ?aa,bb, cos y 
cf," =a”b,” ta,” — ?aa,bb, cos % 


32. 





cd, —a:l? -+a,2b,?-+2au,bb, cos (4-2) 
c,?d,-—=a?b,”-ra,”d? -+?2aa,bb, cos (A—B) 33 
en, =a°a,”+ 0°b,”-+-?2ea,bb, cos (A+-B) ; 
c,?9,°=a:a,?”+ 0?b,”+-?2aa,bb, cos (A— B) 
die vier Grössen f,f.7,N02 bestimmen sich. durch folgende. Glei- 
chungen: > / 
f,=a’+a,’+?aa, cos (OC-+HyY)—b?-+2b,?—26b, cos (C—y") 
f.—=a’+a,’+?aa, cos (C—y))—b?+-b,?—2bb, cos (C++ y") 
n,=a?’-+b? —2ab vcos [(dc) — (ac)] 
=a”-rb,°— 2a), cos [(2,e) — (e,e)l 
7?=a’+b,”—?2ab, cos [(ac,) — (d,e,)] 
—=a”+b" —?Ra,b cos [(be,)— (a,c,)] 


34. 


Die geometrische Bedeutung dieser Hülfsgrössen ist folgende. Denkt 
man sich (Taf. IM. Fig. A.) in dem einfachen Vierecke @da,Ö, die bei- 
den über der Diagonale ce stehenden Seiten # und @, mit einander 
vertauscht, so erhält man ein neues Viereck von der Ordnung 
aa,bb,. In diesem ist die eine Diagonale c unverändert geblie- 
ben; statt der anderen Diagonale e, aber des ursprünglichen Vier- 
eckes ist eine neue Diagonale entstanden, welche gleich f, ist. 
Die doppelte Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden Diago- 
nalen ce und /, ist dann gleich der Grösse 7,. Hätte man dagegen 
in Taf. III. Fig. 4. die beiden Seiten @,6, über der Diagonale ce, mit 
einander vertauscht, so erhielte man ein neues Viereck von der Ord- 
nung. adÖö,e@, und in diesem würden c, und f, die beiden Diago- 
nalen und 7, die doppelte Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte' sein. 


- ‚ Uebrigens ist klar, dass in beiden abgeänderten Vierecken die 


Grössen Z und % ihren. Werth nicht ändern. — Endlich findet 
man mittelst des Theorems Nr. 30. noch die Formeln: 
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P’ab —(e +0, —b,) (e+@a,— b-+-b,) (e— a, +b-+b,)X \ 
- X (-e+a, -+b-+L,)— Sau, bb, 
— 16F? + Baa, bb, cos 


— 16(F’ = F")’ — Sea,bb, cos (AZ B) , 35. 
ZEIT RL) _gaa,2b, cos(A+B) 

1 
we Fe), _ gar ab eos (AB) 


$. 10. 


Wendet man ‚das allgemeine T'heorem auf diejenigen Haupt- 
dreiecke an, welche über den Seiten # und 2, stehen, d. h. setzt 
man /—» und dann 4, =, so bekommt man: 


2b," —=a’a,’—+.c?c,’ — ?aa,cc, cos W 
b?c,?—=a?c? +a,’c,” — ?aa,cc, cos W 


b?c,’ =a°:c,’+a,:c? — ?aa,cc, cos W 
220, —a?c? +a,’c,’+?aa,cc, cos (A— C) 
b,d,"—a°c,?’ +a,?:c? +Raa,ce, cos (A+ |) 


2Ll,>—a®ta,” + c?c,?-+?2aa,cc, cos (4 — ©) 
b°’.,’=a’a,?—+ c?c,’-+-?%aa,cc, cos (A+ ©) 


31. 


e,  —a’-—+a,’—?aa, cos (y+-B)—=e?’-te,?-+2ce, cos (B—y”) 
e,’—a’+a, —2aa, cos (y —B)=e?-—+-c,’—+2cc, ee 
&,?=a’+c? —2aoc cos [(ab) + (2e)] 

| =a”-+-c,”’— ?2a,c, cos [(de,) + (aı il? 
,—=a?-+e,’—?a,c cos [(ad,) + (2,c,)] 
| —a,?+c? —2a,c cos [(a,2,)-+ (210)] 


p? dark ng ‚)(@-+a,—c-+c,) (@e—a,+cHe,)X: 
x(=—e:re, +e-He,)— aa, ce, 

— 16F" + Saa,cc, cos y 

—=(FF’)”—Saa,cc, cos (A>C) 


T (ec? zur a,”) + Halcını er a?) 
b: 


— 16( "—Saa,ecc, #7, j 


= 2'_ im? 

a u Gel vn en TA DE nnt, —Saa,ce, cos (A—C) 

| b, 
Vertauscht man (Taf. Il. Fig. 5.) über der Diagonale 2 die beiden 
Vierecksseiten @, und c, so erhält man ein neues Viereck, in 
welchem 6 und e, die Diagonalen und {, die doppelte Verbindungs- 
linie zwischen den Mittelpunkten der letzteren sind; vertauscht man 
dagegen die beiden Seiten @, und e, über der Diagonale b,, so 
werden 2, und e, die neuen Diagonalen, und L, die” doppellä Ver- 
"bindungslinie zwischen deren Mittelpunkten. 
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Wendet man endlich das allgemeine Theorem auf die Haupt- 
dreiecke über den Seiten # und a, an, so ergeben sich für a=r 
und #,— x die Formeln: 

aa, —0?0,”-+ c?c,? Php cos w” 
a?:d,? —b:c: ‘+ b,?c,"— ?2bb,cc, cos y"?} AO, 


a?d," —b?c,”-+b,?c? —?2bb,cc, cos w" 





a?d,?—Öb?c? +b,’c,’+?2%bb,cc, cos (P — C) 
ad, —b?e,’+rb,?c? +Rbb,cc, cos (B-+-C) 
a2? —224,°-+ e?c,? + 2bb,ce, cos (2 — C) 
a ?2,? — bb, Hr ic?e;? + %bjce, cos (B-+-C) 
dee? +e,?—2cc, cos (A+y)—=b?+b, +20, cos(y—A), 
d,? —e’-+e,?—Ree, c0os(A—y)—=2?’-+-b,?+-2Öb, cos (y-+A) 
3,2 —b?—+c? —%be cos [(ec) —+ (eÖ)] De 
—b,’-+re,?— ?%b,e, cos [(ae,)-+ (a2,)] 
8, —Lb"+c,?—?%e, cos [(a,d)-+ (eıc,)] | 
—b?-+e? —%,e cos [(a,c)-+(a,d)]: 
Hier entstehen d, und &, auf die bekannte Weise, wenn über @ in 
Taf. 11. Fig. 6. die Seiten 2 und ec, vertauscht werden; hingegen 


erhält man die Diagonale d, und «die Verbindungslinie '2;, wenn 
man. über 6, die Seiten z, und e, verwechselt. Endlich ist noch: 


u lhhte=6) hbnete) B-bteHen)%, 
x(—b-+rb, +c+e, ar ce, 
— 167"? + 8db,cc, cos w” 
— 16(F&F)? —8b,ce, eos (BC) 
T ,(b? — c,?)# T,(2,? — e?) 
— op er ne 


BE — 0) + Tb? — | 
— a u ze — dbb,cc, cos (B—C) 


Al: 


42. 


43. 
)? —8bb,ce, cos (BH+-C)\ 


$. 12. 


Von den gefundenen Ausdrücken wollen wir nun zuerst fol- 
Benue zusammenstellen: 
a?a,—=b"b,” + c?e,”—2lb,cc, cos in 
bb,” —=a’a,”-+rc’c,’ —?aa,cc, cos W’ 
c?c,” =a’a,’+b?b,"—?aa,bb, cos y 
Es ist demnach in jedem einfachen Vierecke das Quadrat des 
Produktes beider Diagonalen gleich der Summe der 
Quadrate der Produkte je zweier Gegenseiten, vermin- 


dert um das doppelte Produkt sämmtlicher vier Seiten 
in den Cosinus der Summe zweier Gegenwinkel. Dieser 
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Satz bildet den Ptolemäischen Lehrsatz in seiner grössten Allge- 
meinheit; er geht in den letzteren über, wenn 9 == 180° wird, wo 
dann w' = w”— 0° ist. Kerner ist: 
16F? —(a+a, +b—b,) (a-+a, —i+Ö,) («—a, +b+2,)X \ 
 xXl—ara, +bH+Öb,)—1bea,bb, cos? 4 
16F” —=(a+a,+e—ec,) (a+a,—c-H+e,) (a—a, +cH+e,)X 
xX(—a-a,-+c-+c,)—16ea@,cc, cos? I’ 
167" = (d +2,-+e—ec,) (d-+d,—c+c,) (d—b,+c-+e,)X 
x(—Ö-HrÖ,+c-+c,)—166d,cc, cos? I" 


AD. 


Demnach ist der vierfache 'Flächeninhalt jedes einfachen 
Viereckes gleich der Quadratwurzel aus einem Unter- 
schiede, dessen Minuendus aus dem Produkte der vier 
Ueberschüsse je dreier Seiten über die vierte besteht, 
und dessen Subtrahendus gleich ist dem l6fachen Pro- 
dukte der vier Seiten in das Quadrat des Cosinus von 
der halben Summe zweier Gegenwinkel, 

Sind daher vier Seiten gegeben, um daraus ein einfaches Vier- 
eck zu bilden, so wird dies den grössten oder kleinsten Flächen- 
raum erhalten, wenn es beziehungsweise ein Sehnenviereck 
erster oder zweiter Form bildet. 


$. 13. 


Die Gleichungen Nr. 44. zeigen ferner, dass, wenn’ man die 
Produkte :je; zweier Gegenseiten eines vollständigen Viereckes als 
die Werthe der Seiten eines geradlinigen Dreieckes: betrachtet, als- 
dann die Winkel y ’ ı" die Winkel dieses Dreieckes sein müssen, 
Wendet man daher auf diese Ausdrücke die bekannten Transfor- 
mationen der ebenen "Trigonometrie an, so erhält man sogleich, 
wenn zur Abkürzung aa, + bb, + ce, —=2ss, gesetzt wird: 

aa,bb, cos? !y —=ss, (88, — cc,) 
aa,cc, cos? 4’ —ss, (885, — 2b,)} 46. | 


bb,cc, cos? Iy"’—ss, (ss, —aa,) 


(ss —aa,) (ss, —bb,) 

En 1 ER ' [ 

a ss, (ss, —cc,) 
(ss, —aa,) (ss, — ccı,) 

Aut eb 77 ER) ARE EEE 
aaa HIER u Meraz ss, (ss, —bb,) AT, 
2,1 „__ (851 — bb) (ss, — CCı) 

and an ss, (ss, —aaı,) 
cos Hy” —vY) _\ aa, +Öbb, 
sin 4ıy Br Ur, AS. 
ingt— Wobei mi \locngb-aei 
cos 4) IE cc, | 


Die Gleichung (46) zeigt übrigens, dass so lange nicht» w — 180° 
ist, immer ‚y\ 


. 
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ea, rbb; > ce, 

aa, +.cc, > bb,‘ 9. 

bb, + cc, >aa, | 
sein muss, d. h. in jedem vollständigen Vierecke ist die 
Summe der Rechtecke aus je zwei Paaren von Gegensei- 
ten grösser als das Rechteck aus dem dritten Paare der- 
selben. — Wir wollen ferner den Flächeninhalt des Dreieckes, 
welches die Grössen aa, 65, cc, zu Seiten hat, mit Z? bezeich- 


nen und. Z die excentrische Fläche des Viereckes nennen, so 
findet man für dieselbe: 


— L(aa, +bb,-+ cc,) (au, +68, — cc,) (aa,— bb, +-cc,) 
A x(—aa, +Öbb,+-cc,) 
—E’—taa,bb, sin y=liaa,cc, sin W—=1db,ce, sin w” 


er a°a,? + b2b,? 4 e?c,? a?a,? + b°b, — cc}? 50. 


am 


Al= 


" cot y + cot Wr cot W” 5% cot % 
_, a?— bb? rec? _, —aa,’+b?b)?+c?c,? 
Beth cot %’ M cot y" / 


Diese Fläche ist positiv, Null, oder negativ, je nachdem % klei- 
ner, gleich oder grösser als 180° ist. _ Sie drückt demnach ge- 
wissermaassen die Grösse der Abweichung des Viereckes von einem 
Sehnenviereck aus, weshalb der oben für sie gewählte Name nicht 
ganz unpassend sein möchte. Uebrigens lässt sich Z noch auf 
mehrere andere Arten ausdrücken. So erhält man z. B. 


__ aa,(d,— ds?) _ bb ,(e,? — 3”) Bu ccf? —fı?) 
NE RTTR17W2 003 a er ar ae ar 


oder auch: 
E:— lab ab, + ch) (ad +adı — ch). \ 
Xlad — a,b, +ch) (ab 94.0, c/;) - 
— „4(ab, + a,b + c1$2) (ab, Hab. — cıPR) 
xlad, — ad + cıf.) —ebı Ha, +c,F.) 
lae +a,c, + be) (ac +a,cı — be,) 
Xlace —a,c, + be) (—ac +a,c, + be,) 
— „l(ac, +a,c + bie) (ac, +a,c — bie,) 
| x(ac, —a,ce + bie,) ac, +a,c + db,e,) 
— le +bc, Head) (be + bic, —adı) 
xXlde — be, tad,) (— be + b,c,tad)) 
— „4lbe, + bie +a,d,) (de, +Ö,e — a,d,) 
xXl(de, —b,e Hard.) (—be, +bice —+a,d,)' 
- Die letztern Gleichungen zeigen, dass das Maass der Abweichung 
des Viereckes vom Sehnenvierecke stets dasselbe bleibt, wenn man 
auch über irgend einer beliebigen Hauptseite zwei andere Haupt- 


seiten verwechselt; so dass hiernach eine und dieselbe excentrische 
Fläche zu neun verschiedenen Vierecken gehört. 


Zhelll, , ,, | 16 


I 


52. 
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| $. 1A. 
Aus den. in den vorletzten drei Paragraphen gefundenen Ans- 


- 


tet werden, 


i 


von denen indessen nur einige beispielsweise hier Platz finden sollen, 
































o 

g 

En 

= 

= ae (b}erb,?e,* + 2bbjcc, eos (B—C)) (20,2 + b,?c? + 2bb,cc, cos (B+C)) 

= rer b*hı? 20,2 — 2b x 

> ı? +c2c, ıcc, cos % 

2 ger (b2e? —b°c,?HRbb,cc, cos (B—C)) (b?b,? + c2c,? — 2bh,cc, cos Y”) 5: 

8 E71 b2c,? + bi?c? +2hh,cc, eos (B+-C) 8. 

N] 

> HE tü2c,2 -5h,3c% — 2bb,cc, cos (A+C)) (2?b,2 + c?c,? — 2bh,cc, cos Y) 

2 Tw 3; b2c? + b,°c,h? -+2bbicc, cos (B—C) y 

E en (b?e? + b,?c,? —2bb,cc, cos w’) (b?c,? + h,?c? — 2bb,cc, cos vu”) 

.— d, u —— bb 2 2 2 TB E50 Te ge E 1 

S db, re?c,? — bb,cc, cos % S% 

EL 202 Br +ete,742byce, cos (BHO) (BEE Hoc? %bycc, cos Bon 
N b?h,? + c?c,2 — 2bb,cc, cos yv“ 


drücken können nun e 


(55) 


d,? +8? —d 2 
d,’ +8? — di? 


— 
—— 


b?c? + b,?c,? + 2bb,cc, eos (B—C) 
a2, b?c,? + b,°C% + 2bb,cc, cos (2C) 


a? 


Ferner ergiebt sich: 


a +0?’=d,’ +5’, a’+I’—=d’+E? 


W, 


u. 5, 


ä 


Fern? 


2»? +02 =e,’+6°, 4’ +0’ =e?’+L? 


——— 
——a 


01? n0,? 


n 

- 
2 
- 


+09? —= N 
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x 


so wie: 
a +2.” —=l0’-+b, "+ 2ee, cos (4-+Y) 
—ce+e,?— Ub, cos (y— A) 
a,?’+:.?=0”+b,?’+ %cc, cos (I— y') x 
f =c”’+c,?— %b, cos (Y-+4) | 
6? +L&’=c’-re,’-+?2aa, cos (w-+- 2) 
—a’-++-u,”— 2cce, cos (B=yr)V, 
b +b’=e: +c,?-+2aa, cos (w — B) 
—=a’+a,’—2cc, cos (B-+-y”) 
e? +n?=a:-+a,?+2%b, cos (C—W”) 
—b:+b, ® — 2aa, cos (C-++W) 
cs’ +m’=a’+a,’+2bb, cos (CHY") | 
— 2? +-b,’— ?Raa, cos (Ü— WY') 


1 


Endlich ıst auch noch: 
167° — Ac?c,?— (— a?” — a,:+0°:-+-2,°)° 





167"? —Ab2L,?—( a?-ta,’— c? — c,?)? >. 
167 —Aa?a,? — (4 — 2° +0: -+.c?) 
oder 
AF=(—a?— a, +b?”-+-b,”) tang C 
F=( a:+a”—c?—c,?) tang BR; 5%. 
AF’—(—l*? — bi? +0? + c,?) tang A! 





Andere Ausdrücke wie z. B. 
1677" — Oalrr 720,07, 
ID Zn BR 
1I6FF'—a?n,” —a,’n,? 


sind zwar nicht ohne Interesse, führen jedoch auf zu specielle Be- 
trachtungen, als dass wir sie hier näher erörtern könnten. 


8. 15. 


Es ist nun zunächst noch übrig, das zugeordnete Dreieck mit 
seinen Seiten und Winkeln zu betrachten, was mit Hülfe des all- 
‘ gemeinen Ptolemäischen Lehrsatzes auf sehr einfache Weise ge- 
schehen kann. Zuvörderst erhält man durch Anwendung des be- 
kannten Satzes, dass Dreiecke von gleichen Höhen sich wie ihre 
Grundlinien verhalten, die Gleichungen: 


T T,\ 

an a ta, =a, Me Z 

U, 
b+b,=b. 4 db, +b,=b, .F 61. 

2 1. 

DR Kar Chip N 0 
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und - 


[4 
E 
En 


7 ' L > In 
da, a pm ,=b.p .=eC‘1.T E: 
rl Ts 


0, = .pm 1,=b. s=0C0:.%) 


= 


' Bemerkt man sodann, dass jede zugeordnete Seite als Diago- 
nale eines einfachen Viereckes angesehen werden kann, in welchem 
die von ihr, ‘oder ihrer Verlängerung geschnittene Hauptseite die 
andere Diagonale bildet, so giebt das "Theorem Nr. 44. augenblick-, 
lich folgende Werthe: | 
‚F* E'?.a,’0° Yri 

— 20°. T,* + 2,6, ?T,* + 20b,c6,7T, 7,” cos (A— C) Y 
 F: Fa: «: 

—Öb2c,T,* + bc? T+?20b,cc, T,’T,: cos (B+C) 
F: F"?L,°ß? 

‚=a:c? T,’-+a,°c,’T,*+?2aa,cc, T,’T,” cos (C — 4) 
F* Fl? 3 
"—a?c,’T,*-+a,:c T,*+?2ea,cc, T’T,’ cos (C+ A) 
E”F":c, 22 

—a:l? T,*-+a,?b,? T*-+?aa,bb, T,’T,: coos(4—+DB) 

EF’? F’?e? y? - 

—a:b ’T,*-+a,’b? T,*-+-2aa,bb, T,:T,? cos(4— 2) 

Diese Gleichungen gestatten nun eine grosse Masse von Umformun- 
gen. Setzt man z. B. in den beiden obersten 27, —Ö,c, sin (6,c,) 
und 27, —=Öe sin (dc), und lösst 7 und F’ nach Nr. 16. auf, so 
fällt der gemeinschaftliche Faktor 2?6,?c?e,* ganz heraus und man 
bekommt: 
15in? 2 sin? ‘Ca,’ = sn? (8,6) 72° --sın? (260) T,® 

—+- 2sin (d,c,) sin (de) T,T, cos (2 — C) eu 
ısin? 3 sin? Ca? 0? —=sin? (d,c) T,? + sin? (de,)T,? | 
+ 2sin (#,c) sin (de,)T,T, cos (B-+-C) 

u. s. w. Dann könnte man auch rechter Hand in der oberen Glei- 
chung den Faktor @,? und in der unteren den Faktor @*? ausschei- 
den; indessen würde die weitere Verfolgung dieser Umformungen 
hier zu viel Platz einnehmen, und muss daher wegbleiben. 

Jede zugeordnete Seite gehört ferner zu 4 Dreiecken, welche 


ihre Endpunkte und eine der vier Hauptecken zu Spitzen haben. 
Dies giebt für die zugeordneten Seiten Ausdrücke von folgender Form: 


ERRT0s | 


63. 


—Öb® F?T,’+ec,’F®T,°—2be, FFT,T, sin!(—B+-C+W") 
—b,?F?T,°®+c? F?T,:-+2b,e FFT,T, sin 4 B— C-pry")) 65. 
—b? F?T?+c? F®T?—We FFTT, sin 2(B4+ | 
—5, °F? T +0, °P" T?—%,c,FFT,T, sin (B-+CHy") 
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u. s. w. Auch diese Gleichungen lassen bemerkenswerthe Umfor- 
mungen zu. Setzt ‚man z. B. in der ersten derselben 27, — 
a,d, sin (a,d,) und 27, =a,e sin (a,c), so erhält man: 








sin? (@,2,) sin? (a, c) 2sin (2@,5,) sin (@,c) cos (be) 
an 21 er ea N Si Er: A de I I RE 
—a,' sn? 3 _ sin? Ü Hr sin 2 sin € ) 
als (al (@,2) er sin? (a,c,) 2sin (@,5) sin (@,c,) cos due), 
A ET EEE A sin? C ‚R sin 2 sin € 


Diese Ausdrücke würden wichtig sein, wenn es gelänge, die in 
den Parenthesen stehenden Winkelaggregate auf irgend eine Weise 
bequem zusammenzuziehen. Mit den bis jetzt gefundenen Formeln 
scheint dies jedoch nicht gelingen zu wollen. — Wichtiger sind 
dagegen die Werthe, welche sich durch Anwendung dieses Verfah- 
rens für die Hauptseiten ergeben. Für diese ist nämlich: 


Fra? =ec’T Hr 4?T,?7— 206,7,7, c08 € 

Fra? —=5T,? +5 ?T%+-%,T,T, cos 2 67 

Fea’=eT,+c?T?— 2ce,T,T, cs A 

Fra’=#T,’+b,’T,?+20,T,T, co B 
u. 5. w. Demnach ist jede Hauptseite des vollständigen Viereckes 
durch ein Paar Gegenseiten, ihren charakteristischen Winkel und 
die zwei über der gesuchten Hauptseite stehenden Hauptdreiecke 
bestimmt. — Sucht man endlich den Flächenraum des zugeordne- 
ten Dreieckes, so hat man zuvörderst: 

Ä T,T,T, r 
Dreieck - C@E= Au = ER A 
2 s y I SH. T, 7,17 
Dreieck C(FE= Apr 68. 


Dreieck CFG — Ay 








und hieraus sogleich: 


N 
SS 
= 2) 


V 


— 


'qg' om | 


129 


so) 


AU-HSU HU 


BRATER 
LE EE'\ITE 


. 
GE VE RT 
Li 


A: so (Fg—- Ft sa (gtrr tn 
„A AHS 
ne Ge ES Re en a Be: DE OR 0 Do u 909: As m ai 2) 


Zus g us us 


(gt trhnisn (gtPF 


S 

Ausdrücke, welche hinsichtlich ihrer Eleganz wohl nichts zu wün- 
schen übrig lassen. Was endlich die Winkel des zugeordneten 
Dreieckes betrifft, so würden sich zwar dieselben aus den drei Sei- 
ten desselben in Verbindung mit dem Flächeninhalte A ableiten 
lassen; indessen sind die so erhaltenen Ausdrücke sehr weitläufig 
und unbehülflich. Da wir die Werthe dieser Winkel im Folgenden 
auf eine andere Weise bestimmen werden, so mögen dieselben vor- 
der Hand ausfallen. e 


$. 16. 


Es bleibt nur noch übrig, die Aufgabe zu lösen: aus irgend 
fünf von einander unabhängigen Stücken des vollstän- 
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digen Vierecks alle in dieser Figur vorkommenden Sei- 
ten und Winkel zu bestimmen. Die Lösung dieses Problems 
wird uns eine allgemeine Tafel von Werthen verschaffen, wie sie 
Carnot in seiner Geometrie der Stellung zu entwickeln verlangt, 
um durch Combination ‚der in ihr enthaltenen Ausdrücke jeden be- 
'liebigen Bestandtheil der Construktion in seinen Beziehungen zu 
den übrigen Bestandtheilen übersehen zu können. Als die fünf ge- 
gebenen Bestimmungsstücke mögen im Folgenden die vier Abschnitte 
der Hauptseiten e und c, zwischen ihrem zugeordneten Punkte 
(Taf. 111. Fig. 1.) und den vier Hauptpunkten 43 CD, und der zu- 
Beläriep charakteristische Winkel © angenommen werden. Um die 
Bezeichnung ganz unabhängig zu halten, sollen folgende Benen- 

nungen eingeführt werden: 


AB—p: DE=9g, A 
CE =p.. BEZ=0: 
Hiermit wird nun sofort. erhalten: 
e—p,+9,1°—2p,9, cos CO, W=p,’+9,:°+2P 19, cos C 7 
a —Pp2’+92°—2P 92 cos CO, b,’=p,°’+9,°+29.9, cos C 
2T, =p,lgı 49;) sinC, 
2T, — AU +9) sin C, 
2T,=g9,(p,+p,) sin C, 
?T,=19;:(p -+Pp;) sin €, 
a +a? +: +b’=(p’+9°+ 9° +9?) | 
1a 


2F —=(p, +P.) (7, +9.) sin C 
2F" = (p,91— 2.9.) sin € 72, 
22" — (P,9, — P,9ı) sin c 


— :ıp, —P,) (9 20) cos € 
—a’ +0? +0: bl,’ —=%Up, +P:) (9, 49.) cos C 


aa? —=(P,P2+49192)? +(P 192-4991)? — 49192919, Sin? C 
— %9,92 49192) (9192-4 P29,) cos € TA. 

220,2? =(P,P2-+9192)? +(P191 -F7292)? —4P 192919, sin? € 
+ 29,92 49192) (919, 49292) cos C 

Ferner ergiebt sich: 

p, =a cos(ac) +g, cos C=b cos (be) —g, cos C 

P,=a, c08 (a,c) +9, eos C=b, cos (bie) —g, cos C 

ya cos (ac,) +p, cos C=D, cos (b,e,) —p, cos C 

92, =a, 008 (a,c,)+p, us C=b cos (be,) —p, cos c 


} 


79. 


Durch gehörige Verbindung und mit Hülfe- von Nr. 72. findet man 
hieraus: } ) | 


ab cos (ad) —=(pı?— 9192) —Pılyı — 9.) cos € 
a,b, c0s (a,6,)=(P2? — Y19:) + P2(yı — 92) cos € 76, 
ab, cos (ad,) =(y,? — PıP2) — Yılpı — pP.) cos C 
a,b cos (ad) =(9:? — PıP2)-+ 9:(p7ı — 7.) eos C 
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aa, sin A=pp-— P,Y,) sin C 
db, sin B=(p,9ı — P2Y.) sin C m. 
aa, cos A=(p,ps+91m) — 192 +P:91) cos C\ 

—bb, cos B=(pPp2 + 919.) + (Pı9ı -+929,) cos € 


 aa,bb, suy=(p, -+P,) (9: +9.) (PıP2 — 919.) sin € 
au,bb, cos v—(P,P2+9192)’—PıP2(9ı492)°—9192(Pı 42)? 
-+ApP,P.29,ı9, cos? C 
+ (P1P2 49192) @, —P2) (9, — 93) cos ©} 
aa, sin W =(9,P; — 919.) Sin C 
db, sin W'—=(p,92 — 919.) sin C I 
aa, 05 W.=(P192 + 9192) — (PıP2 + 9192) cos C | 
bb, cos y"— (9,9, + 9292) + (PıP2 + 919.) cos € 


Da man ferner 


78. 


EN Pıyı 92), N P2(9ı +92) 
PıJ2 —P29ı Pı9Jı — Pala 80 

a.=a. 71-(P, Be) b,.—b, 9:(Pı +P:) 
P192 — Payı’ "Pı9ı — P29a 


findet, so .ergiebt sich nunmehr aus den Gleichungen 0’, °-4p,? 
+ 2%,p. cos (d,c) u. s. w, nach einigen allerdings ziemlich Rab 
läufigen Reduktionen, für die zugeordneten Seiten: 


Bez —.Rı "Pa" (91 +12)? + 9ı?92’(Pı +P2)? +29 P29192(Pı +P2) (9, +9.) © cos € 














(PıYyı —P292)? 


Pr?P2’(9ı +92)? + N 92?(Pı--P2)? — WıP29192(Pı +92) (9, +92) cos € 





FR (P192 — P29ı)? 


(Pı -+P2)? (gı +92)? 19 12P2?(9ı — 92)? +91 9221 —P2)? — 2P1P29192(Pı — P2) a — 95) 608 ec 
(P191ı —P292)? (#192 — P29,)? 





8. 


Ausdrücke, welche durch 


werth sind. 


hren symmetrischen Bau sehr bemerkens- 
Flächenräume 7 und 7 ein, so gehen 


1 


Führt man die 


dieselben in folgende über 
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PFr?—eT?-T’? TFT F2cc, T,T3T,T7, coscC 
F: Pr: —e TE T,?+0 2? TET?42ce, T, T,T,T, cosC 
F®F"Fry:—=c?’T,?T,’(F'— F’)’ ce ’T,?T,(P’=+F")’ 
— 2cc, T, T,T,T,(F' — F”?) cos C 


82, 


In dieser Form bilden die vorstehenden Gleichungen eine höchst 
wesentliche Ergänzung der’unter Nr. 63. und 65. zusammengestell- 
ten Ausdrücke. Denn die letzteren lassen die zugeordneten Seiten 
aus zwei Paaren von Gegenseiten und ihren beiden charakteristi- 
schen Winkeln finden, während die vorstehenden Formeln dieselben 
Grössen durch ein Paar Gegenseiten und dessen charakteristischen 
Winkel geben (die Dreieckflächen 7’ natürlich unberücksichtigt 
gelassen). a 
Uebrigens fübrt der Gebrauch der Flächen 7’ und 7" statt der 
Grössen » und y immer zu bemerkenswerthen Umformungen; so 
geben z. B. die Gleichungen (72) 
PF<-TT—T,T, 
FR TEET,T,}82! 
FF'—T, DT, vr T: T, 
Für die Winkel des zugeordneten. Dreieckes findet man nun, wenn 
gleich die Flächen 7’ und F eingeführt werden: 
F®F' F' oß cos (of) —=c?"T, LT,’ —e,”’T,?’T,? 
£?F"F’ oy cos (y)=e,’T,?T,(F—+F") 
—- ?T?T,(F!=F')+2ceT,T,T,T,F” cos C} 83. 
F:F' F":ßy cos (Pfy) =c,?T,?T,(F'+ #7”) 
+02 T?T,,(F—- F’y—2e,T,T,T,T,F cos C 
Ferner ergiebt sich für die Winkel, welche die Geraden o, $ und y 
mit einer Hauptseite machen, wenn man in Taf. II. Fig. 7.: 
CEG —(oc) CEF—(ßc) AFG —(ya) 
BEG—(oc,) DEF=(fe,). BF@=(ya,) 84 
AGE—(ol) AFE—(ßa) AGCF=(yl) 
DGE=—(eab,) BFE=(ßa,): D@eF=(yb,) 
setzt: 
FFu cos(ac) =e T,T,+c,T, T, cos € 
‚FFa cos(ae)=c,T,T,+-&T,T, cos € 
-F?Fub cos(wb) =e?T,’T,+c,’T,T,:? | a, 
| WO EET TAT, T;) cos’Cl 
F*Fiob, cus(ab,)=c’T, T,’ + ce,’ Dyrıb4 a | ha. 
+cc, T,T(T, + T,) cos € 


85. 
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BER 005 (fe) ST T Ze, T,T, cos’ 
EB cos (Pc,) =c, T,T, —e T,T;rncos € _ 
F®?F"ßa cos (fe) =c?T,?’T,+c,’T,’T, 


Sec, T, TXT, Hr ROTOR 
FF" F’ßa, cos Ai N 0 TUT T | 
— cc, T,T(T,-+-T;,) eos € 
F? F'E’ya cos(ya) —e,:T,? Tı T,-T,)-+c? T,®T,(T,-T,) 
—cc,T TI TAT, —-T,)+T,(T,—T;,)} cos € 
2"F'F’ya, cos(ya,)=c,’T, T,(T,- T,)-+c?:T, T,°(T,-T,) 
—cc, T,T,STAT,—T,)+-T (T,—T,)} cos C g 


FELL .cos(pd) =’ TDHAT-T)- ET TA{T,-T,) 
— cc, T,T{IT(T,— T.)-T, (T,—T,)} cos € 
F®F'F’yb, cos(yb,)—=c,? T;? T,(T,-T,)—eT,T,:(T,-T,) 
ce. T,TATIT, ZT) T(T,-T,)} cos C' 
Ferner setze man u | 
‘ G@MF=(0a) GPF=ißl) _ ERS=(ye) : 
GNF—(oa,) GQAF—($l,) ESR—(yc,) 
so, wird noch: 
I? F’oa cos(oe) =c*T,?’T,—ec,’T,’T,+cc, T, T,£" cosC 
F?F'oa, cos(oa,)=ec?’T, T,*—e,?T,T,®—ce, T,T,F' cosC 
F?F’Pb cos(ßb) =c?’T,’ T,—e,’T,T,’—ce,T,T,F' cosC! 
F®F’ßb, cos(ßd,)=c?T, T,—e,’T,>3T,+ce, T,T,F' cosC 
FF'F"y cos(yc) =e T, T(T,;—T,)—c, T, FT (T,—T,) cosC 
FE'F”y cos(yc,)=ec, T, T(T,—T,)—e T,T,(T,—T,) cos€ 
Setzt man endlich 
ME— 0. PE—B, .„SGY, 
NE=ua, QWE=%#, on=.| 91 
NG —u iR zen KV, 
so ergiebt sich alsbald noch: 


: aF' BF" yF” 


FF BP ITFIP 

u SE ES a NEE al 
ee ON R=FLP Er. 2. 
F aF BF Yo 


rm A=rrp Yı — MEER: 
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Hieraus findet man: 


aF 

e+, FF also oo :a,=0-0,::0, 
BF | 

P+A,=F—F - P:. =P+Pß; : P,} RW. 
F 

Ye ,yieypz=Y try 


mithin wird im vollständigen Vierecke jede durch zwei zuge- 
ordnete Punkte gezogene Gerade von diesen Punkten 
und ihren Durchschnittspunkten mit dem dritten Paare 
der Hauptseiten harmonisch getheilt. Auf ganz gleiche 
Weise findet man: 


’ 














aT, ». _ÄT, 
AM=g, APSI 
aT, a * LT, Sl sT, 
MDZEE,ZR: BP= FR, BSH 94 
—_ aTı_ — 7 or— _—T: 
BN=7, mp W=r,r (REFZGr 
a,T; b,T, 


GUFELF TIEREN 


woraus sich sofort mit Hülfe von Nr. 61. und 62. ergiebt, dass im 
vollständigen Viereck ebenfalls die sechs Hauptseiten von ein- 
ander selbst und den drei zugeordneten Seiten harmo- 
nisch getheilt werden. — Mit diesen Ausdrücken ist nun die 
im Eingange des Paragraphen gestelite Aufgabe vollständig gelösst. 
Es versteht sich übrigens von selbst, dass wenn die hier entwickel- 
ten Formeln auf die Abschnitte eines anderen Paares von Gegen- 
seiten übertragen ‘werden sollen, von diesen Abschnitten nur das 
eine Paar positiv, das andere hingegen negativ genommen wer- 
den muss. | 


8. 17. 


Von den Combinationen, welche die Formeln des vorigen Pa- 
ragraphen zulassen, soll nur eine einzige hier erwähnt werden, 
die sıch auf das Verhalten der excentrischen Fläche des Viereckes 
bezieht. Es ıst nämlich in Nr. 78. der Ausdruck: 


aa,bb, sin y=(p, +7) (9, +9;) (9,9. — 9,9.) sin Cd. h. 
E’ = (p,P2 — 919.) F 


gefunden worden. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass wenn in 
einem einfachen Vierecke die Summe zweier Gegenwinkel kleiner, 
gleich oder grösser als 180° ist, der Ueberschuss des Rechteckes 
aus den Abschnitten der durch die Winkel gehenden Diagonale 
über das Rechteck aus den Abschnitten der anderen Diagonale be- 
ziehungsweise positiv, Null oder negativ sein muss. — Bildet man 
zu dem vorstehenden Ausdrucke die analogen, so erhält man: 


Ez 
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E:\ 
PıPa — 19. = F 


E: 
a,(@-+@e,)— a,la, +a,) =rF 95. 


E: 
2,(6 + b,) — b,(0 +2,)= F! 


Demnach verhalten sich in jedem vollständigen Vier- 
ecke die Unterschiede der Rechtecke aus den Abschnit- 
ten je zweier Gegenseiten umgekehrt wie die Flächen- 
inhalte derjenigen einfachen Vierecke, zu denen jene 
Gegenseiten als Diagonalen gehören. Endlich folgt auch 
aus Vorstehendem noch der einfache Satz: dass in jedem ein- 
fachen Vierecke die excentrische Fläche die mittlere 
Proportionalfläche zwischen der Fläche des Viereckes 
und dem Unterschiede der Reebtecke aus den Abschnit- 
ten beider Diagonalen ist. 


$. 18. 


Wir gehen nun dazu über, einige der bemerkenswertheren 
Fälle zusammenzustellen, in welchen ein Viereck durch 5 Stücke 
vollständig bestimmt ist. Zuerst zeigen die Formeln des $. 16. 
unmittelbar: r | 

1) dass ein Viereck durch die vier Abschnitte eines 

Paares G@egenseiten und deren charakteristischen 

Winkel vollständig und unzweideutig bestimmt ist. 

Die blosse Ansicht der gedachten Formeln zeigt aber auch fer- 
ner, dass es zur vollständigen Bestimmung ebenfalls hinreicht, wenn 
die ganzen Seiten e und c, mit ihrem charakteristischen Winkel C 
und ausserdem noch ein Dreieck aus jeder der beiden Complexio- 
nen 7, T, und 7,7, gegeben ist. Denn man würde zuerst 
2F —ce, sin C und dann aus den Gleichungen = 7, +7, 
— T,—+-T, die beiden anderen nicht gegebenen Hauptdreiecke 
berechnen, aus diesen dann nach Nr. 15. j% und Z” suchen und 
hieraus sodann die übrigen Stücke des Viereckes nach den For- 
meln des $. 16. bestimmen. Demnach ist 

2) ein Viereck durch ein Paar Gegenseiten, deren cha- 
rakteristischen Winkel und ein über jeder der ge- 
gebenen Seiten liegendes Hauptdreieck vollstän- 
dig bestimmt. ‘ | 

Da übrigens nach Nr. 18. jedes der Hauptdreiecke 7’ durch die 
drei Vierecksflächen 7'Z#’F"” bestimmt ist, so kann man auch diese als 
gegeben betrachten, und dann eine der Grössen e und c, wegfallen 
lassen, indem die weggelassene sich aus der Gleichung 27 = 
ec, sin CO sofort finden lässt, Demnach ist ferner 

3) ein Viereck durch die Flächenräume der drei in ihm 
enthaltenen einfachen Vierecke, eine Hauptseite 
und deren charakteristischen Winkel vollständig 
bestimmt. 

Wollte man im vorliegenden Falle statt der einen Hauptseite 
lieber den charakteristischen Winkel € weglassen, so würde die 
"Auflösung zweideutig seiu, da C’ aus der Gleichung 2f==ce, sin C 


bestimmt werden müsste. Ferner ist - 
\ / \ 
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A) ein Viereck durch zwei Paare von Gegenseiten und 
den charakteristischen Winkel des dritten Paares 
vollständig bestimmt. Wären gegeben @a,db, und €, | 
so hat man zuvörderst aus Nr. 11. und 47.: » 





2 —_ 125 2 ze ) Be 
De a Linn = au tang? 4 — SR 1 Ss. w. 
1 2cos C = Zus ss (85, —CC,) 


Sind hiermit %, w und %” gefunden, so erhält man durch Division 
von (32) durch (34) den Werth: 
a®b? a,b,” —?2aa,bb, cos % 
a? a, +?2aa, cos (+ Y) 
wodurch sofort auch e, gegeben ist. Wenn aber alle 6 Seiten des 
vollständigen Viereckes bekannt sind, so findet man nach Nr. 10. 
sofort die Winkel A und 2, wodurch wegen Nr. 14. auch die 
Flächen Z'F’7"” bestimmt sind, mithin die Aufgabe gelöst ist. 
Wären dagegen die Grössen aa,b6, und A gegeben, so giebt 
die Gleichung Nr. 4. zuerst i 


2 





d,-—=a”+ra,”’—?2aa, cos A und 


d 2 _b? —) 2 
cos B=- -<— —— — 
205, 


worauf man aus Nr. 34. augenblicklich: 
ed, —a”l? +a,’b,”+?2aa,bb, ces (A+B) 
c,d,’—=a?b,” a,b? +?aa,bb, cos (A— B) 


findet. Es ist daher ganz allgemein 

5) ein Viereck aus zwei Paaren von Gegenseiten und 
einem ihrer charakteristischen Winkel vollständig 
bestimmt. 

Die vorstehenden Gleichungen zeigen übrigens, dass statt A 
auch ‚die Grösse d, gegeben sein kann. Es ist nämlich ganz. all- 
gemein auch - 

6) ein Viereck durch zwei Paare von Gegenseiten und 
die Verbindungslinie der Mittelpunkte eines der 
drei Paare vollständig bestimmt. 

Sind aa,öÖb, d, gegeben, so ist nach der vorigen Auflösung 
A unmittelbar durch die Gleichung 2aa, cos A=a?’—a,’—0,? 
bestimmt und die Aufgabe daher auf die vorige reducirt. 

Ist hingegen statt d, eine der Grössen d, oder d, gegeben, 
2. B. d,, so wird nach Nr. 4.: sale 


24h? — di? 
cos Bi Tnmappn Di 


mithin die Aufgabe gleichfalls auf die vorhergehende zurückge- 
bracht. E 
7) Ein Viereck ist durch zwei Paare von Gegenseiten 
vollständig bestimmt, wenn zugleich in dem von 
ihnen gebildeten einfachen Vierecke die Summe 
zweier Gegenwinkel bekannt ist. 
Ist @a,ö0, und % bekannt, so hat man zuerst aus Nr. A8.: 


aa, — bh 
tan a), ug 2 
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woraus wegen ı(W’ -Y)— W — ip die beiden Winkel.w” und w’ 
gefunden, werden; dann erhält man ce, durch eine der Gleichungen: 
cos 4 sin day 

N a 
und nun aus Nr. 11. den Winkel C aus der Gleichung ?ec, cos € 
—Öb?’+-b,”—a”’—a,’. Ist aber einmal € gefunden, so, lässt 
sich das Andere durch die Formeln der Aufgabe 4) finden. 

8) Sind von den 6 Stücken, nämlich den drei Recht- 
ecken je zweier Gegenseiten und den drei charak- 
teristischen Winkeln, 5 gegeben, so ist das Viereck 
dadurch vollständig bestimmt. 

Welches von den genannten 6 Stücken auch fehlen mag, doch 
wird es immer aus der Gleichung Nr. 9. 


0—=aa, cos Abb, cos B-+cc, cos C 


ohne Zweideutigkeit gefunden werden können. Alsdann geben zu- 
vörderst die Gleichungen (47) die Werthe: 
(ss, — aa,) (ss, — bb,) 
55,(85, — €Cı) ; 
und die Gleichungen Nr. 14.: 
2F"—aa, sn A, 2FP'’—=0Öb, sin BD, 2F ce, sin C, 
woraus man endlich mit Hülfe von (18) und (22) die Formeln 
m F+-F+-F) F+-F—f”) ns 
bb, vos K—Y-A+B) cos 4y—A+-B) 
Hy: FHrF+F)F—F+-fF) 
aa, cos 34 y AD) vos 3 — A+-D) 
IR Sb Msn men OR a br a BE 
aa, c08 2 A-+-C+Y) cos a —A--C+Y) 
entwickelt, aus denen @de und folglich auch @,d,c, gefunden wer- 
den können. 

9) Ein Viereck ist durch die drei Verbindungslinien 
zwischen den Mittelpunkten je zweier Gegenseiten - 
und zwei der Winkel, unter denen sich dieseLinien 
schneiden, vollständig bestimmt. 

Sind 0,0,0, und zwei von den drei Winkeln (d,.) (d4s) (d2;) 
gegeben, so findet man. zuvörderst den dritten: Winkel aus der 
Gleichung (d, ;),-- (d;;) —=180° + (d,,), und: sodann aus Nr. 5. 
die 6 Hauptseiten, womit die Aufgabe als gelösst anzusehen ist. 
10) Ein Viereck ist durch die drei Verbindungslinien 

zwischen den Mittelpunkten je zweier Gegenseiten 

und zwei der charakteristischen Winkel vollstän- 

dig bestimmt. 

Wären also 0,d,d, und z.B. A und 2 gegeben, so suche 
man aus Nr. 6. und Nr. 11. f 


‚3(d,?+0,’)=a: +a,?, 4{d,?+0,°)=6°+b,° 


22 Ba y2 ; 
rd 3 — Ub; 


2cos A 2cos 23 


cc, —(ea, — b5,) 


tang?” 3 —= Ss. W 


a? 





—Raa,,; 


dann wird: 


F 
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(@a-+a,)’ cos A=0,° cos? 41 — 0,” sin? 44 
(2a —a,)’ cos A=0,* cos? 14 —0,? sin? 44 | 
(+ 2,)? cos B=6,? cos? 23 — 0? sin? ıB x 
(4 —2,)’ cos B=0,' cos? 22 — 0,” sin? 12 


woraus sich sofort die Werthe von aa,6Ö, ergeben und die Auf- 
gabe demnach als gelöst zu betrachten ist. 

11) Ein Viereck ist durch die vier Seiten eines seiner 
einfachen Vierecke und durch einen in. dem letzte- 
ren liegenden Viereckswinkelvollständig bestimmt. 

Sollte man z. B. aus #2,5#, und dem Winkel (#5) das Viereck 
bestimmen, so hätte man aus Nr. 10. und Nr. 2.: 


c,?=a: +6? —2ab cos (ab) 
2a,d, cos (a,d,)=e,”+b1?— a? —b*-+2al cos (ab) 
fände hieraus = (ad) + (a,Ö,) und mit diesem Werthe aus (44) 


a a?a,? + bb,” —?Raa,bh, cos v 
2 a? -+- b" — ah cos (ab) 


12) Ein Viereck ist durch drei an einander liegende 
Hauptseiten und die beiden von ihnen eingeschlos- 
senen Hauptwinkel bestimmt. 

Wären also z. B. die drei Seiten #2, und die Hauptwinkel 
(ad) und (@6,) gegeben, so fände man aus Nr. 2.: 


te 
ce? =a?-+b,?—2ab, cos (ab,); 


alsdann wäre B—= (a6) + (eb,) und aus Nr. 9.: 
a,” =c?’+c,”—a’+?2%bb, cos B, 


womit die Aufgabe als gelöst zu betrachten ist. 

Es mag an diesen Aufgaben genügen, da aus ihnen zur Genüge 
erhellt, wie man in ähnlichen Fällen zu verfahren haben wird. Im- 
mer wird es möglich sein, eine solche Combination der gefunde- 
nen Formeln anzugeben, dass das Viereck aus fünf unabhängigen 
Stücken sich bestimmen lässt, dafern nur eine solche Bestimmung 
überhaupt stattfinden kann. — Uebrigens ist jedoch zu bemerken, 
dass in allen den Fällen, in welchen die Grösse a durch eine tri- 
gonometrische Funktion gefunden wird, wie dies z. B. in der Aten 
und Sten Aufgabe der Fall war, die Auflösung nur dann wirklich 


bestimmt ist, wenn sich anderswoher entscheiden lässt, ob vS 180° 
ist. Kann eine solche Entscheidung nicht erhalten werden, so thun 
in der That immer zwei Vierecke der Aufgabe Genüge. 

$. 19. 


Zum Schlusse wollen wir die gefundenen allgemeinen Formeln 
noch auf das Sehnenviereck anwenden. Da in diesem bekanntlich 
y= 180°, W =" —0° ist, so ergiebt sich sofort, dass: 
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(ae) =(a,c) = MW — 4A+ C) 
(ac,) =(a,c.) =M — H—A+ 0) 
(de)—= (b,c,) =4{B-+ C) — W° 
(de,)=(d,c) = MW — ıB— C) 
(ab) = 180° — (a,d,) = 4(B — A) 
(ad,)=180° — (ad) =H2+A) 


96. 


wird; folglich geben die Gleichungen 34, 38 und 42, wenn man 
statt der jetzt gleich werdenden Grössen /, und f,, e, und e,, 
d, und d, bloss die Zeichen fed oline Index schreibt: 


"fS’=a”+a,”-+?aa, cos C=b?-+b,” —26b, cos CC, 
e—c?—+-c,’—+ ?2cc, cos B=a’—+a,’-+2aa, cos BY} 97. 
d—b? + b,’ — Mb, cos A=c?—+c,’ — cc, cos A 


Demnach gehören zu jedem einfachen Sehnenvierecke drei Diago- 
nalen, von denen zwei unmittelbar durch die Figur, die dritte 
hingegen dann gefunden werden, wenn man irgend zwei belie- 
bige neben einander liegende Seiten des Viereckes mit einander 
vertauscht. Ferner wird aus (32) erhalten: 


cf =al +a;), 

cef=ab, Hal 
d.h. in jedem einfachen Sehnenviereck erster Form ist 
das Rechteck aus beiden Diagonalen gleich der Summe 
der Rechtecke aus je zweien der Gegenseiten. Eben so 
findet man aus Nr. 36. und 40. unter der Voraussetzung dass 


a>a, und >b;: 


db, = ce, —an,, ‘aa, = cc, —bb, 
99, 


ce, aa, + bb, 
| 08. 


be =ac —a,c,, ad —=be —bic, 

be=ac, —a,c,;, ad=be, —b,c 
d.h. in jedem Sehnenviereck zweiter oder dritter Form 
ist das Rechteck aus beiden Diagonalen gleich dem 
Ueberschusse des Rechteckes aus beiden sich schneiden- 


den Seiten über das Rechteck aus beiden sich nicht 
schneidenden Seiten. Endlich wird, wenn man zur Abkürzung: 


23, —ata rbb, 
28’ —=a-ta, Here 100. 
2" —b+-b,+c-ec, 
schreibt; nach Nr. 45. 
F’=(s —ao) ( -a,) ( —d) (s —5,) 
Fr? —(s —.a) ("7 —a,) (" —ec) (s' zum) 101, 


Fr —=("—b) ("—B,) ("— ce) (7 — e,) — bb,ce, 
Theil I. 173% 
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Durch schickliche Verbindungen der Gleichungen (98) findet man. 
ferner: 

aa, tribb, zab+ab, Lab+ra)b, =ce, t+ef+ef.. 102. 
d. bh. die Summe der sechs Rechtecke aus je zweien Sei- 
ten eines einfachen Sehnenviereckes erster Form ist 
gleich der Summe der drei Rechtecke aus je zweien sei- 
ner drei Diagonalen. 

__laa,+-bh,) (ab+a,d,) ce __ab+a,b, 


ce == 





aa uni eb 
KR (aa, -+bb,) (ab, a,b) ec „aa, bb, 103 
a ebra,b, ıı foyab, Hard i 
f _lab+a,b,) (ab, +ab) c, __ aa, +bb, 
IRB, aa, + bb, TE rTmRabrr- 6,8 


c?c,f’—=(aa, +bb,) (ad +a,b,) (ad, +a,0) 
EN ee N LI ee 
Cl 131222707 910, 0) 
(4 #f)=(a#b,) (a, #2) | 
Die Gleichungen (103) lassen sich auch als unmittelbares Ergebniss 
der Formeln (53) und (54) betrachten. Auf die nehmlige Weise 
kann nun auch jede Seite des Vierecks bestimmt werden. Denn 
nach (99.) ist: | 
_lec, — bb,) (be bıe,) 


| 104. 


a: __ (ec, —a@,) (ae — a,c,) 


b? 





be, — bc 3 R, ac, —a,c 105 
a - oe hr ee) (ac, —a,£) d. 
ce —5,C, ec — @4,C, 
ingleichen: 
a_ be—be, 5b__ac—ascı 106 
a, Ti bone sd. RC man x 


u. s. w. Ferner ist nach Nr, 2. auch ER y 
— a? +a”?— 0? +b’—Xab +a,b,) cos (a,d,) . 
| —2%/..cos (@,2,) 1 
— a? +a,?+0b?—b,’—=%ab, +a,b) cos (a,b) 
—2%c,f cos (a,d) 
und hieraus folgt durch Vergleichung mit Nr. 11. sofort, dass_die 
Durchschnittswinkel der Diagonalen cf und e,/ nothwendig resp. 


gleich (@,5,) und (a,ö) sein müssen. Es ergiebt sich demnach 
auch wegen Nr. 96. und Nr. 11.: 
a? — a,’ —+b? —b,? er! 
Malta) ° ger 122) 
a? — a, —b? —+b,? 
ab, +0,b) 
»+b?—a?: —aı? 
aa, +bb,) 


07. 


=cos 4{ 3 +4)) 108. 


eg C 
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und hieraus auf bekannte Weise die Formeln: 


sin (BEN, ar = le) 
sin (Br, cos? B+-A)= eu 109. 
sin? ıCc er teh), cos? nC auch a 
ingleichen: | 

{ Br (s—b)_\, 

tang? 4 — A)= Glopn: (3, ; 

anird-3 2 Sry 2) (s—.B,) 

tag? (BAHN) =GIZ JG | 19 

_(s-b) sh) 


tang? ıC ETTRE WIR VD 
Zugleich aber ist auch, wenn man den Halbmesser des dem Pas: 
eck umgeschriebenen Kreises R nennt, | 


2F—ecc, sin C—ef sin {B—- A)—=e,f sin BA) 


B2sin ld Rsin 42 — -A9)T 4B+4) AF. 7111. 


32 (aa, + 20,) (ab-+a,b,) (ab, +8,2) 
=. (s—a) (s—b) (s-a,) (s—,) 


Es verhalten sich demnach die drei Diagonalen des ein- 
fachen Sehnenviereckes, wie die Sinus der in den zuge- 
hörigen Kreisabschnitten liegenden Peripheriewinkel, 
oder wie die Sinus der Winkel, unter denen sich die 
beiden anderen Diagonalen schneiden. — Zugleich ist 
auch das rechtwinkliche Prisma, das den Flächeninhalt 
des Viereckes zur Grundfläche und den Radius des um- 
schriebenen Kreises zur Höhe hat, gleich dem vierten 
Theile. des rechtwinklichen Parallelepipedums aus den 
drei Diagonalen desselben. 
Durch einfache Multiplication findet man aus 109, 
sin 4([# — 4) sin BAREANET s—a 


— 








sin 4C WERT; 
cos (A — A) vos HD + De s— 4A, 

sin 30 

A ste 

sin {2 -+-4) cos {2 — NM. BES Ar 

cos 3C fi 
cos +2 +4) sin {DB — 4) _ s—b 

cos 4C EmeT 

u. s. w. woraus unmittelbar auch: 

En 30, Hg 2 Arzaı 
N ee | en 13 
sinyd__D—b, cs 34 __ bb, ? 
2 Pie DE: Yo 


127° 
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und: 
ad 4, 
a —d, 


i Eee 114. 
tang 4.4 tang = | \ 
1 


tang 42 tang = 


folgt. Ferner ergiebt sich: 


\ 


s—a | 
— sin #B +4) sin 42 — 4) cos 30 
ic Mn U En EFT 7, 2 ae un 
7 Acos 423-4) cos 4{ BR — 4) cos 40 4 
Bi | 115. 
— keos HB+A) sin BA) sin 4C 
pGbena) (hd ne 3 
—Asin 424) cos 42 — A) sin 40 / 


Es ist ganz unverkennbar, dass die Formeln von Nr. 108. bis 
115. das Analogon zu den Formeln für das geradlinige Dreieck 
bilden. Trotz ihrer grossen Einfachheit und Eleganz scheinen sie 
‚ doch bis jetzt noch gar nicht gekannt zu sein, weshalb die aus- 
führliche Mittheilung derselben hier nicht am unrechten Platze sein 
möchte.- Die Untersuchung über die Eigenschaften der Sehnen- 
vierecke aber noch weiter zu treiben dürfte kaum der Mühe loh- 
nen; die gehörige Verbindung der hier entwickelten Formeln wird 
fast immer hinreichen, jede verlangte Untersuchung zu Ende zu 
führen. Nur folgende Ausdrücke mögen hier noch Platz finden, 
da sie bei vorzunehmenden Transformationen gute Dienste leisten: 


0—aa, cos} A-+-C)cosz;( J—C)-rbb, cosz(B+-C) cos{{(2—-C) 
0—aa, sint( B+A) sin! B—-A)-+cc, cos}(B+C) cosı(2-0)) 116 
0—b, sin!(3+4) sin! (B—-A)—ce, c0os4(A-+-C) cos!( A—C) 


Mit ihrer Hülfe findet man für den Flächenraum D des von des 
ıdrei Diagonalen gebildeten Dreieckes die merkwürdige Gleichung, 


D°’—F?—R%* sin (A+-C) sin (B++-C) sin (CA) sin (B—C) 111. 


$. 20. 


Endlich sind noch die Werthe zu bemerken, welche beim Seh: | 
- menviereck für die einzelnen Bestandtheile des zugeordneten Drei: 
eckes erhalten werden. Man findet zuvörderst aus Nr. 64.: 


a cos? {2 -+-C) ga cos? XB—C) 


0.7, sinBsinC 7! asn2snC 
ken b cos? 3JIC-+A)__ h b, cos? 4UC— A) 118 
Pd; . b, sn AsnC 7 ? 5bsinAsinC ; 


RR SE: sin? ar 2) 28 c, sn? 42-4) 
1 c;,snAsn2 7 ®’ csnAsin2 


also auch: E 
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Bu eos yB-+-C) cos 4«B—C) 
ET sin 2 sn © | 


cos 3(C+-A) cos HC— 4) 119 


p—=J. sin A sin © 
—g,.,n MA Aysin(2 — 4) 
Kia 92,: sin 4 sın 2 


Ferner wird nach Nr. 69.: 
aa,bb, sin? 4 AD) sin® 3(2 — A) 


MT core sin 4sin 2 sn C 
_ bbıccı cos? 2 +0) cos? „(2 — €) 120 
aa, sin 4 sin 2 sin € h 
__@d,cc, 608? YUC-+4) cos? 3(C — 4) 
u 177 Pan en sin A sin 2 sin C j 


woraus denn mit Hülfe von 116. sogleich: 
a Ar 0 
"RFEF TT32FFF 
AP _ 40120320, 
"2ER 7 32KEF” 





Ge di 


‚sin? (d,,)], 


‚sin? (d,,)} 121. 





.sin? (d,,) 
a Win (d, .) 


sin eg, — sin (d,,)} 122. 
AR" 


sin (ßy) = 30, sin (d,,) 
folgt.. Man erhält dadurch unmittelbar den merkwürdigen Satz: 
(aß) = (d, .) 


(ay) = 180 — (d, ,)\ 123. 
(fr) = 180 — (0; ,) 


so dass im Sehnenvierecke die zugeordneten Winkel unmittelbar 
aus den Winkeln gefunden werden können, unter denen sich je 
zwei Verbindungslinien zwischen den Mittelpunkten der Gegensei- 
ten schneiden. | 

Wie nun im Vorstehenden die allgemeinen Formeln auf das 
Sehnenviereck angewendet worden sind, so könnte das auch in Be- 
zug auf das Tangentenviereck geschehen. Indessen würde dadurch 


theils die gegenwärtige Untersuchung allzuweit ausgedehnt werden, _ 


theils erfordert das T’angentenviereck noch eigenthümliche, von den 
bisher geführten, ziemlich abweichende Erörterungen. Ich spare 
daher diesen Gegenstand für. eine undere Zeit auf, wo ich dann 
zugleich auch die Eigenschaften der vier merkwürdigen Punkte 
der Haupt- und Nebendreiecke näher betrachten werde. 
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Beweis eines geometrischen Satzes. 
Von = 


Herrn Thomas Clausen 


zu Altona. 


Beschreibt man in einem Kreise ein Dreieck, dessen zwei Sei- 
ten mit gegebenen Linien parallel sind; so ist die dritte Seite eine 
Tangente eines andern concentrischen Kreises. Durch die ortho- 
graphische Projection auf eine gegen die Ebene der beiden Kreise 
geneigte Ebene werden die sämmtliehen Parallelen: wieder parallel, 
und die Kreise ähnliche und ähnlichliegende concentrische Ellipsen. 
Man sieht hieraus, dass die dritte Seite jedes in eine Ellipse ein- 
geschriebenen Dreiecks, dessen zwei Seiten mit zweien beliebigen 
gegebenen Durchmessern parallel sind, eine ähnliche, ähnlich- 
liegende concentrische Ellipse berührt. 

Da die Parabel und Hyperbel aus dem Kreise nur durch Cen- 
tralprojection entstehen, wodurch die Parallelen im Allgemeinen 
nicht wieder parallel werden; so lässt sich auf diese Art nicht die 
Curve finden, die von der dritten Seite jedes in jene beiden einge- 
schriebenen Dreiecks, deren zwei Seiten mit gegebenen Linien pa- 
rallel sind, berührt wird. Ich habe daher diese Curve auf folgende 
Art für alle Kegelschnitte analytisch bestimmt. 

1. Statt der rechtwinklichten Coordinaten 2,=AN, y=MN 
des Punkts M (Taf. IV. Fig. 1.), nehme ich, wenn AN und MO 
mit den ‚beiden gegebenen Linien. parallel sind, und also einen 
constanten Winkel MON = © einschliessen , schiefwinklichte 
x2=—=A0, y= MO. Auf diese Weise wird 


x, =r+4y cos ©, y, =y sın ©. 


Der Kegelschnitt sei eine Ellipse oder Hyperbel, und die rechtwink- 

lichten Coordinaten x,, %, auf den Mittelpunkt der Curve als An- 

fangspunkt bezogen, die Axe der x, sei mit einer der BeBebenen 

Knien parallel. Die Gleichung der Curve ist demnach von. der 
orm: 


da,2,+2Bz,y, +Cyy + f=). 


Substituirt man hierin die obigen Werthe von z, und y,, so findet 
man ebenfalls die Gleichung mit schiefwinklichten Coordinaten von 
der Form 


az + May cowy+f=®. (l) 
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Es sei-also M der Mittelpunkt der Curve (Taf. IV. Fig.2.); MQ 
und MP die Axen der x und y; ABC ein in der Curve einge- 
schriebenes Dreieck; die Seite 42 mit MP, und die Seite AC 
mit M@ parallel. Die Coordinaten des Punkts 4 seien 8, v; die 
Coordinaten des Punkts 2 seien &', v'; die Coordinaten des Punkts 
C seien; &"', v’; so ist offenbar v—=v"—=AD, und E=&'= — DM. 

Ich nehme an dass keiner der Punkte A, 3, C unendlich weit 
entfernt liege, oder dass weder 42 noch AC mit einer Asymp- 
tote der Hyperbel parallel sei; in welchem Falle 3C mit dersel- 
ben Asymptote parallel wäre, oder unendlich weit entfernt läge. 
Die Linie AC, deren Gleichung „=v=AD ist, schneidet 
also die Curve in zwei Punkten; ‚eben so 42, deren Gleichung 
x2=—=&£=— DM. Demnach können weder @ noch ce der Gleichung 
(1) verschwinden. Es sei nun die erste willkührliche mit M@ pa- 
rallele Seite des Dreiecks AC gezogen und 4D=v, so werden 
die beiden Werthe von x, die diesem Werthe von % entsprechen, 
5=— MD, und &’= ME die Wurzeln der Gleichung 


axzx + 2bzv + cw + f=V0 
hu Erg 
N 


BERN a 
!=-—-, + } 


a 


wenn man Y positiv nimmt und YY== (dd — ac)vv — af setzt. 
Die beiden Werthe v—= DA und Y’= DD sind die Wurzeln 
y der Gleichung eyy + Miy-+ a5 + f=0, also ist 
2bE 
vF Vi — Sa oder 
2bh 2) 
v’=(7-) te Y. 
Die Gleichung der durch 2 und € gelegten Linie ist: 


(v” | v)x + (8 — Ey ir Er! HER Ey” —( 


der offenbar durch Substitution der Coordinaten von A: z—=L!, 
y=v'; und von €: 22", y=v” Genüge geleistet wird. Sub- 
stituirt man in diese die für ==£, &”, v und v"—v. gefundenen 
Wertle, so findet man die allgemeine Gleichung für die Linie 2C: 


KBL—acw-HöVie-te.Y.y-Hif—0. (2) R; 


Der Berührungspunkt mit der Curve, die alle diese Linien berühren, 
ist der Durchschnitt von einer beliebigen mit einer unendlich we- 
nig verschiedenen derselben. Es sei die Gleichung einer Tangente 


4x +By+ C—0 
so ist die Gleichung der unendlich wenig verschiedenen Tangente: 
dA dB dt 
MU ZB y HH! 
deren Durchschnittspunkt mit dem Durchschnittspunkte der beide 
Axz + By+ C=V0 
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dA, dB de 
Nr Be 1 7 1 Zu u Ur re a | 
identisch ist. Die Coordinaten desselben seien 2x’, y=y'; so ist 


k de dB 
BE) 


dB dA 
AZ) Fr BB) 


I 


ar 
dA dc. 

Er 1 

mdrdB dA 

AI PH) 

Nach der Gleichung (2) hat man; 
A=(bb—acov+EbY: B=c), C=Öf; 
dY__ (bb— ac . 





folglich da = JEnzt t 
y dA 7 dB de 
AAEIFT. 4 Z)=0 .%—+ Y; 1 Miu, > Zw; z)>=! 
also 
WE HAIR BO IE bY 

Mana a’ 97 Tac ac 

und 
’ J b2f D 
axx +2öxyreyy+; =) (0) 


Beide Curven (1) und (3) sind also zugleich concentrische, 
ähnliche und ähnlichliegende Ellipsen, oder Hyperbeln 
zwischen denselben Asymptoten. 

2. Ist die gegebene Curve eine Parabel und der Anfangspunkt 
der Coordinaten im Scheitel derselben, so wird die Gleichung für 
die Curve auf die mit den beiden Seiten des Dreiecks parallelen 
Axen bezogen: 


(ax + by)? + ?2cx + 2dy —=0 | 
und wenn .man wie oben-verfährt, und YY=c? + 2auldce — ad) 
setzt: r 
alv + c Y. 
a m 





s=— 


abv +€ Y 
Tr un. a5 





&” ‚a 


v und v’ sind die beiden Wurzeln y der Gleichung: 
0? y?” + 2ylabE + d) + a?”&” —+-2cE; also ist 
1 aa 
b? 


a A ar ag, 
Nraihlrın? ug oz 





v-V—=—?2 


und die Gleichung für alle dritte Seiten des Dreiecks: 
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ajbee— ad +bY\2+0?Y.y—bulbe— ad) — cd+uY. 


Es ist also 5 
I4A=albe— ad+ bY); B=UY, C=—bvlbe — ad) —cd+-dY, 
und da 
dY _ albe—ad).,, 
2y De ir Y 1se: 


Y dA YoDrı Y de 
a N nF a Ted N; 
ne ah 2 
also A en 7° ‚= 
N el bin Y 
Yen rt 


(a2’ + by)? + 2c2 + Liy = — (EZ. i 


Beide Curven sind demnach auch zugleich Parabeln mit glei- 
chem Parameter, deren Hauptaxen zusammenfallen. 

3. Hiernach ist es leicht in jedem Kegelschnitte. wenn es 
möglich ist, ein Dreieck zu beschreiben, dessen zwei Seiten mit ge- 
gebenen Linien parallel sind, und dessen dritte Seite durch einen 
gegebenen Punkt geht. Man beschreibe nemlich ein willkürliches 
Dreieck 4,2C, dessen Seiten A, und A,C mit den gegebenen 
Graden parallel sind, und dessen Spitzen 4,2 C auf dem Umtengb 
der gegebenen Curve liegen. Mit 2°C parallel (Taf. IV. Fig. 3.) ziehe 
man, wenn es möglich ist, die Tangente 2’C’ an die gegebene 
Curve. Vom Mittelpunkte M der Curve ziehe man eine Linie an 
den Berührungspunkt 7”, die die Linie 2C in 7 schneidet; so ist 
T der Berührungspunkt der zweiten Curve, die mit der gegebenen 
ähnlich, ähnlichliegend und concentrisch ist. Es ist MT’: MT 


b . . . 3 ® 
=7=: 1 für alle eingeschriebene Dreiecke constant. Es sei A 
ac 


der Punkt, der auf der gesuchten Tangente AU an die zweite 
Curve liegen soll; zieht man mit dieser parallel 4’U’, die die ge- 
gebene Curve in U’ tangirt, und die Linie MA in 4’ schneidet; 
so ist ebenfalls MU: MU'’—= MA: MA—= MT: MT‘. Folglich 
müssen AT uml A’T’ auch parallel sein. Man ziehe demnach, 
nachdem 7’ und 7” bestimmt sind, 7A und die Parallele 7’ 4’, die 
die Linie MA in._A’ schneidet, und von Ä’, wenn er nicht inner- . 
halb der gegebenen Curve liegt, in welchem Falle die Construction 

‚unmöglich ist, eine Tangente an die. gegebene Curve, so ist die 
durch A gezogene mit ihr parallele die gesuchte Linie. 

In der Hyperbel ist keine mit 2C parallele Tangente möglich, 
wenn B3C beide Aeste schneidet. Die Hyperbel, die alle Linien ZC 
berührt, liegt in diesem Falle in den Nebenwinkeln der Asymptoten. 
Es sei die Gleichung der gegebenen Hyperbel auf ihre Asymptoten 


VoYs ige (4) 
so ist in diesem Falle die Gleichung der von 2C' berührten Curve 
Uayı — mf; (5) 
wo 2 positiv ist. Beschreibt man die zu dieser Hyperbei supple- 
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mentaire,'im:der jedem Punkte dessen Coordinaten in der einen 
Xz, %Y., in der zweiten ein Punkt, dessen Coordinaten &, = x,, 
v, =—y, sind, entspricht; so wird die Gleichung für dieselbe 


Senf, 10 
Diese Hyperbel ist mit der gegebenen ähnlich, ähnlichliegend und 
concentrisch. Ebenfalls wenn eine Tangente an die Curve (d) 
durch einen Punkt geht, dessen Coordinaten «, $ sind, auf die 
Asymptoten bezogen, so geht die Tangente an den entsprechenden 
Punkt der Curve (6) durch einen Punkt dessen Coordinaten &, —ß 
sind. Es seien Taf. IV. Fig. 4. die Asymptoten der beiden Hyper- 
bein AB und CD, ab die dritte Seite eines Dreiecks, das in der 
gegebenen Hyperbel eingeschrieben, und dessen zwei Seiten mit 
gegebenen Graden parallel sind, welche Linie also die Curve (5) 
berührt. Es soll nun durch F’ eine Berührende an dieselbe Curve 
gelegt werden. Die entsprechende Tangente der Hyperbel (6) geht 
durch den Punkt #", wenn man Z@=@F’ macht und FF’ mit 


der Asymptote AB parallel zieht. Die der Tangente a6 entspre- 


chende Tangente der Curve (6) ist a’, wenn man aM Ma 
macht. Man construire also: wie oben eine grade durch Z" gehende 
Linie, die mit 60’ zugleich eine mit der gegebenen ähnliche, 'ähn- 
lichliegende, concentrische Hyperbel berührt; so geht die gesuchte 
Linie durch # und den Durchschnittspunkt der eben gefundenen 
mit der Asymptote CD. 

Sind die beiden Curven Parabeln, so schneiden alle parallele 
- Tangenten ZC und B2’C' von der grossen Axe gleiche Stücke. ab. 
Zieht man also durch den gegebenen Punkt 4 (Taf. IV. Fig. 3.) 
‚mit der Hauptaxe eine Linie parallel und macht 44’ dem auf dieser 
Axe von BU und 2’C’ abgeschnittenen Stücke gleich, zieht darauf 
aus A’ eine Tangente an die Parabel, so ist die mit ihr durch 4 
Henodene Parallele die gesuchte Linie. Ausser den angegebenen 

ällen sind keine vorhanden. | 


# 





XXV. 
Ueber die neuesten Erfindungen in der Theorie 
der bestimmten Integrale. 
Von 
dem Herausgeber. 


Erste Abhandlung. 


Diese Abhandlung eröfinet eine Reihe von Abhandlungen, in 
denen wir nach und nach von den neuesten wichtigern Erfindungen 
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in der Theorie der bestimmten Integrale ausführlich. Nachricht er- 
theilen, überhaupt mit der Zeit eine vollständige Theorie der be- 
stimmten Integrale zu liefern suchen werden. Dem Zwecke dieser 
Zeitschrift gemäss beginnen wir mit einer kurzen Darstellung der 
wichtigsten allgemeinen Hauptsätze von den bestimmten Integralen, 
auf welchen alle folgenden Untersuchungen vorzüglich beruhen, 
und einer kurzen Entwickelung einiger: sonst schon bekannten be- 
stimmten Integrale, die bei andern ie hnchufeen besonders häu- 
fig in Auwendhne gebracht werden: | 


1. 
Die wichtigsten allgemeinen Hauptsätze von den be- 
stimmten Integralen. 


$. 1. 


Wenn überhaupt 


SI(z)d= = y(®) | 
gesetzt wird, wo, wie wir offenbar anzunehmen berechtigt sind, 
die willkührliche Constante in der Function, (x) schon einge- 
schlossen sein soll; so nennt man die Differenz 


(2) — Yla) 
das von z=abis z=b genommene Integral Sf(z)dz, 
und bezeichnet diese Differenz am besten und einfachsten durch» 


Ye a)az; 


so dass also 


gu) — yle)—/ ade 


ist. Auch nennt man 
dir 
S,rsoar 


das zwischen den Gränzen @ und 2, für z als untere und 
& als obere Gränze, genommene Integral /f(z)dx. Ein 
jedes solches zwischen bestimmten Gränzen genommenes Integral 
wird aber überhaupt ein bestimmtes Integral genannt. 


g. 2. 
1. Weil, indem wir immer wie vorher überhaupt 
| I f@)dx — 9(&) 
setzen, nach dem vorigen Paragraphen 


S,r@)de = 9b) — Ha) 


und 


/ 7 (z)dr = Yla) — pP) 
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ist; so ist offenbar jederzeit 


y Ia)de = —f fa)dr 


. oder 


/ 


[;r@)da + [,fo)da ==i0: 

2. Weil ferner nach dem vorigen Paragraphen 
SL r@)da = ya) — yla), 
[rar = 9 — Ho); 
Srerde= Hr — HB), 

u.'Ss. w. 
ug 

J, ro)dz = Hu) — 9) 
Sre)dz = 90) — Hu) 


ist; so ist jederzeit, wie man sogleich findet, wenn man auf beiden 
Seiten der Gleichheitszeichen addirt, 


} Ir (2)da + FR "Ha)dz + IE A z)da+ ... 


u b 
Ba IE Floyd +, Y. fla)da 
= pl) — Ya), 
und folglich, weil nach dem vorigen Paragraphen 
b 
S,r@)dz = pt) — 9a) 


ist, jederzeit 
| ,rie)da 
— S pa)ar + f fo)da + f „a)da ORTR 
IR / Floyd + 7 „oda, 


wie gross auch die Anzahl der durch «, , y, ... A, # bezeichne- 
ten Grössen sein mag. i 
3. Wenn A eine constante Grösse bezeichnet, so ist bekannt- 
lich jederzeit 


SAflz)dz = A [f(z)dx = Aplx).- 
und folglich 


5 Sar@yde — Ay(b) — Ayla) = I\yll) — yla)), 


nn 
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also, weil nach dem vorigen Paragraphen 


Srode = yl) — Ya) 


ist, immer 


i [ "Arla)da— 4 /; Azydz. 


4. Wenn, indem A, A,, A2,... An lauter constante Grössen 
bezeichnen, 


F(2) = Afl@) + Afı(@) + As Flo) +. .+ An/n(x) 
ist; so ist bekanntlich jederzeit 
/F(z)dz — A JrE)dr + A, SF (z)dz g” A, Leg? +. 
al Zee, 
und folglich, wenn wir überhaupt 
/fz)dae = ylx), 
JFl)dz = yı(), 
SIı(2)dx = Y,(®), 


u. S. w. 
SA)ydz —= Pnlz) 
setzen, 
.  SFla)de = Ayla) +4,91) +4,98)... 4 Anpale), 
also nach dem vorigen Paragraphen 
r j 
[.Fe)de=  A/gl) — Yla)} 
+ 4,19,() — pı(a)} 
+4, {P2(6) — pl) 
+ AntPn(8) — Yrla)}; 
 d. i. nach dem vorigen Paragraphen offenbar 
B | [‚Fe)dz 
B a. 
= A| Ha)da + 4, / oder A,f Sıodde.:. 
b 
+Anf Sta)dx. 


s3 
Wenn wir wieder überhaupt - 
SHa)de = pa) 


setzen, so ist nach dem allgemeinen Begriffe des Integrals be- 
kanntlich 


/ 
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Ya)—=fle). 


wo g'(x) wie gewöhnlich den ersten Difierentialquotienten ah 
Function y() bezeichnet. Setzen wir nun, indem # eine beliebige 
positive ganze Zahl bezeichnet, 
hb—a 
n 





es! 
so ist nach einem bekannten Satze °) 
pa +)=yla)+ ifla+ 9), 
la + Ü)—yple +) + ifla ir 9), 
y(a + 3i) = yla + 2) + ifla + % 4 9,0), 
u. 8. w. | 
yla + (2 — 1):) &— yla + (2 — 2)2) + ifla + (n — 2) + 92-22), 
.  pla + ni) = pla + (» — 11) + ifla + (a — 1 + 9-43); 
wo ©, O,, 9, ... 0-2, On—ı lauter positive die Einheit nicht 


übersteigende Grössen sind. Addirt man jetzt auf beiden Seiten 
der Gleichheitszeichen, und bemerkt, dass 


b=a+taxi 
ist;-so erhält man sogleich die Gleichung 
| y(2) — Yla) 
=: fla +9) HS +ir9 d)-+-- hr flat ner Geraill, 
also, weil bekanntlich re 2 


PR Ya)da = 90) - la) 


ar a)dz 


— it Ma +9) HLa+i+9 9) +-. Hat» 1)i+ 0]; 

Wenn positiv ist und die Function /(.) fortwährend wächst, 
wenn man sich x von z=a bis 2 ==Ö stetig verändern lässt; 
so ist, weil ©, ©,, ©,,...:©,-ı lauter positive die Einheit nicht 
übersteigende Grössen sind, offenbar ohne Beziehung der-obern 
und untern Zeichen auf einander: 


fa +9) f(a), 


fa +i+0 )Zfle +1), 


ist, 


Sa +H+O Zar), 
u. 8..W. 


fa+@— 1 +91) Z/@ + (@— 1) 


“ ®) Theil I. XLVII. &. 6. 
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und 
la En € ©:i) .fa+ 2), - 
far+i+9 1) ZIa+ 2%), 
Sa+Ri+ 9,;:) —/(a +3), 
\ u. Ss. w. 
fa + (nr — 1) + On) Z/le-+ mi); 
also °) 


Fa+9M)-+fla+i+ 9)... +fla + (a 14-1) 
ZI) +fa +) +fae +2%)-+ ...-+/(a + (»— 1) 
und 
Sa+9) + fa +i +9) +... + Hr — 1)i+9.-1:) 
fa +) +fa HD +/@+ 3) +... +fla+ ni); 
folglich, weil nach der Voraussetzung 2 positiv- ist.**), 
fa +9) +-fla+irO9 :)-+ ... +/fla+(» — 1) + On-12)} 
kai Affe) + fe FÜ FFC HN) +... +f@a + la Di) - 
und | | - 
fa + Hd) +fle+:i+9,d+ :.:-+fle-+(»r— Di+9-12)} 
it fla +) +S/e +2) + fa +3)-+...+fla+ n)). 
Setzen wir also hier und im Folgenden der Kürze wegen 
S—ilfla) +fa +) +fa+%)+... +fla + — DM), 
I —=ifla +) +fe +23) +fle + 3)+...+/l@ + »)}; 
so ist nach dem ee | 
sZ/ Na)de Z 
d. h..es ist hs f(z)dx eine Mittelgrüsse. zwischen 2 und 2’, oder 


in der aus Theil I. XL. $. 33. bekannten Bezeichnung der Mite 
telgrössen: 


| se)de—= mi, >). 


Wenn wieder, ö positiv ist, die Function f(x) aber fortwährend 
abnimmt, wenn man sich x von 2 =e« bis == stetig verändern 
lässt; so ist, weil ©, ©,, ©,,... ©,„-ı lauter positive ‚die Einheit 


°) Theil I. XL. 8. 2. $. 3. 
°°) Theil I. XL. $.42, $. 13. 


272 


nicht übersteigende Grössen sind, ohue Beziehung der obern 
und untern Zeichen auf einander: 


fa +09) Z/(a). 
Fla+i+09 1) Zfla + i) 


Sa+%+09) Zfla +2), 
U. S. W. 


la+ (2 — 1) + 9-18) Zfe+ (2 — 1)s) 


und 
fa +) Ze +), 
fa+i+ 901) Z/la +2), 
Sla+% + 0;i) > fa + 33), 
u. S. w. 
la + (r — 1): + 02-12) > /la —+- ni); 
also 


fa+9)+fa-+ir+9d) +... +/ae + (2 — 1)i-+-9,_8) 
Ze) Ha +) +fa+2)+...+/a + Di) 
und 

Sa +) +fe +ir9d) +... +flee +» —-Vi+-9.-1) 
ZIa +) Ha HB) Ha +3) +... +fla+ m): 
folglich, weil nach der Voraussetzung 2 positiv ist, 

fa Hoi) +-fa+i+9 8)-+ ...+fla+(» — 1) + On} 
Zif) Hfa rt) Ha +3) +... +fa aD 
und 

il far) +fle ri +9 d+ ... +flea-+(r — Di 9n-18)} 
ZUf@ HN) Ha +2) HfC@+3) +... + flat}; 
d. i. nach dem Vorhergehenden 

| Ei [r@)da ER, 
und folglich wieder 
[rede =m2, 2). 
Wenn £ negativ ist, und die Function /() fortwährend wächst, 

wenn man sich x von z==a«a bis 2 =—=Ö stetig verändern lässt; 


so ist, weil ©, ©,, ©,,...©„-ı lauter positive die Einheit nicht 
übersteigende Grössen sind, wieder ganz wie vorher 
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la -+©i) +fla+ +9) +: .+fla+ (2 —1%-+ 0121) 
ZIla) + Ha +) + fa +3) +... fa + (a — 13) 
und’ ” a F | \ 
Sat) +fea+i+9,9)-+... + fe +(2— Mit 9-1) 
/la+ +fl@a + 2%) +fe+3)+.. .+/(@-+ ni). 


Weil aber jetzt nach der Voraussetzung & negativ ist; so ist 
fa +®)+flaHi+9, +. +fla+@— 1) + On) 
Zi H+fa +) Hr Sa +2) + RR +fla + (n — 1) 
und neh Nahrnhe 
aM -+fa-+i+9 +... fa +(2» — Mi + HN! 
ZU Hd Ha FB) HI@H 3) +... Hat m}; 


_ also nach dem Vorhergehenden 


— (ft = 
37 /, fo)da Z 
uni folglich wieder L 
FEDER fi o)de= MS, 2) 


Wenn ö negativ ist, und die Function /(x) fortwährend ab- 
nimmt „wenn, man sich z von 2a bis; «= Ö.stetig' ‚verändern 
lässt; so ist, weil 9, 9,5 Os... %_ı lauter positive die Einheit 
nieht übersteigende Grössen sind, ganz wie oben 


 fla+ Oi) + fe +i+r O.)+...+f(a Be (” — 1% +09,-.18) 
ZI) + Flat DH La 2 + /ta+ le Di) 
und 
fa +9) + fat i+ er +... + fa + Ri 9n1) 
fa +) Hs HD) ESCHE. ES). 
‚Weil aber jetzt nach der_ Voraussetzung, ö negativ. ist, so, ist 


fa +) ++ ir) flat Ni+9r-)) 


ZU) Fa +) + Sach B)R.. + fla+(n— Di} 

und Ka sr Alasıe ii | nr 

fa FO) Ha Hi HIN): Hfte +-(n—1)-F 9) 

Zifa HH HM) HFa+ 3) +... +fla + m)}; 

also nach dem BrpeB | | 
hans (BEN a0 


heilt 18 


. 
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und folglich auch Jetzt | | 
b 
I SE MHZ. Ha 


Als allgemeines Resultat ergiebt, sich nun aus dem Vorher- ' 


gehenden, dass, wenn die Function /(x) entweder stets wächst 
oder stets abnimmt, wenn man sich = von 2=a bis z=D stetig 
verändern lässt, das bestimmte Integral 


a „7 g 8 u 
| ‚re)da 
“ a , 
‚Jederzeit eine Mittelgrösse. zwischen «I und. S’\ist./ was. auch, die 


positive ganze Zahl » sein mag. Bau | 


s_s_ ba W)—-fl)! 
nr‘ HI 


oder 


ist,.so ist klar, dass die Differenz S’— 3 sich, ‚wenn 2 wächst, 


der Null nähert, uud derselben beliebig nahe gebracht werden 


kann, wenn man nur 2 gross genug, ‚nimmt. , Also nähert sich nach 
dem Vorhergehenden die Grösse 5, wenn » wächst, offenbar dem 
bestimmten Integrale 


re 


und ‘kann demselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man 
nur 2 gross genug nimmt. Setzt man 


S—ifa)+fa +) He +2) +... +fl@ + ni)};' 
so ist NR 
Ss — Z2=iflae +) 
oder | 
s_3— ZA) 
age u ir 


und diese Differenz nähert sich folglich, wenn 7 wächst, der Null, 


und kann derselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man nur 
n» gross genug nimmt. Also nähert sich nach dem, Obigen ‚auch 
die Grösse | Ä 


s—ifleo) Hfa Hi) +f@ +2)... +fl@+m)}, 
wenn # wächst, dem bestimmten Integrale | \ 
b ae 
[rw Var; mim/N\ < 


und: kann demselben beliebig nahe gebracht werden, wenn man 
nur » gross genug;nimmt, wobei man immer zu beachten hat, dass 


b—-a j ze 
—? Ä 
n 





gesetzt worden ist. ae: 
Wenn die Voraussetzung, dass’ die Function (x) entweder 
fortwährend wächst oder fortwährend abnimmt, wenn man sich 


275 


von ze bis #6 stetig. verändern lässt; nicht: erfüllt ist; so 
wird man sich das Intervall z4 doch immer in eine.gewisse An- 
zahl anderer Intervalle au, 0ß, Pys-.., Aw, wö' getheilt denken 
können, in deren jedem die Function fi) entweder BKL 
wächst oder fortwährend abnimmt. Und weil nun nach $. 2. 


—Syle)da + Ha)ar + [;r@)da Hr N 
+], fa)de + | Moda 


ist, so wird man sich leicht überzeugen, dass das oben Bewiesene 
auch dann noch gilt, wenn die; Function f(x) nicht fortwährend 
wächst oder fortwährend abnimmt, wenn man sich x von z=a 
bis 2 =D stetig verändern lässt. Daher ergiebt sich jetzt der fol- 
‘ gende allgemeine für die Theorie der bestimmten Integrale in jeder 
Beziehung höchst wichtige Satz: | ; 

enn man, indem z eine beliebige paArtive ganze 
Zahl bezeichnet, | 


b=-a 
N 





setzt, so nähert sich die Grösse: 


Ha) Ha HN) Ha +2) .. .+fla+tn)} 


oder 
ifCa) + ifla +) ifla + 2) + ...+1fla+- ni), 


wenn » wächst, jederzeit dem bestimmten Integrale 


Serioyae, 


und kann demselben RN nahe gebracht werden, 
wenn man nur 2 gross genug nimmt. 


ER, 


"Wir wollen: jetzt annehmen, dass I@; y) eine Function der 
zwei veränderlichen Grössen’ = und %y sei.- Wenn man nun aber 
bloss = als veränderlich betrachtet,» so\ist- das bestimmte Integral 


xE ra, y)d 


offenbar eine bloss, von der veränderliehen Grösse 3 y abhängende 
Function, und es kann also | 


E Y®; Dial 


gesetzt werden. _\. 
Lässt man y sich um 9 verändern, so ergiehb sich aus dieser 
Gleichung auf der Stelle die FA NIE h 


A 7 fx, y)dz — yly 4 Ay) % uf 
18° 


Wr ‘ 
Tu 
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Weil ferner, wenn man sich um Ay verändern lässt, =‘ 
Mas are yH AN) for N 
, also auch - 
Afl®, Y): de—f(x, y+ Ay)dz — f(®; na 
ist; so ist nach &. 2. A. 
) B, 
Sarnen »de— ra y+ ade — [fa Wda 


So wie aber nach der Voraussetzung 


Jr na = gi) 


ist, 50 ist, da diese Gleichung für jedes % gilt, natürlich uch 


[re y-+ Ay)dz — yly+ N9),2 | . 3 Eee er 


und nach .dem Vorhergehenden ist also‘ il anmdoisod 


S:are y). de = yly-+ Ay) — FR 


Vergleichen wir diese Gleichung mit der oben gefundenen Gleichung 


A hf "fa, dr yly + Ay) — Yl y 


so '’erhalten wir die Gleichung 


AS, fie Wie f Are y). day 


aus der sich’ ferner 


EEE 
aan Sana Apıl —/” Mia, y). dx, 
also nach $. 2. 3. 


Affe, y)da ANay), 
A TR ae 


ergiebt. Lassen wir nun Ay sich der Null nähern, und gehen zu. 
den Gränzen über, so erhalten wir unmittelbar die merkwürdige 
“und wichtige Gleichung | 


ii re; Reid et = 
| dy ap Nr a 
welche-man auch unter der Form 


le I; dr a X Fe 


zu schreiben We | | 
Differentiirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung nach 
von Neuem, so erhält man 
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Ns (23 Ne, en N, N Y)n, 


und folglich, wenn mau wieder nach y Jifferentiirt, 


\d? i Ndef(z, ‚y) af (a, 4 „N, 
re W Yy Yin — nn dx —- / ee I 


also, wenn man wieder nach % diflerentiirt, 


d‘ ud Ya: Yda 
Fr "la, pRABS Fr _- N, ya ir E29) 


- Wie man Bat diese Art weiter EA kann, ist DIE und es 
ist daher in völliger Are 


de N LOL, y),;,, 
dyn "ra y)dx —= Fa d. 


Man nennt die‘ dürch diese Gleichung vorgeschriebene Ope- 
fohton die Differentiation unter dem Integralzeichen, und 
bedient sich derselben häufig bei der Entwickelung bestimmter In- 
tegrale.. Hat man nämlich ein von mehreren allgemeinen Grössen 
ahhängendes bestimmtes, Integral gefunden, so kann man offenbar 
jede dieser Grössen als veränderlich beträchten, und nach dersel- 
ben das in Rede stehende Integral’auf der einen, die Function un- 
ter dem Integralzeichen auf der anderit "Seite des @leichheits- 
zeichens willkührlich oft differentiiren, wodurch man jederzeit eben 
so, viele;neue bestimmte Integrale findet, als man DINERBUIAEIONEN 


verrichtet hat. 





$. 3. | 

Wir .wollen jetzt auch den Fall. betrachten, wenn die beiden 

Gränzen des Integrals selbst veränderlich, nämlich zwei beliebige 

Functionen von % sind; die wir durch Y und Y’/bezeichnen wollen, 

so dass Y die’untere, .Y’\die obere Gränze des Integrals ist. Set- 
zen wir nun wieder der fa wegen 


und lassen sich y um Ay verändern, so wird 
Affe Nda=yly+ Ay) 9) 
Ferner ist, unter der Vorausetzung, dass Y und Y’ in Y+-AY 
und YV+-AY BAergehen!, wenn in 7-+ Ay übergeht, oflenbur 


EN fo yt+ Ada yly+ Ay) 
/ Y+AF 2 ? 


+ 


und folglich 
Y+Ar Y 

van Jar vr Darf „fl, War yly HAN ad; 

also nach dem Yorhergehehdeh 


Y t Y +AY 
A „r®; dr =, Fr Fa, NY) def. x, y)da. 
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Aue $: 2.12. st 
Y 
ey "fie, y+ Ay)dx URN y+ Ay 


Y+AY 
fan Ser y+ Ay)da 


und 

SE, 2 fa, y+ Ay)de = Fi flo, y+ her 

also N 

Vf: v+ def, fa, u Ay)de 

I Y+AY RT X SY: ..: A 
ae 


in I A Ay)da; 


folglich ist \ raibad 
Y+AY 
y4nr 79,9 Ay)d= 
-+AY 
= —f, Y fa, y+ Ay)dz nen u Be y-+ Ay)dx 


+Jr BER y+ Ay)aw; 

also nach dem Obigen 
NER dr yY)dz uf At y-+ Ay)dz Sr f&; y)dx R 
an: fer ee Sm vr Ay)de, 


d. 1., weil nach $. 2 


er fi Y»r Aa a ®; Ad 


k ac 1; 1) sen: A 
und folglich 


Sure v+Anae fra Wax a7 NE 4 


ist, 
Ss nie a BEE 

N, Yan \ 

SS“ Are Yy). ef fa Mare he 


Y+AY iR 
sy er y+ Ay)dx, 


i 0 2 
also auch offenbar 


IR: 2, y)dz 


Y' Y- , 
IV Alan Sy Pia, yH Ay)da 
I} Y+4r / 
ne) y sa, vr Ay)d X. 


Setzen wir nun überhaupt 


Jr& yda=v(&, y). 


so,ist 


Y+AY 
SE re Dar Y+ AN Wu n) 
und folglich offenbar | 


1 Y+AY HAL AN Yy+4Ay)— uV, DE, 
ae SR y+ En a Sun FAN un. 


also auch 


ı grHar N 1 AR yHA REN 
I Klar y+ Äy)da = AH g u m y+&9) Er 


- 


Lässt man jetzt Ay, also natürlich auch AN sich der Null nähern, 
und geht zu den Gränzen über, so ist, 


: l Y+AY rt 
Lim uf: y..7® EN 
— im ZIHAh yraN—UbYyEN 7, AF. 
AY | Ay’ 
und weil nun offenbar 
Lim ZI +Ah y HN) —ulh yrAy) __ delt, y) 
; AY es dY 


und | 
tim Ar 
4 Ay dy 
"ist, so'ist 7, 
Y+AY 'd ur, ) Ay: 
Lim Fr Pi v+ en 2097 ni 


Weil aber bekanntlich 
| Ya, =ffe, ydr 
uh N 
ist, so ist , e aaa 
BEN du, | 
ar N— pi, Y), also A VELZAY, Y); 


‚ und folglich nach dem Vorhergehenden 
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AY ddl 
Lim u Pl fl, y-+ Ay)d == (I, Yen 3% 
Ganz eben so ist aber fi 


Y+ dY j 
Lim Sy Kar y Anda=sr, y. 


Aus der oben EEE Gleichung 
A »r’ , 
me de ‚2, y)dz 


Y’A } 1 Y-+-AY 
=f, er Nr — N fas!iy + Ay)dx 


1 Y+AY 
BY se, LAN 


folgt nun, wenn man, immer unter der EROR SS dass Ay 
sich der Null nähert, zu den Gränzen übergeht: | 


Lim iv N fa, pda „ta 
\ Y L. Y+AY 
ER Lim /, a “als I IR Av) 


+ Lim Er Y fe, YT- Anz, 


und ‚es ist also. nach dem Vorhergehenden offenbar 
d Yr 
3 „fe: y)dz 


rd, } dY u dY' 
FE a Eu Ar 


Für Y=oa, d. h. in dem Falle, wo die untere Gränze Y eine 


constante Grösse ist, geht diese Gleichung, weil 
dY 


BUT 
ist, in die Gleichung 


Y. 7/ 9 f) dY' 
R I, y)dx —if A Ode +-/(Y, y. P% 


über. Für Y'=Ö, d.h. in dem Falle, wo die obere Gränze Y’- 
eine constante Grösse ist, geht die obige Gleichung, we 
dY' 
dy 





—( LE & 
ist, in die Gleichung 
d b Ddf(z; Y 
2) fa wa] Fras—fy,y. 


über. Wenn Y=a und a ist, d.h. wenn nie Grkhdh 
constant sind, geht die obige Gleichung, weil 
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ist, in die Gleichung 


bdi 
ES re var EN ar 


über, welche ganz mit der im vorigen Paragraphen gefundenen | 


Gleichung übereinstimmt. RP 


$. 6. 

Wir wollen jetzt überhaupt | 
Sr® Day ya, Y), 
also - 
delz, Y) Ar 
ag) 
setzen. Nach der zuletzt im nee? Paragraphen gefundenen 


Gleichung»ist 
Dr N ir 
"la, y)dz — ir 


fs y(z, y)dz = dy ya arte a 


“ und folglich nach dem Vorhergehenden 


af plz, 4 Mara Sre » yY)dz, 


Sa un anf ar EERPIGRUN 


Setzen’ wir nun „überhaupt 


S Me Wie = vie, n 


oder 
also 


so ist, slaiel 
ph ur ae 

$, y(2, yJdz =ylb,.Y) —Yla, Yy 

und nee Re 

fay f” I; Pr + Com = "7 N: va Y), 


TEEr aß‘ ER Ya ru 
rn Nr He Br us DER @aäyon, deln 
Nach dem Nhigen ist ji Er. 


ie aut Ya y. 


also 
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und folglich eugmi 

fe x % ‘ 
Sr = oa yore) 
also 2 | 
| ß | A | 
dx vL: Sl, y)dy= ylx, Max — ylz, u)de, 
woraus nach $. 2. 4. 
R N. Jre y)dy = / P)dx =: y(x, a)dx 
folgt. Weil nun | 
Spiez, „de ya, y) 
gesetzt worden ist, so ist =." 

Jp: Pdz—=ulz, Pf), Je: v)dxz — y(x, 0), 


also | « 
JS. Hz, Bd = vb, )— Ya, P), 
SH Wde= ul, 0) a, 0); 


also nach dem Vorhergehenden 


I] (2, y)dy 
= y(b, P) — la, ß) — Y(d, 0) + yla, 0). 


Vergleicht man die beiden gefundenen Ausdrücke von 


Saul,se y)dz und S.=] re y)dy 


mit einander, so findet man, dass sie gleich sind, . woraus sich die 
wichtige Gleichung 


| f: ass (2, „dx = dx JS. TEA y)dy 


ergiebt, welche man kürzer auch auf folgende Art zu schreiben 


pflegt: hu | MR sl N ON 
S.Jfe yY)da y=f.) fe. yY)dy dx. 


Ilieraus kann man ohne.Schwierigkeit\ableiten, dass es bei mehr- 
fachen Integrationen zwischen gegebenen Gränzen nach eben so 
vielen veränderlichen! Grössen ganz gleichgültig "ist, in welcher 
Ordnung man die Integrationen verrichtet, wenn. nur in Bezug; auf 
jede veränderliche Grösse immer dieselben Gränzen beibehalten 
werden. So überzeugt man sich z. B. durch, sehr einfache Schlüsse 
mittelst des Vorhergehenden sogleich, dass immer 
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SESwI Le 1 Ma 
SRH BL EN 2)dy 
la yf "ds S:re y, z)dai 
= N "ay JS Yde J fix y, S)da 
f "der fe df "fie,  x)dy 
—SYar f' R dy] So; y S)ds‘ 








ist. 
\ 1. r g‘ 
Ueber die bestimmten Integrale, 
zu lda “ga-ldı ' 
Br nd 
0 TIhaı o I—zx 
8. 7. 
Zuerst wollen wir in der Kürze die beiden Integrale 
(x — e)dz I dar j 
ni ni 
(v0 — 6) PB? 7 (2 —\E)” + P? 
entwickeln. | | ae l 
Für 2 —- ax wird 
ETe)ER m. feed d. 
' | | (2 —e)?’->P? u? +?’ 
und folglich, wenn man #® —v setzt; 
: (2 — e)dx ” dv 
@ZaPp + BETA RR 
Setzt man ‚nun, endlich a + P? = w, so eh, 
(ev —e)dz_ __ dw in 
(Em a)’ +83 es AN 


und folglich, weil in 
er rer+R=len 
ist, a 
NEE 
Ferner ist, wenn man wieder x — a = a setzt...) 
| Ss den Sy 
2 (eu AU R 


also, wenn 2 == ßz gesetzt wird; » 





\ 
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1 dz 
Ser Mir 
d. i. nach einer bekannten Formel - 
' dx N 4 1 x er | \ 
IE on vg FT TeRORG %, 
und folglich, weil ® | Ns 


r 3a 


LEE TR 
A 


ist, wr 
dı 1 Sr ae 
YA a Te Arctang ve 


Ohne Schwierigkeit ergiebt sich nun aus dem Obigen 
1 


pe (w—e)de _ aulne ( ee len. 
_ ı(@ — ec)’ +-p? (1 rasu)? + (Bau)? 
Eu 4 





Ist also & eine der Null unendlich nahe kommende Grösse, so ist 
1 fi \ 


j 2 4 i a u % 
_(a—eo)de — 4 u (£)?, 
 1l@— e)? +? v 
eu 
woraus sich, wenn man, was oflenbar verstattet ist, =» setzt, 


2 x: -. da“ air 
-»(e eo) HB? 
ergiebt. 


NY 


& 
zu- 





. . EN . KAT o | e T— 
Bezeichnen wir den der trigonometrischen Tangente 


gehörenden Bogen, welcher den kleinsten absoluten Werth hat, 
durch 





Fr Zn 


so ist nach dem EL, wenn X eine beliebige ganze Zahl be- 


zeichnet, E77 
pin der u Pr 4 a sah 
und Sen) ua u 


;% Gm FP. Pr z a (Arctang. —o)}, 
also, weil 2 A we = 
(Arctang +) =4n, (Arctang — o)= —4r 


ist, . Av 


—e (7 — a)taBEsTp re ng 


NEE” + 


% 


— um 
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"Weil; wie: mänvleicht findet, 3 ans 
4A— a Ah. = 9 ggarodianyiggjpe ini 
BIER I AST R 2 a @-gpe 
und folglich TOR 
ui aV LT. - A201 
N EN Er 


EN +2 (2 — o)dı +» dx: 
er Vor +2], Br 


ist, so ist nach dem Vorhergehenden offenbar 


Se ee AHBV ZI. 
—— dz—=?nB, - 
TE Ser: TEPRERT N u li TE SERFR di 3 —! N 


dx 


ein Resultat, welches. für die folgenden Betrachtungen, ‚von grosser 


Wichtigkeit ist. 
‚ Für 2 = 0, ergiebt sich aus der vorhergehenden Gleichung 


+ A A 
_—. | PR DER Ya: Rn «a4 0-1 


und folglich, wenn man R=V0 setzt, auch immer. 


+2 Adi - 
KL BE 
Ge er 


eh, 


VY N 


Also ist jederzeit 





welches auch eine in mehrfacher Beziehung: wichtige Gleichung ist. 
Setzt man in der obigen Hauptgleichung —B für 2, so er- 
hält man er.0 


57 A+BV Zi , _4—-BVT1 
z— a Ii rw 


—% 


de=— uB. 
| | 8. 

Es-sei jetzt ZN 
| Ser 

; Fa) 
wo 01, /(2) und 7) ganze rationale algebraische Functionen be- 
zeichnen, deren erste von einem niedrigern Grade als die zweite 
ist, eine beliebige echte gebrochene rationale algebraische Function; 
der Coefficient des höchsten Gliedes der Function 7.) sei ‚die 


Einheit, und die Gleichung F{x)=0 habe lauter ze Wur-' 
zeln. Die reellen Wiele dieser Gleichung seien x 


a4, Pa une 3 63 
und ibre imaginären Wurzeln - seien 


Hr TIL, + VII, EV Al, 
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Unter der Voraussetzung, dass F'’(x) wie gewöhnlich,den, ersten 


Differentialquotienten von 7) bezeichnet, seien ‚die ‚Werthe, 
welche die ‚gebrochene Function 


Fa) 
Fa) 
für 4 
z=a 2b; Lanz a de hr 
und für' N age | Fe | 
z—atßV TI, z—ma,H&ßV —1, 2—=0,4ß,V —1, ee 
erhält, respective R | | 
| 2. a, DB | 
und | | 
ALBVTI,AEBVTT, A, EBVTL,.....; 


so ist nach der Theorie der Zerlegung der’'echten gebrochenen 
rationalen a Functionen ın Partialbrüche bekanntlich 





Sa) — FE AI j 4; 
7 lamı a af 
A a 1 A: <BV 1 


PEBEREINF TV == ra Ve: 
al BiV =1 DB Var 
— m + Tr 
21 —B V U me + V1 
As +BV-1 4,uB,vV —1ı 
z—a,=,,V71 er Ze 97 A ge 
+ u. s. w. i zo 
und folglich nach $. 2. 4. 


fe) „ Ze Jr Age A,de  prel.de \ 
7 Ali o Fa) * di en BR Fra ee 
HE Mei A4— Bv=a 


AHrBV-1 SBVeT 
I Aa nt a da 


(de 


| Va T zB.) -ı 
ip 7 IE ia ii En N Pa Are >98 
! + u. Ss. w. 72 Dr 
also nach $. Jin Lo A‘ 3 
Ned = — - gib legt pollgsı ai) zul 
Fa) 2 + + + +...) 
8.9. 


Wir wollen nun das Difterential 
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ı 19 1a0.-1d190 IX 1, j amd Te ger I; sb asin en; 
1+ ar h | 
betrachten, wo = und positiye ganze Zahlen kennen und 


en also mn! 


sein soll. 
Die Wurzeln der Gleichung 
I + 270 oder cr — | 


- 


EB alle in der Formel 
” 
ot a. 1)”: 

enthalten. Setzen wir nun in Theil I. XL. $. 57. 


so. ist @&—=—1, P==0, und folglich, nach Theil I. XL, $. 52, 
wenn | | ) 9azuie ib AC A a4 


w+BV ZI—=e(cos p—- sin sr =ı) gr 1“ 
gesetzt wird, in dem a ke Falle; = und 


y— nn = Arctang + kn, 
wo ArctangO den, ahsoist genommen N Tee Bögen; dessen 
trigonometrische "Tangente 0 ist, und 4,, weil & negativ ist, eine 
beliebige ungerade ganze Zahl bezeichnet. . Weil-nun Arctang 0—0 
ist, und offenbar A=1 gesetzt werden kann, so ist es verstattet, 
=—7 zu Setzen. 

Daher hat. nach Theil 1.. XL. ‚$. ST, wenn z eine gpgede Zahl 
ist, (— Ir die folgenden »» sämmtlich von ender e8chielogen 
Werthe, also die Gleichung 1+ =” =0 die folgenden » sämmt- 
lich unter einander ungleichen Wurzeln: 


en = I n- N — 

os — sin a Ai > er RL: 

ul 77) + n N ie n vi ; 

[) 1 £ ' 1 Ti ii N 
i In - an u ä E 7L ’ 4 q' & Fi 
‚eos -+sm=y =, mies sin V —1; 

os 7, + e Ber c ” 7 V 3 


drt . IM /— art 
cos zZ tsin „v-ı cos un lT: 


u. S. wW. “u. Ss. w.- 
n—1 i Vazı Be! aE j "> r.R 
een 2 in RT Eon ersä)n Km, — 
RN NR . NR R 


Weil nun aber 


(»—1 . (2? —1 Br” kr E Te ER 
08 u —sın abe 2 1 You l=cos (r— 4 — sin (T — Zr 1 


“ TE .yg 7U ‘ 
= —tC05 ——sım>—- ak 1 
RR N 
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ist; so kann man die obigen ngleichen Wurzeln auch unter der 
folgenden Form darstellen: 


u 

Be a Pad el, 
n n : 
3 ur8r 

cos Fibsn —1, 
7 n 


Int . Im. — 
cs sn —V 1, 
n n 
u.:8. w. 


—.] . „t22—1 — 
cos a Tu u a % 


7 
Wenn supegen z» eine In Or REE Zahl ist, so hat nach Theil 1. 


XL. $. 57. die Grösse (— 1ym die folgenden n sämtlich von_ein- 
ander verschiedenen Werthe, also die Gleichung 1+- 2” —0 die 
folgenden » sämmtlich unter einander-ungleichen ‚Wurzeln: 


in eo Ay) 
cos 7 ran „Vz 1, | | 
3 . Im — 7 
cos + sin Pi l, cos he At 
In. dm y— 37 = “onopi 
cos Pe ZV-1, cos ” — sin a Ara | 
u. S._ w. f u. Ss, w. ze 
 abaggn vun nungen TE Alfa 23 
cos = +sin al Ve l, cos > dert a 
ee ah Be 
Weil aber | | 
cos zhein —V — 1-=cos x + sin aV -IA=—1 


ist; so kann man dinss2 » sämmtlich unter einander ungleichen 
Wurzeln auch unter der folgenden Form darstellen: 


— 1, ’ 
7 ey ! 
os — —sin -VY — 
cos a 1. 
an Ian 7 —— 
t . 
Ä 1 ——sın -V — 
cos , = Eu 1, 
Int . Im /-— 
cos —- —sin —V 1, 
n n 
usw. 


cos BMı —t sin Dry wadan) 
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Wenden wir jetzt den im vorigen Paragraphen bewiesenen all- 
gemeinen Satz an, so ist 


(x) = ar, Flx)—=1+ ar, Fix) = nern, 
und folglich 


fa)- 1 


Fa) gen 


zu setzen, 
Ist nun zuerst » eine gerade Zahl, so ist, wenn alle im vori- 


gen Paragraphen gebrauchte Symbole ihre dortige Bedeutung auch 
jetzt Baeinsen, nach ‚dem Obigen 


nm an De Im (r— 1). 

= cos 0 008 5 a 008 Zr. Gyn_2) — cos mar ara 
TER un 3% I. ER en . (a —1)n 
p=sin —, f,=sin 7 p,=5sin —, = a9 sin T———; 


und folglich 
A=BV TI= (cos Ztsin ZV ZI, 
\ N Rn m 


' rar 1 3 8 EEE 
NR N N 


— 1 , dm) — 
A, BVZ 1 = (cos bin —V- mn, 
u. 8. w. | - 
Ai Bu aV A z(cos “MR sin rn nn; 
d. i. nach Theil I. XL: 8. 54. Is 


ABV—-1 — —jcos MM sin mem, —1}, 
A,=BV -i= — {cos Kr 4 sin ar ae], 


4, HB I— Los PR ZT, 


u. Ss, Ww, 


A;n-3&Byn-nV = —}cos ER in (n- ie a Wem nn. 


Folglich ist 


alr hd 
Bel (am zn, 
n n 
17% 3m 
DB, =— un an. eh 
; Ä n N 
1 . u 
Re 1 
n n 
u. 8. W. 


Theil 1. 2 | 19 
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\ 
B 1. (a—1) (m— n)n 
Tg I 
4(2—2) F 7 REN | 
und daher nach dem im vorigen Paragraphen bewiesenen allgemei- 
nen Satze für ein gerades 2 





+ormide 
-» 1+ m” 
a ER a Ei . 3m — n)n . B(m — n)n 
a a Pe + sın em +:.: 
yır (2 — 1) (m — s)n 
.—4- sin a ee 


immer unter der Voraussetzung, dass =» —1-» oder. a <a-+-l ist. 


“ Wenn » ungerade ist, so ist nach dem Obigen 


j 7L 0 41878 IT i (2 — 2) 

& == C0S FR &, — C08 3 0. = C0S ey 0. &lln—3) — C08 yet 
ER; . 37 IT . (n—?%)n 
P=sin 7; Dein ns Bin ner Pin 3) = sin ne 


und durch eine Kr ähnliche Betrachtung wie vorher erhält man 
also offenbar in diesem Falle 


+&rm—Ld 


on 1-+- rer 
zn, . (m—a)n . sm — n)n . Im — n)n 
= — 18 sin = + sin FE —+- sin = 
.-- sin Vale). 


n 


Sind nun überhaupt 
Ss zrYc Hy 2 H+3Y... X tny 


Winkel in arithmetischer Progression, so ist nach bekannten go- 
niometrischen Formeln 
sin 2 sin z, 

sin (@-+-%) =?2sin 2x cos % — sin (2 —y), 

sin (2 + 2y)=2sin (@-+-y) cos y — sin &, 

sin (#4 3y) = 2sin (2 +2y) cos y— sin (+), 

u. Ss. w. 

sin (2 + 2y) = 2sin (x + (2 — 1)y) cos y— sin u fa 2)y); 


und folglich, wenn man 
S=sin z—+sin (= 4%) -+- sin N + sin (2 + 2%) 
setzt, wie man leicht durch Addition der obigen Gleichungen findet: 


S—=sin 2+-2)S — sin (2 + ry)} cos y— sin (= —Y) 
— 8 — sin (= + (2 — 1)y) — sin (= +-2Y)}; 
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28(1 — cos y) = sin 2 — 2sin (= + 2,y) cos y— sin (x — y) 
+0 (v-+n Y) cos y—cos (<-+2%) sin en 
— sin il - — c08s y) + eos x sin Yy 
+ sin (= + 2y) (1 — cos y) — cos (@ +2) sin y, 
also, weil 


1— cos y=2sin 4y?, sin y=2sin 4y cos 4% 


ist, wenn man ‚auf beiden Seiten mit 2sin 4 dividirt, 
238 sin dy—sin & sin 1y-+ cos z cos Ay 
+ sin (= zy) sin 4y — cos (= +. 2y) cos 3% 
—.c00s (2 — 4y) — cos (a + (Ra +Yy). 
Folglich ist 
gs 0 SE N, Fe en y) 
| 2sin 4 
oder 


/ 


gs; —ı (2 +1) y sin (@ +22) 
Pr sin 3% | \ 


Aus dem ersten dieser beiden Ausdrücke erhalten wir unter 
der Voraussetzung, dass z eine gerade Zahl ist, leicht 


(m —n)n . 32 — na) . dm — n)n 
sın > —- sın is —- sın Fr | 
A| zu 
Eeemegign Den d 
N N 
1— cos (m — r)n 
Dsın (am — n)n 
N 
und folglich, weil 
nn (M— Rn mr 
cos (72 — 2) = cos min, sin ——— — — sin — 
\ \ n n 
ist, 2 
. (m — n)n ul Sam ? —n 
n n 
‚ a» —1) (m —r)n 
. + sın u ee en 
1— cos m 
gein mn, 
177 
Ist also AM ; eine ungerade Zahl, so ist 
mM — N) a ee . dan — m) 
n N 
; —]1) (m — 1))n 
x — sın ("—1) (m— Da 


n 


19° 





sin — 
und folglich nach dem Obigen 7 
i +2rmidr rs 2 
ie ER e n sin = 


“ 4 
wo, da » gerade, 2 ungerade ist, und nach dem Vorhergehenden 
m» n--] sein muss, ofienbar #27 z ist. 
Aus der in $. 3. bewiesenen Haupteigenschaft der bestimmten 
integrale erhellet auf der Stelle, dass unter den gemach'‘en Vor-, 
aussetzungen, wenn nämlich # gerade und 72 ungerade, also »»—I 
gerade ist, jederzeit | 


+2 rn ide SE am-ldx 


ET ET En? 
und folglich 


anldz +ermlde _ .. ftPeaen de 
J ol zn KIT TIER TR 


also nach &. 2. 2. 
| ae ne 
— © 1-4 29. = 0 i+ x” 


. NE u J rean—-idz 
7/0 











oder . 





= 


gan EI _.Irar 


folglich nach dem Obigen 
YA n 

o I+-ıan ._ mn 

n sin — 

n 


ist. , 
Ist = eine gerade, also #@ — 1 eine ungerade Zahl, so erhel- 
let aus der in $. 3. bewiesenen Haupteigenschäft der bestimmten 
Integrale auf der Stelle, dass in völliger Allgemeinheit für ein ge- 
rades #2 | 
’+arm-ldx N am-\dx 
„ol -+- ır ö 


Hr Lars 
zıh—dxt +89 an—\dx 
NIE + FE U? Yasahı,, 
also nach $. 2. 2, 


Prm—ldx 
Nee _o 
— oa 1-+- 2% 
ist. 


Für ein ungerades # erhält man aus dem Obigen 


aud folglich 
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. Ilm —n)n x Ya mn 


(m — n)n 


sin — 
n 


(rn — 2) (m — re) 


..-+ sin 


" 7 
u. (n — 1) (m — n)n 
. R 
u ie, ee 
2sin urn 


oder, weil » eine ungerade Zahl ist, 


sin dr 


3(m — n)n eu 5(m — n)n 
7 


-- sin Tr m +... 


.+ sin ud iin er a 


mn 
1— cos mn cos — - 

n 
Ber . mn 
2sin — 
N 


Ist nun s eine gerade Zahl, so ist 








. m—n 3a — n)n . Sm —n 
a EI hyin ES m Be S, 
| n 
. (r—?2) (m — n)n 
OD ..—t+sın (n—?2) (m n)n 
wi 
mn 
1 cos — 
= m TE a? 
3 2sın- — “ 
n 
für ein ungerades 7 ist dagegen 
. (m —n)n 3(m — r)n . dm — n)n 
sin er —+- sın 2 —- sın pr “- .. 
& 2 — 2) (an — n)n 
.'’..Tt-sıo (Rn?) (m— n)n 
n 
1 FR sch 
a N. mn 
m — oo -  — 1008 —. E 
MTE = 2n 


2sin — 
n 


Folglich ist nach dem Obigen für ein ungerades # und ein 
gerades =, wenn 2 <T 2 ist, | 


+erm-idz __ nn nn mu 
N D —co I+-ır "u n ) In‘ 


Dagegen ist nach dem Obigen für ein ungerades # und ein unge- 
rades #2, wenn 2” 2-1 ist, 


+eem de _ n ct mn 
hl ara Mi...) 20 


* 
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$. 10. 


Wir wollen nun ferner auch das Differential 
znmAdx 
1-23 
PER REten. wo wieder 7 and z» positive grze Zahlen bezeichnen, 
und a 
m—1ıi<n, also »a<r— 1 
sein soll. 
Die Wurzeln der Gleichung 


- zr —1=0 oder = ==]1 
sind alle in der Formel Rereen: 
1 
"2—=(+ 1)" 
enthalten. Setzen wir nun in Theil I. XL. $. 57. 
| | «+ -I1=-Hl, 
so it «&—=-+1, ß—=0, und folglich nach Theil I. XL. $. 52., 
wenn ri 
a+-BV Z1—o(cos p-+- sin yv’ —1) 
gesetzt wird, in dem vorliegenden Falle e—=1 und 
p = ArctangO + kr, 


wo ArctangO den, absolut genommen, kleinsten Bogen, dessen 
trigonometrische Tangente 0 ist, und £, weil « positiv ist, eine 
beliebige gerade ganze Zuhl bezeichnet. Weil nun Arctang 0—0 
ist, und oflenbar <= 0 gesetzt werden kann, so ist es verstattet, 
9—0 zu setzen. 

PAREEN hat nach Theil ]. AL, $. 57., wenn » eine gerade Zahl 


ist, (+ 0 die folgenden z Ph von einander verschiedenen 


"Werthe, also die aD x” — 10 die IBeREon » sämmt- 
lich unter einander ungleichen Wurzeln: 


1; 
271 = If 7 
cos -—sin IV -1. 
n n 
4 . Me — 
cos — —sin A ye, 
n N 
67 . 6m >— 
cos - sin U —1, 
n N" 
u. S. W, 
n — 2)n .. (2 — 2 /— ; 
* 008 et EWR: (BEA an 
n a7 
Wenn dagegen # eine ungerade Zahl ist, so bat nach Theil 1. 
1 


XL. 8. 57, die’ Grösse (+ 1)” die folgenden ” sämmtlich von ein- 
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ander verschiedenen Werthe, also die Gleichung 1— 2” —0 die 
folgenden » sämmtlich-unter einander ungleichen, Wurzeln: | 


+1, 
27 a /7— 
cos ——sin =V —1, 
Veran N. 
ki An . Am — 
cos ——sin —K —-1, 
7 we 
675 . 6m. — 
cos - sin — —-1, 
N 7 
u. Ss. w, 


a — 1)n 3, (2 — 1) »—— 
co FE a /TT, 
7 R 
Um nun wieder den in $. 8. bewiesenen allgemeinen Satz anzu- 

wenden, müssen wir 


/(&) = an, x) =an — 1, F'(x) — DET 


und folglich | 





Ka) nn 4 mon , 
Fx) n 
setzen. i 
Ist nun zuerst z eine gerade Zahl, so ist in Bezug auf $. 8. 
PEN Ars nase 67 (2 -- 2), 
% == co0S 2 6, = cC0S 1 0%, = cC08 pr) ale Gy(n—4) — C0S a 
Ars 67 (2. — 2)r, 





P=sin — A =sin zu P.=sin 2. A-9 sin 
und folglich 
Bey 1 275 . In. — 
ALBV -1—=-(es ——=#sin -V—- 1 rn, 
2 7 22 
| 4,=BV-I1= (eos An sin Um 1 ya—u 
Te Dune 7 +, .K n ; 
z 1 677 6m Zu : 
A,&BN "I=-—les ——tsin -V — Ta, 
n n N 
usw 
er 1 _ a SL Be 
Ayn-a) eb- Bias V — nn (eos Er sin ee Ya 1 mon; 
d. i. nach Theil I. XL. $. 54. | 
— 1 2m — n)n . Um —r)n, -- 
ABV —1 —=ic08 een. mE — sin = —V ze iy 


4, EBV I Licos PM sin PZRVZT,, 
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4.5 BY ZT=—{eos er sin m ar, +1]; 


u. S. w. 
Ay = Bias —1= —| [cos In 2) Im - ni RR 
sin ae 
Folglich ist 
B=- sin ln ei 
B, — sin mom, 
B, —— Er an 
1 i u. 8. W. E 
| Bas=- sin eu 


und daher nach $. 8. für ein gerades z, weil 





+2 rm—\dr - +orm—ldr 
N ieh BET ee —& an_ı 
ist, 
+ rm—dxe 
no 1— rer 
an. un nen 6m — | 
== |sin er Sup Mpeg 5) Bar Ole TE, ale 
£7) N k 
, n —?2) (m — n)n 


immer unter der Voraussetzung, das a» —1<» oder “EREN 
ist. 





Wenn » ungerade ist, so ist nach dem Obigen { 
ER 70 ze BIT 13, Ä (2 — 1)n, 
& ZZ C0S 3 U, == c08S ri &, = C08S 1er 0 + Oyln-3) — C0S Er 70 
AIR . An rue . (n"—1)n- 
P=sin 7» PB, =sin a ß, = sin ect Pin) — sin — 


und durch eine ganz ähnliche Betrachtung wie vorhet erhält, man 
also offenbar in diesem Falle 


+eorm—1ldze 
f on 1— rr 
2 0 7 en, . A a . — - ee 
Fe leen 2(n En (m Be 6(320 ee y 
n n Rn / 
. (a—1) (m—n)n 
. + sın R—1) (m—n)n . 
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.. ’ “ . . 
Für ein gerades z ist nach dem vorigen Paragraphen 


Ernie +sin Amar sin al +...+ sin er 
re Eee. en | 
w 2sin Rn 


‘oder, weil » eine gerade Zahl ist, wie man leicht findet, 


en 2(m—n)n 


si (n—2) (m—n)n 


. Am—r)n p 6Haa—r)n | Ru 
er ‚rsin — Haben +... sin .. 


mn 
=3(1 — cos ma) cot —- 


Ist also 2 eine ungerade Zahl, so ist 


sin A Tr #+sin la. die -+-sin a -—+...+ sin Lem aan. 
n 7 n n 
INTE 
CODE I, R 
N 
und folglich nach dem Obigen 
+ögm-Ide 2m mn 
—— m — cot —, 
on 1— ren N N 


wo m<“n ist, da » gerade, »2 ungerade ist, und nach dem Vor- 
hergehenden » <2-+-1 sein muss. | 

Aus der in $. 3. bewiesenen Haupteigenschaft der bestimmten 
Integrale erhellet auf der Stelle, dass unter den gemachten Vor- 
aussetzungen, wenn nämlich. gerade und 2 ungerade, also a —1 
gerade ist, jederzeit | 


Yet zm—dx fe am—dx 
0 Lam -ch— zn’ 





und folglich 


fr amn\dx +een-Ide_  , [rran de 


. 1— an a ne 7 AR 1-—an’ 


also nach $. 2. 2. | | 
+e rm Ada _ 5) yah eam-ide. 
() 








a. kennt 


SzTE 3 ee 
0 1i— er —E —n. k-— in’ 


folglieh nach dem Obigen 


@rm—1dx nz MN. 
Be ol 
/o I-—- m n n 


I — rer 
oder 


ist, 
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Ist »2 eine gerade; also a»—1 eine ungerade Zahl, so erhellet 
aus der in $. 3. bewiesenen Haupteigenschaft der bestimmten In- 
tegrale auf der Stelle, dass in völliger Allgemeinheit für ein ge- 





rades 
+orm—ldz __ PR am Adz 
TE lan, A A 
und folglich 
0 zm—ldx Jr 0 
I on 1— 7 0 1—.ır 7° 
also nach $. 2. 2. 
Fra Far + 
. 1— rer Era 
ist. \ 
Für ein ungerades » erhält man aus dem Obigen 
. . !((m— 0, Am -—n —]) ((n—n 
sin RE sin Mr, eu ‚+ sin „ = man 
cos mern: _ cos (m — n)n, 
Pr - 4 


oder, weil z eine ungerade Zahl ist, 





—_ a. 1 _ 
are 4 sin (m— Ze ein‘ 6(m— EL. EL (R— on R)n 
mr 
cos m — cos — 
Zn ” \ 
2sin ir! 
n 
Ist nun 72 eine gerade Zahl, so ist 
' ' 6(m— i Bee er. 
ein BUNZBR IN: (m— en +sin (‚1 0 sin (a—1) (m—r)n 
n 7 n 
N Pre 
| m — — — itan u 
Zr; BE) hl a 337 
2sın — z 
N 
für ein ungerades m ist dagegen 
Ann sin Am— zu sin 6(7 — Eu + sin (2—1) (mn 
a 1 + cos > { 
mr 
= ——— lot. 
. mn 2n 
2sın — 
n R 


Folglich ist nach dem Obigen für ein ungerades und ein Bares 
m, wenn 2 <“ m ist, 


{ 
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+ormn—ldx 75 mr 
’R —l me —_ tang 5 en 
Pl ea R 


Dagegen ist nach dem Obigen für’ein lnaere a und ein unge- 
rades 32, wenn 2<“z-H1 ist, 


en rt; de mL 
_. 1——an "0 2% 


A 


Setzen wir in der in $. 9, für den’ Fall, wenn »» ungerade 
und 2 ‘gerade ist, gefundenen Formel en m und = respective 
2m 1 und In, so erhälten wir 


f azmdz nn E>. 
NE land. ne 2m sin Zu. ,, 
an 





für 22 + 1 < 22 oder 








ne RE Arpig ’ 
Auf ähnliche Art ergiebt u aus $. 10. 
Tr armndz er nn 
Jo 1-aıın 7 2m +1 
2n tang le 
für 272 4 1 2» oder 
m laeır. . 
Setzt man 2° —=x und 
zm4-1__ 
na 


so findet man leicht I. 
anamda _ za1dz 
1# a2n i# 15x’ 


und folglich , weil für z—=0 und 2 =» auch respective s—0 
und <= ist, 








/ "aga—ldx on © „md. 
0 1akanıtm o la 


Also ist nach dem Obigen 


f 22a —-1dz ni 
o 1+z m kenn 


/ ey m 
0 1—x2 7  tang an’ 


‚oder, was natürlich dasselbe. ist, 
en PR! 
o Irz2  snaw 


ee Ar Au. / 
o 1—xr  tangaen : - 
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Nicht unbeachtet zu lassen hat man, dass nach dem Obigen 


2m +1 
nme und 2% er | 
ist. 
Wenn nun’ aber jetzt @ eine beliebige positive Grösse ist, so 


2 - ; 2m -- 1 
kann man leicht zeigen, dass man den Bruch Sn, wo a und» 


veränderliche positive ganze Zahlen bezeichnen, dieser Grösse be- 
liebig nahe bringen, d. h. dass man die positiven ganzen Zahlen 
m und.» jederzeit so bestimmen kann, däss der numerische. oder 
absolute Werth der Differenz zwischen den beiden Grössen # und: 








2m +1 : j | - N . 
5, kleiner als jede gegebene noch so kleine positive Grösse 
» ist. Um dies zu zeigen, wollen wir die beiden Bedingungen 
Yun 1 2m +1 
2n RE? I Er Tan 


zu erfüllen suchen. Diese beiden Bedingungen sind aber offenbar 





. . eb 2m+1 . ie : 
jederzeit erfüllt, wenn a eine Mittelgrösse zwischen « und 
av, d;h.°) wenn | 


- 


2m +1 
= — M(a, @-+ v) 

ist. Diese letztere Bedingung ist aber nach der Lehre von den 
Mittelgrössen jederzeit erfüllt, wenn die Bedingung - 


2:2 -+1== Mitan, Ma v)n} | 
erfüllt ist, und es kommt also jetzt offenbar bloss darauf an, zu 
zeigen, dass die positive ganze Zahl » jederzeit so bestimmt wer- 
den kann, dass zwischen den beiden positiven Grössen 2#2 und 
2(@-4+-v)2 eine gewisse ungerade positive ganze Zahl liegt. Dies 
ist aber jederzeit der Fall, wenn die Differenz 
2(2 + v)» — 2an = Inr 


grösser als 2 ist. Setzen wir nämlich 


’ 
& & 


lan —k+ 3° Ua -+Hrv)a—K + FA 


wo k und 4% positive ganze Zahlen, und 7 positive echte 


ne 
{ B; 
Brüche sind, so ist 
Yuv— ke —kat _ nr 
Ist nun | 
CARL N 
k 2 k-+- 7 3 > © 


so ist offenbar jederzeit 


Th’ L'XL.8.)38; 
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K'— k>!l. 
und folglich, weil 4’— % eine positive ganze Zahl ist, 
3 
k KZ 
oder 
EKTIk+2 | 
Wäre nun auch bloss 
k=k-+2, 
so würden doch zwischen i 
Rz und N 
d. i. zwischen | | | 
2an und 2(a + v)2 ’ 


jedenfalls die beiden ganzen Zahlen «+1 und -+?2 liegen, von 
denen eine nothwendig ungerade sein muss, und um so mehr muss 
also, wenn | 


-KD>k+2 
ist, zwischen 
 2an und 2%(e@ -+ v)a 


jederzeit eine ungerade Zahl liegen. Man sieht also, dass unsere 
oben ausgesprochene Behauptung bewiesen sein wird, wenn man 
zeigen kann, dass sich die positive ganze Zahl z jederzeit so. be= 
stimmen lässt, dass arm | 


ER >?2 


ist. Da nun aber diese Bedingung erfüllt ist, wenn man, was 
‚offenbar jederzeit möglich ist, die positive ganze Zahl » so be- 
stimmt, dass , 
1 
n>-— 
ist, so ist unsere: obige Behauptung nun als vollständig bewiesen 
anzusehen, d. h. es ist in völliger Strenge gezeigt worden, dass 
die positiven ganzen Zahlen 2 und #2 immer so bestimmt werden 
können, dass der numerische oder absolute Werth_der Diflerenz 
: : R & 2m + 1 Ä e 
zwischen den beiden Grössen & und kleiner als jede ge- 


7 


gebene noch so kleine positive Grösse ist. 
Nimmt man dies mit dem Obigen zusammen, so ist klar, dass 
für jedes positive =, welches kleiner als die Einheit ist, 


he ar n 
7.0: 1-F-2.‘. 7 ;sin:@@ 


KEE Na 7 














o1—= tang an \ 


302 


ist, welches zwei in jeder Beziehung höchst merkwürdige und wich- 
tige Resultate sind. / 


% 


11. 
Von den Euler’schen Integralen. 


$. 12. 


Euler’sche Integrale der ersten und zweiten Art 
heissen respective die beiden bestimmten Integrale 


1 1,1 
ya zaA1 — 2) Idz und fi (ZI Tdz, 


in denen die Grössen @ und 6 immer als positiv angenommen wer- 
! nn. j h 

den. Das erste dieser beiden Integrale wollen wir durch (zZ), das 

zweite durch Z(z) bezeichnen, und wollen also 


1 
= Sa Air zy Ads, 


Ta) f (eye 


setzen °). - 
Jedes dieser beiden Integrale ist einer bemerkenswerthen Trans- 
formation fähig, die wir jetzt zunächst kennen lernen wollen. 
Setzt man nämlich 


z 
1-29 
also . 
For ED Aus RL» bei iäh. Euer 
BT } ARTE V 2 ge 
so ist, wie man leicht findet, 
' 
ai ujpsikeii Yarsldy - 
zul — z)) de — np} | 


und folglich, weil für 20 und z==1 oflenbar respective 0 
und „= ist, 
1 & a—1ldı 
le A en = or ya-ldy 
a a TE GAryer' 


Setzt man ferner 


74 


4 
. 


a|- 


B 


’ 


so Ist 


°) Diese Bezeichnung gebraucht Herr Lejeune Dirichlet in seiner aus- 
ezeichneten Abhandlung: Sur les integrales Euleriennes in Crelle’s 
Sduraet, T. XV. S. 258. Legendre gebraucht für die Integrale der ‘ 
ersten Art eine andere Bezeichnung, und geht auch-von einem etwas 
„verschiedenen Begriffe dieser Integrale aus.. Wir sind aber hier Herrn 
 Lejeune Dirichlet gefolgt. 
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me —er,de Za— eds; 


S|- 


und folglich 
(2,142 — — e-220 Ida, 


Weil nun für z=0 und z==1 offenbar respective =» 
und 3=—=0 ist, so ist 


7 [9 
\; (ZI Tda = — / „eza1ds, 
_ folglich nach nach $. 2. 1. ni. 

1 
f; (1) 1dx = Sea. 


Weil man im Vorhergehenden für 4 und x offenbar auch x schrei- 
ben kann, so hat man die folgenden Gleichungen: _ 


b ı © zu-Ide 
ee Se 
rn 
Ta) = J; a ae dx = I. "errgaNde. 


Weil, wie wir nachher sehen werden, die Euler’schen Integrale 
der ersten Art immer durch Euler’sche Integrale der zweiten Art 
ausgedrückt werden können, so wollen wir unsere Betrachtung 
hier für jetzt auf die letzteren einschränken. | 


$. 13. 

Nach dem vorigen Paragraphen ist 
{ & 
1) iR e-idz, 
Weil nun bekanntlich 
| etd2 —=— d,. e-: 
ist, so ist | 
Seas = — e7? —+- Const. 


Für z=0 ıst ©? ==1l, und für 2 ==» ist offenbar er —0, 
Also ist N 


Sea Y)=1, 


folglich 
NIS: 


$. 14. 


Nach einer aus der Integralrechnung bekannten Reductions- 
formel ist | 


- 
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/ et xedx — x4 feruz —a / zrAdE / etdz, 
und folglich, wenn man für / e-=dz seinen aus dem vorigen Pa- 
ragrapben bekannten Ausdruck setzt, 

/ erxrdz — — zae- a f. e?ze dx + Const. 


Für z=0 ist, weil @ immer als positiv angenommen wird, 
xee-—=($,. Für 2==& werden Zähler und Nenner des mit der 


Grösse z@ee* identischen Bruchs — unendlich. Weil nun 


ex 
dk , ex R. 
dar © 
und 
E de , za 
gr > da— 13,9, (. — k +1) > 
ist, so ist fir 2—@, was auch die positive "ganze Zahl & sein 
dk . ex . rk? 9 
mag, —z,, —=%; wenn man aber, was offenbar verstattet ist, & 


. . h . “ dr. x% . 
grösser als « nimmt, so ist für 2 =» offenbar ren =—=(0. .‚Hier- 


aus schliesst man nach bekannten Principien der Differentialrech- 

| U x“ 
nung, dass auch für z=@ der Bruch x: oder das Product 
z0e-2—0 ist. Also ist nach dem Obigen offenbar 


[e +) & 
N e-?xtdx — a ’R exe 1ldx; 


d. i. in der bekannten Bezeichnung der Euler’schen Integrale der 
zweiten Art Br 


TKa+-D)=alfe), 
welches eine sehr merkwürdige und wichtige Relation zwischen 
den Euler’schen Integralen, der zweiten Art ist. i 


Ist @ die ‚positive ganze Zahl 2, so erhält man durch succes- 
sive Anwendung der obigen Relation leicht 


Ina +-1)=»(a—1)...3.2.1070),. 


\ 


und folglich, weil nach dem vorigen Paragraphen /{1)—1 ist, 


Ta-+-1)=1.2.3.4....n 


oder ns 
Ia)=1.2.3.4....(»—1). 
| $. 15. | 
Unter der ‚Voraussetzung, dass u eine positive Grösse ist, sei 


dy ’ 
Mr—y, em Gr ln: so R 
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1 
Jet ad2 = en nal; eIyaldy, 


und folglich, weil für = 0 und =—o offenbar respective 
y—V und y=o ist, 


—Urgpa-] = — —Yya-l 
\ The re, \der Ni dy 


oder 


6.) 1 [e") i 
/ etMzga de —= — e- x ld; 
Jo ua) 0 
also 


® T' 
J: e Yrae Adz — D 
0 ga@ 
immer unter der Voraussetzung, dass w positiv ist. 
Setzt man für @ die positive ganze Zahl 2-1, so erhält man 


. Tr +1) 
2 EP ER IE en un > 





und folglich nach dem vorigen Paragraphen 
= 1.2.3..4.,.2 
ee 
unter der Voraussetzung, dass 2 eine positive ganze Zahl nnd mw 
positiv. ist. 
| 9.16. 
Wenn 1-+-.x eine positive Grösse ist, so ist nach dem vori- 
gen ei reihe: | 


= 1). 
—U+r)Juyb—1 
| Sa lau wer 
wo 5 als positiv angenommen wird. Folglich ist offenbar 
ze Ads BR dz 


Urs)” 70) Sertit ua tub-Idu, 


also da» 


- 


 [® za ld 1 on w | 
WE a — 1+Nugalyb—1d 
iz rl. Ba ne 
woraus sich- ferner ‚nach P: 6. 
0) ze-lde. Ei je 
—(ı 10,51 
I (+ nn ar 2, du et rn ud 
ergiebt. Nun ist aber nach $. 2. 3. 


j f %o + 
I GE HT — eu: J, eure idz, 
0 


und folglich, wenn wir z als positiv annehmen, nach dem vorigen 
Paragraphen 


[e/] 
fi e UrWugeAyb-ldr— e-unb-e1[(e); 


Theil. 20: 
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also nach dem V orhergehenden 


» ade _ Ma) fe. 
en re —uygb—a—\ da 
fee (1-2) T(b) $ Key du, 

oder, wenn wir +2 für 2 setzen, f 
et > BeREeN Az, 
oe FIR FEED I ET 
. d. i. in der: bekannten Bezeichnung der Euler’schen Integrale der 
ersten und zweiten Art 
Ä », __T(a) IXb) 
(2 " Tab)’ 
wodurch nun die in $. 12. ausgesprochene Behauptung, dass die 
Euler’schen Integrale der ersten Art immer durch Euler’sche Inte- 
grale der zweiten Art ausgedrückt werden können, vollständig ge- 
rechtfertigt ist. : Dass im Obigen x, also auch I+- x, und z po- 
sitiv genommen werden können, findet seine Rechtfertigung darin, 
dass die Integrale sowohl in Bezug auf .x, als auch in Bezug auf 
@, immer nur von 0 bis co genommen werden. Andere Beweise 





der obigen merkwürdigen Gleichung haben Poisson im Journal 


de 1’&Ecole polytechnique Cahier. XIX. und Jacobi in 
„Crelle’s Journal. B. X1. S. 307. gegeben. . | 
Wenn e<1 ist und 4=1—.a, also «+21 gesetzt wird, 


se ergiebt sich aus dem Obigen, und weil bekanntlich Z{1)==1 ist, 


(Z)=Ite) Tl a), 
d. 1. nach $. 12. 


"I exe—dz 


Kia) Ua) N n- 


Unter den gemachten Voraussetzungen, nach welchen nämlich & 
positiv und kleiner als die Einheit ist, hat man aber nach $. 11. 


h N TE 
oki ) sinan 


und man wird folglich durch das Obige zu der höchst merkwürdi- 
gen Gleichung | 








Ri; 
sin an 





Ta) Tl—a)= 


geführt, wo immer # positiv und kleiner als die Einheit sein muss. 
Für @—3 ergiebt sich aus der vorhergehenden Gleichung 


IP’ =n, 


und folglich, weil, wie sogleich aus dem in $. 3, bewiesenen Satze 
erhellet, Z(2) eine positive Grösse ist, 


KL Kat, 


Nun ist aber 


Pie) fi 772 in 
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also, wenn wir 2 =?” setzen, 


I) — s, et dt. 


Folglich ist nach dem Vorhergehenden 


ade 
JS Tau=V® i 


welches auch ein höchst wichtiges und merkwürdiges Resultat ist 
Nach $: 2. 2, ist | 


+» 67 
Ha erde fr e"dt+ JE .et’dt, 
I —?7 - —on 0 


und nach dem in $. 3. bewiesenen Satze ist offenbar 


2 © 2 
Ve 
—ı. 0 
+ © 
Re et"dt — 2f. ed, 
: —&n 0 


und folglich nach dem Vorhergehenden 


RE! 
J. BONO LET, IL, 


Also ist 


‚Nach $. 14. ist 
Mn+5)=(a—5) In — 5) | 
4 3 3 
—(2—-z) @-3z) IR» —-7z) 


—(n 4) (na) @— 2) In— 2) 


[2 


U. S. W. 


LE 
| 


1 3 3 


und folglich, weil nach.dem Obigen 





2 ve] 
ist, 
1 kr, 2a —1 
RI FIT 5) Ya. 
$. 17. 


Umgekehrt kann man. nun aber auch die Enler’schen Integrale 
der zweiten Art immer durch Euler’sche Integrale der ersten Art 
ausdrücken. Bezeichnet nämlich 2 eine positive gänze Zahl, so 
ist nach der iin vorigen Paragraphen gefundenen Hauptformel 


BOT re: 
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EN Seen ; 


Folglich ist, wenn auch »z, eine beliebige positive ganze Zahl be- 
zeichnet, 











a. 120 Ahr 
uüRE na" 
I (07, 
BIER gr 
= w u 
In) 
u. Ss W 
Mm IN) 
EST ne) a 


Multiplicırt man nun auf keiden, Seiten der Gleichheitszeichen, ‘so 
erhält man 





1) 1. ea) 4 
| N) 
“ also 
Fe. Int 
Rn 5 m—1l:n‘ 
- (5%) Zr rd 


— 


Für m» —n erhält man aus dieser ‚Formel, weil bekanntlich r)=1 
ist, \ 

















 TIYy)= nimm 
ImD= a 
also nach dem Vorhergehenden 
AIEEL MR — n . n Ai EL 
Är- nn } ı7 kzr2 ‚N, m—i:n er er 
me yısjoje 





Aw. 
ZEN 


2 
1 # 
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und es kanu folglich, weil - jeder positive rationale Bruch sein 


kann, jedes Euler’sche Integral der zweiten Art durch lauter 
Euler’sche Integrale der ersten Art ausgedrückt werden. 


s. 18. 


Wenn z° wieder eine positive gauze Zahl bezeichnet, so ist 
nach $. 16. \ 


1 n— 1... 7 
ul Dlarerr 
n 





2 ‚n—?2 7 
Me) 
nr 





1 

KV SIE 
sin — 
R 








3 —)3 
N) I—)= 
u. S., W. 
I n—]1 22m EIER 
"en um AA Yes nie; 


RR 





und folglich, wenn man auf beiden Seiten multiplicirt, 
1 2 3 a ER | 
are, u NIT n za be ne (2. — Hr, 
SUR IS 1 TS ST 
| } N n nn N 
In $. 10. haben wir gesehen, dass die Gleichung 2° — 10, 
wenn z eine gerade Zahl ist, die folgenden z sämmtlich unter 
‚ einander ungleichen Wurzeln hat: 


sin ER SET, 


hi (a — 2) 
er 
2 


co 


Folglich ist nach einem bekannten Satze' von den Gleichungen 


a I=(a— 1) (2a +1) (a—cos # _ ‚sin = ne) 
MR Z n 


197 PIE F DI 
x (2 — cos Zr sun ee 1) 
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x (@=— cos = — sin “y) 


Ar „ı Am 
xx — cos Ai rag 


x (0 — 005 Pr — sin "GV 


x (2 — cos wir si sin ea) 


also, wenn man immer je zwei conjugirte imaginäre Factoren mit 
einander verbindet, 


zrı 

a (2? — 22 cos +1) 
4 

x (2? — 2x cos =+N 


6 
x(2?—?2x cos + 


— 2): 
x (2? — 2x cos re) 


Dividirt man nun durch ee so erhält man naclı einem sehr 
bekannten arıthmetischen Satze 


AN 4 arA wos .+ x* +1 
—(2?— 2x cos — =.) 


Ir x(2? — 2r cos = +1) 


xX(&=°—?2r7 cos = +1) 


u. S WW 


Ra 


x (2? — 22 008 —— eu), 


also für z 1 r 


n—?2 


2n | An, (n—2 
Sl: (1— cos ,) (1 —.cos 7)... (1 cos 2 —, 





9 


« es ». . .. 2 Mh 
oder, wenn wir jetzt » für die positive ganze Zahl — setzen, 


a 2r 11 — cos —) (1 — cos =) ...(1— eos es) 


ar In (2 — 1)n 
4 2 | Sr il * 
= 2eln sin 3; An Binz . in 9, 


folglich | 
7% an 3 nn — 1) 
Va—da-ı sn =— sin — sin — ,.. | 2 
27 2n 2a. an 
Nun ist aber allgemein 
kr kr (2 — k)n 
. — = — — — Pas — m —— 
sin „sin 5, 608 5, sin 5, Sin TE, 
und folglich i 
BERER IE 0 SON) (rn — 1)n 
sin’ 7-80 Bin Si sin 
7 N n n 
i 2 ar nr — 1)r 
— %”—1 sin — sin —— sin; —— (now 1)t 
an 2n zn 
, (9 T)a (rn — ?) (r — 3)r f 
xsn 7 DE ie a ea an 
 ; I an (2 — 1), 
— Ir—1 en 3 rt 
—?rllsin.zz sin e sin 1 eye ae 
also nach dem Vorhergehenden 
2 Tr RER 7 WR (a— Da n n 
er! en Bei >l._ ——— m —— 
sm —,5in 7 SI... in zn 7m, Rn) ee 
3 IN 
Daher ist nach dem Obigen 
1 2 3 n—1 (Ar)r—1 
F—) I—) 7)... II —)}? = —— 
folglich 
: 1 2 3 ec =1 b N 
T(—-) T— _— a ei, 
R FR (75) N7)-- —) Ba, 
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Nach $. 14. ist nun - 
N), N) 
Ken) I). 
ve ne)=trc,, 
..u8'W. 
ne —r— To): 


also 


N DEREN. 


1.2.3...(2- 
nn—1 


folglich nach dem Vorhergehenden 


Vera WA abe es" 


7) NIT. 


In—1 
R 





N 


se 


IN 





ER 
nes Er 


1.2..(2— 1) ( @r)r—1 
nn m nn nn ——  —— ——— 
nn—i 


1 


u 


u 


2 


# 


Weil 
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$. 19. 
Nach $. 15. ist, wenn s eine positive Constante bezeichnet, 


Ro I\a 
1. S, e-rtzxe dx = a 
0 sau 


Nun ist, wovon man sich leicht. durch Differentiation überzeugen 
kann, \ 


' 


+ ! " e37 
Je: dx ei li -+ Const., 





Ss 
und folglich, ‚weil die Grösse s positiv ist, 


RL gr ed —0 — (— Pe 


also 


Napa... TE a Penn ER 
SS, e def“ —/s + Const., 


und folglich, wenn & und £ positive Grössen bezeichnen, 


/ "ds 7: FE ne e y 


Nach 8. 6. ist aber 


J: ds N "ers — FR "dr ST. Plieh), 


und folglich auch 
re u NL. 
oh de fe said — L Mr 


) 


ge est 
x Nezds =7 —- Const., 
' ‘ 


B e-ux — ex 
@ LU 


also nach dem Vorhergehenden 
@e— 0x —_ e—Px 
year Eh 


a 





ist, so ist 


Setzt man «—1 und fs, so erhält man 


A, Ne-e =. 
Weil nun nach $. 12. 


& N . 
JS: e 350 "1ds — Te) 
ist, so ist, wenn der Kürze wegen 
dT(a) 


= =T'(a) 
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gesetzt wird, 


3.4 


uf ds 2'@) 


” a—1 
N Se 


d. 1., wie man nach NERHAN EN Regeln der Differentialrechnung so- 


gleich ändet, 


also nach $. 5 





8 


d. ST. "erssa-1/s a—T (a), 


und folglich, wenn man für Z/s den Ausdruck 4, setzt, 


J; "e-ssa-1ds J. "(ee — e=s®) = SIFTR), 
oder nach $. 2. 3. 


if ds ir esga—1(e- — dag — —r Os 


und folglich nach $. 6. 


ds 
e 1 . D—-8X 7 
7 de fi“ est a — ce?) T Et oe; 


oder nach $. 2. 3. und $. 2. 
TE (est — ers hd — Ta); 


oder 


Weil nun nach $. 12. und $. 15. 
N. "errseAds—T (e), 


Sets — ALY 





(+2). 
ist, so wird die vorhergehende Gleichung Berg 
da vr 
oder 
1. [ee NORSESTE ER 2 ,2rla) 
i Gi“ var (* (Fr a)e) 7 Ta) TO) da 


Da die Integrale in Bezug auf «= zwischen den Gränzen 0 und & 

genommen werden, so kann man ©, und folglich auch 1-+- x, wie 

es die vorher in Anspruch genomwene Anwendung von $. 15. er- 

fordert, immer als positiv betrachten, 
Setzt man nun 

1 1—y 1 


—— ya se te] 
i4,=V also x 2 y s 
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so ist 
A dr dy 
dx — y® 2 un ya—y) 


und für z=0 und = ist respegiue z y=1 und „==. Also 


ist nach 7. 
; 1 

0 1— dy dIT(a) 
Er Men — 
4 Jır Yıa-y ‘da? 

oder nach $. 2. 1. 
Baer 1, | diT(a) 
Be A or er dar 


Setzt man jetzt, indem » eine von @ unabhängige positive 
ganze Zahl jerchneh für & nach und nach 





2 er) 
a, «+, ER Er ofen er at. 





und addirt alle ee aus 8, sich Ernebenlen Michungen zu 
einander, so erhält man, wenn der Kürze wegen 


nr —] 
) Key 
Er JE my da Fest da 








resetzt wird, nach 8. 2. 4. die Gleichung 
=) b) > 
3 uf 2 n—i 





JE ae Vyall Hy hy. y" Near my ®; 

oder, weil 

P 1 Si n—1 i 

+ y” + y”r +. Ba nn Se nein 

1 yn 
ist, 
as P 
0. pze me ER YET 
0 ED 
1 — y”" 


Setzt ınan 3” für y, so wird diese Gleichung, wie man leicht 


findet, 
ne! TE em 
10. 2a En 


Wird in der Gleichung 8. für « die Grösse 20 gesetzt. so wird 
diese Gleichung 


1 
Ir dy . dI(na) 
JS (e u Ye) Tor Fr 7: Ei 


Nach einem bekannten Satze der Differentialrechnung ist aber 


dlI(na) diiXna) d.na dII(ra) Kr 
A u 











86 

und folglich | 
dII(na) 
d.na 


dII(na) 
“da! 


b) 


1 
— n ” 


also nach dem Obigen 


ee 
RE UN EHER) 
fe a da 


oder 
Fesl 
Le I. yra “dy _ Ana) 
TE 2 olyen fe), 7 u 770 


Zieht man diese Gleichung von der Gleichung 10. ab erhält 
man 

















Ai. z fü 
 gplne °" e Iıdy _ dIT(na) 
nr Baer en ern Sera a 
Weil nun nach dem Obigen offenbar 
di .I(a) Ka)... Ka+"—) 
Se 
ist, so ist 
1 an —1 
s_ Une) _ d aa ee = 
7 ee 7" Ina) ; 
und folglich nach dem Obigen 
ji Aalen 1. n— 1 
er 1— ' 28 mn 
iga ne, 3" kr e dp _ d ; I(a) I(a + „).-Ta+ zu 
1—yr I—yy da T'(na) 
Setzen wir H 





wo, was man wohl zu beachten hat, die Grösse p von @ gunz Un- 
abhängig ist, so wird die prheraghende Gleichung 





ra) Kar)... e— | 
BETT FSETASE 





Ipda — di 


And folglich, wenn man integrirt, und die willkührliche Constante 
durch In bezeichnet, 


T(a) De + I. 
I(na) 








bp +- =! 


oder 
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| T(a) Ta+-). . ‚a +") 





.. en er > 
also ; 
—|] 
Te) Ka+—).. = 
I(na) Rule 


oder 
ER Ta) T(a-+ Br ..I(e+ ) — yp“l (na). 


Um die von # unabhängigen Grössen Kun y zu bestimmen, 
setze man, An zunächst den. Werth von » zu finden in dieser Glei- 


‚chung a+— für @, so wird dieselbe 


| 1 
4 2 a 
I(a+-,) "a+ 2) ...T@+1)=yp * T(aa--1). 
Dividirt man nun diese Gleichung durch die vorhergehende, so er- 
‚ hält man 
Tat +1) - Ira +1) 
Ira) SR una). 








also, weil nach $. 14. 
I(a-+1)= ala), T(na + 1) = nal(za) 
ist, 
NE 
ER DENIED ET, 
Um 4% zu bestimmen, setze man ‘in ‚der Gleichung 12. die Grösse 
—_—, so erhält man, weil Z{ze) =T(l)=1 und P—nÄA—- 
ist, : 


Fe 


NIIT) ID. Ir 
und folglich 


1 2 3 1 
| HN) TAT... TDEZE): 
Nach ®. 18. ist aber | 


I) N) TO...) = 


78 





| (Aryn—ı | ’ | 
n Sr 
und folglich 


y—n 


Ir)a—1)% as 
Ten)? Vn. 


Führt man nun die gefundenen Werthe von » und q in die 
Gleichung 12. ein, so erhält man 
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Pa | 


= (2x) ? mi—af' (za). 


2 —|1 
NR 





‘I(e) Ma-+-) Na+-,). ! .I(a + 


Mit dem Beweise dieser höchst merkwürdigen Gleichung haben 
sich verschiedene berühmte Mathematiker, namentlich Gauss (Com- 
ment, Gotting. rec. Vol, I1.), Legendre (Exercices de calcul inte- 
gral. T. U. p. 23. Traite des fonctions elliptiques. T. IH. p. 444.), 
Cauchy (Exercices de Math@matiques. 15”e Livraison. p. 91), 
Crelle (Journal für die reive und angewandte Mathematik. B. VII.) 
beschäftigt. Der obige äusserst schöne und sinnreiche Beweis, der 
uns vor allen übrigen sehr wesentliche Vorzüge zu haben scheint, 
ist von Lejeune Dirichlet in Crelle’s Journal. B. XV. S. 258. 
gegeben worden. 


> 


$. 20. 


Unter der Voraussetzung, dass «a, ß, y, d,... und , 97, 8,.... 
positive Grössen sind, wollen wir im. Folgenden der Kürze wegen 


a)—elı- Ey u 


| | 
ar” 

| 1 

Ir Er (Le rl? 

ga. Ye JE) (7 ) | ; 
setzen. u. S. W. i 


Dies vorausgesetzt, kommt man nun bei Anwendungen der In- 
tegralrechnung auf Geometrie und Mechanik häufig auf Integrale 
von der Form 


& 2 
JS ze ld, 
URN 
& F(z) 
Vi dx FA zelybAdy, 
& 462) Plz, Y) 
def uf, a lyb—1xc—1 ls 
T% 0 Y 0 LTY eAdz, 


u.S. W. 


wo die Grössen @, d, c, d,.... auch sämmtlich positiv sein sollen. 
Für diese Integrale, die man, wie sogleich erhellet, auch unter der 
Form | 


JS; "zu1dE, 
42) 
27 A \ 
0 0 
. & (x) P,(25 fi 
J 0 werde, yoray S zer, 


u. Ss w. 
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darstellen kann, hat Lejeune Dirichlet sehr merkwürdige Aus- 
drücke gefunden °), welche wir jetzt entwickeln wollen. 


Zuvörderst wollen wir eine Transformation mit ‚diesen Inte- 
Bee vornehmen. Setzen wir nämlich für 


% Y z 
(EP, (7) er 
respective 
N A He kan 
so müssen, wir, wie sogleich erhellen ‚wird, für 
dx, dy, dz,.... 
respective 
| 1 1 
et 6 NS 
R er de m — 3% PER 
p ’ 77 AR, ’ 


setzen, und eben so leicht wird man sich überzeugen; dass statt 
der Gränzen 


0 und a, O und Y(z), 0 und (2, %Y),...:.. 
respective die Gränzen 
0 und 1,0 ad 1-2, DunddI— rn... 
lee wenn wir der Kürze wegen 
Ir =y,l1-.r- yzs,.:... 
setzen, die Gränzen > 
0 und 1, 0 und Y,, O und 2,,.....- 


gesetzt werden müssen, Daher haben wir es sau mit der Ent- 
wickelung der folgenden Integrale zu thun: 


FE A 
er Y: ET Wiek E v > 
ES, Bi "az; h RAT le, i 


u. Ss. w. 
oder mit der rt RAN der Integrale 


ı 2-1 
BERNdac, 
® 0 f 
Pa li Bi MN 
Ss "x da ey | R 


®) Comptes rendus hebdomadaires des seances de ’Academie des Sciences. 


T. VII. p. 156. Journal de Mathematiques pures et appli uces ar 
J. Mn T. IV. p. 168. i $ Br ’ n 
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a3 — 
„er da Rz dy SE zur ide; 
Us sw. 


Das erste dieser Integrale lässt sich leicht finden. Es ist näm- 
lich nach einer sehr bekannten en Ein HET Integralgeghpnng 


ng dx = Dar + Gonst,, R 


wobei man nicht unheachtet zu ach hat, dass nach Er Voraus- 


a 
gr — positiv ist, und folglich. 


REN Be 
0 a 
>» Nun ist aber nach & 15. 
DR 0 RE WE a 
Aa) 


und folglich 


a 
I— 
ee 


AN 
BEN 


also nach dem Vorhergelienden 


a r(“) 
pr 0 zP dx — URN 
T1+ Er 


Ferner ist ä 

b b 
en u h 
yI:dy = 79° —- Const., 


und folglich, weil y, =1—x ist, 
h 


PA 
Er g u 
Sy’ ER ae 

also 


Re | I ne 
Pe he N N... 


oder, in der aus $. 12. bekannten Bezeichnung der Euler’schen 
Integrale der Eyaten Bar 


b u 
dl 2 7 q 

Sr” ir A y? = (-> - 
m, 
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Weil nun nach $. 16. 


= nn) N +) 
” ru % 4) 


b b b 
+,)=,1Q) 
ist, so ist nach dem ehe a 


Su RES RN 0) 
"ar da fi yı y=—t—ı a 
+4 +2) ’ 


und nach $. 15. 


Um ferner das Integral 


"ar "an Ar Mon: '0y I sr u 


+ 
fr 


zu finden, wollen wir 
Y Yıu, 33,0 
setzen, so ist | 
dy — y, du, da=— 2%, dv, 
und statt der Gränzen 
0 und ,, Od und z, 


sind offenbar respective die Gränzen 
0 und 1, O.und : 
zu setzen. Also kann man ig BOTEN Integral unter der Form 


ee 4 
WE dar rat auf Sı.0: '@, 
0 
oder, weil 


y=1-3, 23, =1-x2—-y=l(il-—-x) (l—-o) 


ist, offenbar unter der Form \ 


a b c h „de c 
ı ——1 _—+— 1 Z—1 — 1 —— i 
WA zP (1-2)1. ' def, uI (1— u)rau f. vo’ dv, 


oder auch, wie en, in die Augen fallen wird, unter der Form 


b e BARS 
| 24 kn ya’ * 
Nie” (_a)7” rd Se —u)ran, Jo” du 


darstellen. Es ist nun nach $. 16, 


a c 
Da. N—) Nl+—--+—) 

1 . Zr 
Ser" (1— 2)? DE ge we za Ze we 
BAT REF ART 


\ 
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GE) ce 
A By 1% N Tl a 
J ur ne — 
| Tl A 
\ y r 


en 


e N) T() 





F c > 
a) 
woraus sich, wenn man auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen 


multiplicirt, und beachtet, dass Dy=1 ist, für den Werth unsers 
gesuchten Integrals die Grösse 


I) ne) 
% u 
a Far 


ergiebt. 


Um zu zeigen, dass das so eben angewandte Verfahren eine 
allgemeine AB ira wollen wir noch das Integral 


LE ”. BI ba 2 «dt 
0 0 9 Ne 0 
bestimmen. Zu dem Ende setzen wir 


YyZzyıı, 2 —3%,v, I=Tw, 
also 
dy= y,du, ds —z,dv, dt—=t,dw, 


und demnach für die Gränzen 
0 und y,, © und z,, 0 und z, 
offenbar respective die Gränzen 
0 und 1, O und 1, 0 und L; 


% 


Dies ER en unser obiges Integral unter der Form 


a 1 AN 
ar dx WRLTE "auf 3,’ v" def. t’w‘ dw, 
0 0 


oder, E: 


VE u | 
u N ah bay); 
u =l- 2 —-y—-z:=(t-2) (l—o) (l—-o) 


ist, wenn man sich die beiden folgenden Reihen ohne Unterbrechung 
in eine Zeile u denkt, unter der Form 


c # d 


12.4 Eau 1 Nie, Tu f 
Se (12)? , "da fu (l— z)” "du 


c d d 
ar & | 
ya ao)" fm‘ div, 


oder auch, wie sogleich erhellen wird, unter der Form 
Theil II, 21 
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ge; N Br; * b id 
RN ++ 1 —ı +— 
N, HE) Er dr Se" dw" ’du. 
0 . . r u 


UL vu” ao. f, w’ dw 
| 0 0 


dargestellt werden., Es ist nun nach $. 16. 





a b 2. 
1. Sir B> ua 3 DI) I 32 | 
Ne We 2 ri ne Aydrlın 
ut AO: Sem Ye he PT ar 
BE, 2,0, Pe AH TUE ED 
A (l_-w)" du L Re f 
a RE er 
c d 
d N TU+—) 


Ns? K-)!eun070% 
rg Nur) 


| s 
| BR 
Sr dw = ——z; 
T1+) 


woraus man, wenn man auf beiden Seiten multiplicirt, und beach- 
tet, dass /{l)==1 ist, für das gesuchte Integral sogleich den Aus- 
druck : 


‚a bie d 
I = a) N) Nabe, 


a b ce d 
TUR en) 


r 5 
erhält. 
Auch ist nun völlig klar, wie man auf die obige Art immer 


weiter gehen kann, und das Statt findende allgemeine Gesetz liegt 
- mit völliger Deutlichkeit vor Augen. 


Aus allem Vorhergehenden ergiebt sich unmittelbar, dass, wenn 
wir das allgemeine Glied der Reihe j. ; 


J. Fat, 
0 i 
a (2) 
l. S. a--1,b—1 
VE a, % ee. 
S, "dx S: ap Ss; PR N a1ybtngeth, 


Ws 3. ww. 


wo y(z), Pl, Y) P92(2, % 2%), ..... die aus dem Obigen be- 
kannte Bedeutung haben, nämlich te ds 


- 


. 


2.393 
aa 
da) (Epr7, 


Ki a 
He eri-ler—N, 


om 


la y JENE ON, 
u.:S, W. 


ist, durch V bezeichnen, jederzeit unter den oben gemachten Vor- 
aussefzungen, die wir bier nicht wiederholen wollen, 
a b c 
411) ITI—J 0.2 
he N N 
PR NBar ns. LA 


en ) 
Dr Pr RN 


V. & 

Alarıe ” Ar 
ist. 
In einer .der Theorie der vielfachen Integrale_ vorzugsweise 
gewidmeten späteren Abhandlung werden wir auf diesen wichtigen 
und interessanten Gegenstand, welcher durch Liouville und Ca- 
talan schon mehrfach ‚erweitert worden ist, zurückkommen. Für 
jetzt müssen wir uns mit der:obigen Darstellung, die wir nur als 
eine vorläufige bezeichnen, begnügen. 


XXVI. 


Zwei neue Sätze vom ebenen und sphärischen 
Viereck und Umkehrung des Ptolemäischen 
ER Lehrsatzes. 


Von dem | 


Herrn Professor und Director Strehlke 
zu Danzig. | 


Nach einem bekannten Satze der ebenen Trigonometrie ist 
(Taf. I. Fig. 8.). . Rx 
AOC=e—ma rbb co Am c’-rd?—2cd cos D, 
$ 21 | 
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folglich ; x 
a? + b?— c!—d: —%2al cos B— Red cos D. 


Addirt man auf beiden. Seiten dieser Gleichung ?2«@2 und 2ed, so 
erhält.man 


(«-+b)? —(e—d)’==Aab cos 3 —+Acd sin 4D?....(l) 
und eben so 
(e + d)? — (a — b)? —=Aab sin 42? + Acd cos 4D?.... (2) 


Durch Multiplikation von (1) und (2), Zerlegung der Dindiste in 
Faktoren und Einführung der Bezeichnung 2 Arc 
wird erhalten 


G-)E-9 95-0) 
—a?b? cos+B?.sin12? +abed(sin} B?. sin +D°’-+cos4+B? .cos}D?) 
-—+c?d? sıntD*? c0os1D®. 

Wenn man auf der rechten Seite I Gleichheitsgeichens 

tabed sin B.sin_D hinzu addirt und subtrahirt, so erhält man 


>-0)E-) 5-50) 


Erle sin B+ ? ‚sin D)?+abed(cosıB c0s3D— sin B.sin4D)? 


2 


=(5 2 .sin B+3 a D)’-+-abed.cos We ee 


b . . nr. . 
Da nun — . sin PR sin D=- der Flächensumme der beiden 
Dreiecke ABC und ACD ist oder die Fläche des Vierecks 
ABCD- ausdrückt, die mit F bezeichnet werden ei so ist 
P=(2—a) - 5 —.c) (3 —d)-abed. cos +2) co Aal a } 








N 


2, 
Verfolgt man denselben Gang bei dem snhärizeDen® Vierecke, 
so ist - 
cos e—cos @. cos &-+-sin @z.sin 4.cos B 
=cos e.cos d+sim.c. sin d.cos D, i 
folglich | 
cos@.cosb—cose.cosd=sine.sindcos D—sin«.sind.cos B. 


Wird auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen sin & sin Ö und 
sin c.sin d addirt,,so erhält man 


cos (a—L)—cos (e+-d)—=2sin c.sin d. cos 3D’—+2sin a ,sin b. sin aB° 


und durch Zerfällung der Differenz der beiden Cosimis in Fakto: 
‘ ren’und koBrinführung von ah nen , 
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4 $ an, 5 
sn (> —e).sin (> —) 
—=sin e. sin d. cos 3D? + sin @«.sin 5 sin 42°... .».. (1) 
und eben so 


8, , PER 
sin (Z—e).sin (7 — 4) 
—sin @.sin 6 cos 13°? —+-sin e. sin d sin 1D®?...... (2) 


Durch Multiplikation von d) und (2), durch Addition und Subtrak- 
tion von Zsin &.sin 4. sin e.sin d.sin 2. sin D, bekömmt man 


sin Ben) . sin Re . sin en) . sin ) 

= (1sin a sin sin 2 +-!sin e. sin d.sin D)? 

—+- sin a sin 2 sine. sin d. cos 4+B-+-D) cos ar 2 
Ist nun MM der Mittelpunkt der. Kugel, auf‘ deren Oberfläche das 
sphärische Viereck IBCD liegt, so ist der Cubikinhalt des Te- 
traeders MABC—4sin a.sin d. sin D, der Cubikinhalt des Te- 
traeders MACD—=4sin e.sin d.sin D. Bezeichnet man jene - 
Tetraeder mit 7’ und 7”, so erhält man 
3T+3T) —sin (> —a) sin (-— 2) sin (-— e) sin (- —d) 
£ — sin @ sin 6 sin e.sin d. cos {B-+-D):. 


3. 
Umkehrung des BESTEN EESCheN Lhehrsatzes. 
Da 0? —= BE: - CE: —?2DE. CE cos A, (wenn A den Kreis 
‚bogen bezeichnet, der den Winkel ZEC misst) | 
und @ = BE? -AE? + 2BE.AE.cos }, 
so ist 47 —a? = CE? —= HE? —2BE.e.cos 4, 
wenn e die Diagonale CA bezeichnet, 
und e — d”=CE®— AE?+2DE,e.cos 4. 
Ziebt man die obere Gleichung von der untern ab,-so bleibt 
ce? — d: —b:—+a:—=?%.e (BE-+ DE) cos A—?2ef . cos A, 
wenn 3D durch F bezeichnet wird. Hieraus folgt 
a? + ec? —)b? RER 
2ef 2;* 


Wird nun für ein ebenes. Viereck die Bedingung gemacht, dass 
ef—=ac-+-bd, so ist in diesem besondern Falle 


co > 


a? + c? — 1 — d? 
2fac + bd) 
Aus diesem Ausdrucke für cos A lässt sich leicht ableiten 


cos = 
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Bun s ss 

1. IFA 
Ä | (ac -+ ba)? TORE 
Da tac sin + 4Öd. sin Y=4ef.sin == F’, wodurch die Fläche 
des Vierecks bezeichnet werden soll, in welchem ef—=ac-+-bd, so 
erhält man 


re ar 


(1-+cos #) (1— cos?’ =sin A?’ 


da. aber auch | m 
P—(& —a) (2-0) (£-9 (> —d)—abed.cos{B+D), 
so muss sein ’ | N 

cos {B- D)—9, folglich B+- D= MR +1). m. 
Da A+B+ c+-D=?2n, B-+D also <?2r, so kann % kei- % 
nen andern Werth als Null haben, woraus folgt A 


B+-D=n. 


Dass ein Viereck von dieser Eigenschaft ein Kreisviereck sei, lässt 
sich dann leicht beweisen. 


-Anmerkung des Herausgebers. 


Herr Professor Strehlke schreibt mir bei Uebersendung des vorsteben- 
. den interessanten Aufsatzes: ‚Es müsste nicht ohne Interesse sein, den 
„satz für die Fläche des sphärischen Vierecks zu suchen, der dem ersten 
„für das ebene Viereck eigentlich entspricht.“ Gewiss würde diese Unter- 
suchung mehrfaches Interesse darbieten, und wmöchte. ich mir daher wohl 
erlauben, die Leser des Archivs zu derselben aufzufordern. Dass ich den 
efundenen Resultaten, wenn sie ınir mitgetheilt werden, sehr gern eine 

telle in dem Archive einräumen werde, versteht sich von selbst. G. 


XXVH. 
 -Uebungsaufgaben für Schüler. 


I. Vebungsaufgaben für Sehüter. Mitgetheilt von Herrn - 
Professor Dr. Kunze in Weimar. 


3. Wenn‘ die ‚Entfernungen der Eckpunkte A, B, € eines 
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Dreiecks 42C vom Mittelpunkte des eingeschriebenen ‚Kreises fol- 

geweise mit «, ß, y bezeichnet werden, so besteht die Gleichung _ 
A I 2 Fe 
era 

worin a, Ö, ce nach der üblichen Weise die Seiten des Dreiecks 

bedeuten. Im ersten Theile dieses Archivs, 8. 331, ist eine andere 

Relation zwischen «, ß, y und a, 6, ce, angegeben. 

2. Aus den Winkeln eines in einen Kreis beschriebenen Fünf- 
ecks, nebst dem Halbmesser dieses Kreises, die Seiten des Füuf- 
ecks zu berechnen. 

3.. Durch die Spitze € eines gegebenen Dreiecks ABC ist 
zu dem gleichfalls gexebenen Punkt D in der Basis A2 die Ge- 
rade CD. gezogen: man soll durch den einen Endpunkt A der Ba- 
sis eine gerade Linie 47’, welche die CD in 2 und den Schenkel 
BC in # trifit, so ziehen, dass das Dreieck ACH dem Viereck 
BDEF gleich werde., Es giebt dafür mehrere ganz leichte Con- 
structionen; Kästner hat in seinen geometrischen Abhandlungen 
Il. Samml. S, 145 die Aufgabe weitläuftiger mit Hülfe der Trigono- 
inetrie behandelt. 

A. In ein gegebenes (Quadrat ein regelmässiges Fünfeck der- 
gestalt zu beschreiben. dass eine Seite des Fünfecks auf eine Sekte 
des Quadrats falle, und die zwei zunächst liegenden Eckpunkte des 
ersteren in die aufstebenden Seiten des letzteren. 

5. Ein zu seiner Zeit berühmter Ingenieur Samnel Marolois 
giebt in seiner. Geometrie, die 1616 in gross @uerfol. erschien, für 
die vorige Aufgabe folgende Construction an: Auf der Seite AR 
des Quadrats IB CD verzeichne man auswärts ein regelmässiges 
Fünfeck ABEFG, und ziehe von der gegenüberliegender Spitze 
F nach den Ecken €, D des Quadrats die Geraden FC, FD, 
welche die Seite ZB in #7, Z schneiden; die Strecke Z7 soll 
nun die Seite des einzuschreibendeu Fünfecks sein. Diese Con- 
struction ist aber falsch; es ist zu zeigen warum? 

6. In ein gegebenes Viereck einen Rhombus zu beschreiben, 
dessen Seiten mit den Diagonalen des Vierecks parallel laufen. 

7. lu einen Kreis sei ein beliebiges Vieleck A3C... LMN 
beschrieben, und auf der Peripherie des Kreises sei ein willkühr- 
licher Punkt ? angenommen. Fället man nun von P auf jede 
Seite des Vielecks oder deren Verlängerung eine Senkrechte, näm- 
lich Pa auf AB, Pb auf BC us. f. Pmn auf MN, Pr auf NA, 
so gilt allemal die Gleichung ' / 

Aa Bh Hm .Nn 


aß‘ he © leer Aare se Ne 





[4 


Diese Gleichung besteht auch dann noch, wenn das eingeschrie- 
bene Vieleck eın Vieleck im weiteren Sinne ist, bei welchem man 
nämlich die Punkte 4, 2, C...Z, M, X in beliebiger Folge 
durch gerade Linien zu einem zusammenhänugenden Zuge vereini- 
get hat. | | 

8. In der Peripherie des über 42 beschriebenen Halbkreises 
denjenigen Punkt € zu finden, für welchen das Rechteck aus der 
Abseisse AD und Ordinate CD ein Maximum wird. Die Con- 
struction folgt aus sehr einfachen geometrischen Betrachtungen. 

9. Verlängert, man die gegenüberliegenden Seiten eines in 
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einen Kreis beschriebenen Vierecks ABCD, bis sie: sich schneiden, 
nämlich 3A, CD über A und D hinaus bis Z; BC, AD über C 
und D hinaus bis Z', und zieht man von dem Mittelpunkt @ des 
Kreises nach den Durchschnittspunkten EZ, F' die Geraden GE, 
OF, nebst dem Halbmesser OD, so ist immer 


VE.OF.cos EUOF—OD®:. 


10. Wenn man in die vier Dreiecke, von welchen jedes durch 
zwei Seiten und eine Diagonale eines eingeschriebenen Vierecks 
zebildet wird, Kreise beschreibt, so bestimmen die Mittelpunkte 
dieser vier Kreise die Winkelpunkte eines Rechtecks. 

11. Die vier senkrechten Linien, welche man von der Mitte 
jeder Seite eines eingeschriebenen Vierecks auf die ihr gegenüber- 
liegende Seite fället, schneiden sich sämmtlich in einem einzigen 
Punkte. er 
12. Die Summe der Quadrate von allen Seiten und Diagona- 
len. eines eingeschriebenen Vierecks ist gleich der vierfachen Diffe- 
renz zwischen dem @uadrat des Durchmessers des umschriebenen 
Kreises und dem Quadrat der Entfernung seines Mittelpunktes von 
demjenigen Punkte, in welchem sich die vier Linien aus der Mitte 
jeder Seite senkrecht auf die Gegenseite begegnen (11). 

13. Nimmt man auf den Seiten eines Dreiecks ABC drei 
Punkte an: D auf PC=a, E auf CA=bÖb, F auf AB=—e, wo- 
durch die Abschnitte AD =ua, DO=a', CE=b, EA—VW., 
AF—c, FB=c" entstehen, und verbindet alsdann jene Punkte 
zu einem Dreieck DEF, so findet allemal die Proportion statt 


A ABC: A DEF=a.b.c:d.V.dra'.W cd". 


14. Eine sehr einfache Construction der mittleren Propor- 
tionallinie ist folgende: Man schneide von der grösseren gegehe- 
nen Linie AD die kleinere ACab, verlängerr AB um AD—=CB, 
und beschreibe über 3D mit AA= DOC ein gleichschenkeliges 
Dreieck BED, oder bemerke bloss durch ein Paar Kreuzbögen 
seine Spitze Z, so ist eine Gerade von E nach 4 (oder nach C) 
die mittlere Proportionale zwischen J2 und AC. 

15. Die Kreisfläche ist das geometrische Mittel zwischen den 
Flächen eines umschriebenen und eines dem Kreise isoperimetri- 
schen Vielecks, beide regelmässig und von einerlei Seitenzahl an- 
genommen. RR 

16. Werden in und um einen Kreis regelmässige Vielecke 
von einfacher und doppelter Seitenzahl beschrieben, so ist 1) der 
Umfang des umschriebenen Vielecks von doppelter Seitenzahl das. 
harmonische Mittel zwischen den Umfängen des eingeschriebenen 
und umschriebenen Vielecks,. beide von einfacher Seitenzahl; und 
2) der Umfang des eingeschriebenen Vielecks von doppelter Sei- 
teuzahl das geometrische Mittel zwischen den Umfängen des ein- 
geschriebenen und umschriebenen Vielecks, jenes von einfacher, 
dieses von doppelter Seitenzahl. eig 

17. Ein Viereck mit den Seiten «, 6, c, d, in welches sich 
ein Kreis beschreiben lässt (also @+e=5-+-d), hat den gröss- 
ten Inhalt, wenn des Kreises Halbmesser i 


Bu: a.b.c.d 
dc 
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18. In keinem pythagorischen Dreieck (vergl. d. erst. Th. dies. 
Arch. S. 96) können beide Katheten ungerade Zahlen sein; und in 
jedem solchen Dreieck muss eine der Katheten durch 3, ingleichen 
eine von den Seiten überhaupt durch 5 theilbar sein. 

19. Diejenigen Wertbe von & zugginden, für welche sowohl 
X + x als 2.2 — x vollkommene Quadrate werden. 

20. Vermittelst der pythagorischen Dreiecke solche Kreisvierecke 
zu bilden, bei welchen die vier Seiten, die drei möglichen Diago- 
nalen und der Inhalt, nebst dem Halbmesser des Kreises, rationale 
Werthe bekommen; ohne dass eine Seite oder Diagonale Durch- 
messer des Kreises wird, oder zwei Diagonalen sich rechtwinkelig 
durchschneiden (in welchem Falle der Inhalt des Vierecks gleich 
dem halben Product der beiden Diagonalen sein würde). | 

21. Man soll zwei ganze Zahlen x, y finden, von der Be- 
schaffenheit, dass das harmonische Mittel zwischen ihnen einer ge- 
gebenen ganzen Zahl @ gleich sei. Z. B. für 105 giebt es 
vierzehn verschiedene Auflösungen. 

22. Zwei Zahlen x, % zu finden, von der Beschaffenheit, dass 
ihre Summe gleich der Summe ihrer Kubikzahlen sei. (Diophan- 
tus IV. 11.) | 


di Br BR hohe a 30, Fer AR 

Allg. Auflös. en na I em nat 

23. Zwei Zahlen 2, % zu finden, von der Beschaffenheit, däss 

ihr Unterschied gleich dem Unterschied ihrer Kubikzahlen sei. 
(Diophantus IV. 12.) 


. a1 an — 1 

! Allg. Auflös. &= = NEN!’ Yz ARNEnE 
24. Man soll zeigen, dass und wie in dem nachstehenden 

“uotienten oder Bruche 


m(m +1) (m-+2)..... (m + Rr—?2) (m n— |) 
ie Fa ER .....(2— 1) : n 


worin »2 und » ganze Zahlen bezeichnen, alle Factoren des Nen- 
ners gegen die Factoren des Zählers sich heben und das endliche 
Resultat eine ganze Zahl werde. 

25. Zwischen den Tangenten der Winkel.von fünf zu fünf 
Graden im ersten Octanten findet folgende artige Relation statt: 


'tand5°. tan 10°—tan 15°. tan20°. tan 25°. tan 30°. tan 35°, tanA0°:tanAd°. 
Die Prüfung dieser Gleichung geschieht leicht vermittelst der 
Logarithmen; der Beweis ist’aber aus der bekannten Formel 
a tan @e==tan 
i eh) au 
an («= P) IFtan a.tan ß 
tan 60° — 3. 
Anmerkung. Die Sätze von 10. bis 16. sind bewiesen. im 


ersten Bande meiner Geometrie (Jena, Frommann. 1842); auch über 
20, findet man eben daselbst (8. 219)- Auskunft. 





zu führen, mit Rücksicht auf 
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I. Vebuhgsohfgäben für Schüler. Von dem Herrn Pro- 
fessor C. A. Bretschneider zu Gotha. io 
Es ist sattsam bekannt, auf welche Weise man aus den ein- 
fachen goniometrischen Formeln: 
h sn (e+Ö)=2sin 2 cos a+-sin («a — 2b) 
cos («+ 0) —=%cos b cos @— cos («a — Ö) 
die Summen der nachfolgenden Reihen 


sin @-+ sin. (@-F+ 2) + sin («-+ 2) —+-..—+ sin u) 
sin 3(2 +1) „sin (@ + 3nb) 
sin zd 


cos @-h cos rn, Rasen (e +22) -+..+c0s («+ 20) 
sin 4(24- I)b. cos (a+- 7b) 
sin 44 


erhalten kann. . Sind diese Summen bekannt, so giebt die Anwen- 
dung der ersten trigonometrischen Sätze folgende T'heoreme: 
„Beschreibt man in einen Kreis ein reguläres Vieleck von 2 

„Seiten, und zieht von einem beliebigen Punkte innerhalb ‚oder 
„ausserhalb des Kreises Strahlen nach den Eckpunkten des Viel- 
„eckes, nennt einen der beiden kleinsten dieser Strahlen z,, den 
„nächstfolgenden «@, und so fort bis zu “„, so ist, wenn z den 
„„Halbmesser des Kreises, 4 die Entfernung des- willkührlichen 
„Punktes vom Mittelpunkte bezeichnet, 

l) für ein gerades x: 


a’ ta,” ta,” .. + mn.’ —a, 14, dt +... 4° 
— 1a(r? + d?) 
d. I. die Summe, der Quadrate der Strahlen von ungeradem Zeiger 


ist gleich der Summe der Quadrate der Strahlen von geradem Zeiger. 
2) für ein ungerades 2: 


cos ir «) 
n—+1 n i 


a’ +a,’+a,’ +... +’ = 75 (r: + d?) + NaTSET Fre 


COS —7 
a 


- 1 
cos (-n—e) 


; 3 6 18 — 1 > [ 
a Tan a Ned tee 
c0S —7r 
R 





wo a den Bogen DUB ERnet welcher von der Geraden d und dem 
Strahble @, auf der Peripherie abgesehnitten wird. Aus beiden 
Sätzen folgt unmittelbar: 

3) dass für jeden beliebigen Werth von z 


HH SEAN FAR? =a(r? + «d*) 


sein muss, Zieht man daher einen Halbmesser, welcher ‚auf der 
Geraden 4 senkrecht steht, und verbindet dessen Endpunkt mit dem 
willkührlichen Mittelpunkte der Strahlen @,a, u. s. w. durch eine 
Gerade @,, sa ist das Quadrat von az, das arıthmetische 
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Mittel aus der Quadratsumme aller Strahlen. welche 
von dem festen Punkte aus nach den Spitzen eines ein- 
geschriebenen regulären Vieleckes von beliebiger Sei- 
tenzahl gezogen werden. Zugleich erhellt ‚auch, dass der 
Mittelpunkt der Strahlen nicht einmal völlig fest zu sein braucht, 
sondern in jedem beliebigen Punkte der Peripherie eines 
Kreises liegen’kann, der dem Hauptkreise concentrisch 
mit dem Halbmesser d beschrieben worden ist. 

Bezeichnet man ‘ferner den von den Strahlen @, und z, einge- 
schlosseven Winkel durch (1, 2) und nennt ihn den ersten 
Strahlwinke*, ferner den von 4, und @, eingeschlossenen Winkel 
(2, 3) den zweiten Strahlwinkel u. s. w. so ist 

4) für ein gerades z: 


.@,a, c08 (1,2)+a,a, cos 8, A)+... + @n-1@n cos (a— 1, 2)—=. 
—a,a, c05 (2,3)+ 0,0, cos (4,5) +... + ana, cos (2,1) 


2 
—4a(r? cos + d?) 


5) für ein ungerades x: 


a,a, cos (l, +a,a, cos (3, A)... ana, cos (2, ]) 


/ ei; * 
= 757 (r? cos me )— rd coso, 
a,a, 605 (2, 8) + e,a, cos (4A, 5) +... + @n-10n cos (a2 —1, ») 
n—]1 





ar 
re Fan ZtUP)trdeosa; 


6) für jedes beliebige z also: 
@,a, cos (1, 2) + a;,a, cos (2, 3) +... + ana, cos (2, 1) 


* 


In ] 
nr? cos zt@®) 
wozu man auch leicht den analogen Ausdruck: 


7) a,a, sin (l, 2) +a,a, sin (2, 3) +... + ana, sin (z, 1) 


4%, 270 
° —e-078° Sin. 
7 


bildet. Es zeigen demnach die Produkte aus den CGosinussen der 
gerade- und ungeradstelligen Strahlwinkel - in die beiden ein- 
schliessenden Strahlen genau dieselben Relationen, welche die Qua- 
drate der einzelnen Strahlen selbst besassen. ı 
Liegt der Ausgangspunkt der Strahlen in der Peripherie des 
Kreises, so wird d=r und die gefundenen Ausdrücke geben in 
folgende über: 
für ein gerades ».wird: 


a’+a,’+...t+an-?=ea’r,+a,’+.. +0.’ ur; 
für ein ungerades z wird: 


S 


1 & 
‚ 085 (—n—« 
c = ) 


a’t+a’ +". Fa’ mrin+-1—- 





1 ’ 
LOST 
7% 
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„1 
cos m —.e) 


\as 


a, +a,”t+-..+@©-1°=r? Be 


n 


cos. —nr 
n 


für jedes beliebige 2 wird: 
ante,’ +a,’+:.. 40° =?ar?, 


d. bh. die Fläche des einem Kreise eingeschriebenen Aua- 
drates ist das arıthmetische Mittel zwischen den Qua- 
draten aller Strahlen, welche von einem beliebigen 
Punkte der Peripherie nach’ den Spitzen irgend eines 
beliebigen eingeschriebenen regulären Vielecks gezo- 
gen werden können. Ferner ist 

für ein gerades z: 


Zar a,+0; a, —+.. + MHmAmZ—a;a0; + 0,0; u ten en 1 — Ant, 
dj 7T 

= ver” COS —;> 
R 


für ein ungerades 2: 


„008 @ 
4,0;+ 4,0; +... Han 2an-1— ana, —(nr+1)r? cos - —r re 
cos — 

n 

2 2 cos & 

d,l, N + ...+ m-ı@n = (a —1)r? cos Zr ern, 

A cos — 

n 


für jedes beliebige =: 
“ = 7T 
a0, +a24; + :.. 4 @n-1an — Ana, — ur? cos 


Für den Fall, dass der Ausgangspunkt der Strahlen in der Periphe- 
rie des Kreises liegt, findet man auch mit grosser Leichtigkeit: 
für ein gerades n: ARE 


El. 
os (——3 
cos ( ” 3@) 





a +0 +0+::. + e&n-ı=?r. ee = 
sin — 
N 
5 cos 40 
@ +0, 1% Tr. + an =xr. “a ; 
sin — j 


7% 
für ein ungerades 20: 
5 In P ) 


AT Re H+m=a, +0, +.: ta-ı7r 


ai, Tt 
N sın u 
mt, 
für I beliebige »: 

& 

. cos (a ur 

P277) = 

a, +0,40; Be Me a Et Wa 
sn-=—= 


\ £ N IN 
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Der mittelste dieser Ausdrücke ist als ein specieller Fall des 
August’schen 'Theorems bereits seit längerer Zeit bekannt. Lässt 
man den Ausgangspunkt der Strahlen noch in eine Spitze des Viel- 


< Ir 
eckes rücken, d.h. macht man « —0 odr =; so bekommt man 


die schon: seit: lange bekannten Sätze über die von einem Punkte 
auslaufenden Diagonalen regulärer Vielecke. 

Dass sich übrigens aus dem oben erwähnten speciellen Falle 
des August’schen T'heorems das letztere selbst unmittelbar ableiten 
lässt, wird klar, so bald man 'nur mit dem gegebenen Kreise, .con- 
centrisch einen anderen Kreis beschreibt. In dem:so eben erschie- 
nenen  vortrefllichen Lehrbuche der Geometrie von Herrn Prof. 
Kunze in Weimar ist das hier ‚vorgetragene Verfahren gerade 
umgekehrt worden, indem der Hr. Verf. zuerst einen sehr einfachen 
Beweis des August’schen Theoremes aufstellt und aus dem letzte- 
ren mit Hülfe eines concentrischen Kreises den speciellen Fall ab- 
leitet, wenn der Mittelpunkt der Strahlen in der Peripherie des 
Hauptkreises liegt. 





XXVIH. 


Miscellen. 


Den sogenannten unbestimmten Fall in der ebenen Trigono- 
metrie, wenn nämlich die Stücke a, 2, 4 gegeben sind, trägt man 
gewöhnlich auf folgende Art vor. | 

Man suche zuerst den Winkel 2 mittelst der Formel 


b sin A 


sin BJ=——, 
a 


hierauf den Winkel C mittelst der Formel 
r c=180°! —- (4+-DB), 
und dann die Seite e mittelst eines der beiden folgenden Ausdrücke: 
Re a sın.d b sın C 
Ye ahnen "sind" | 
Im Allgemeinen hat 2 zwei Werthe, die einander zu 180° er- 
gänzen, und durch 2’ und 2” bezeichnet werden sollen, so dass 
B' + B’—= 180° 
ist. Auch wollen wir annehmen; dass 


By Re, Br RW 
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Ist nun @ >52, so- ist auch 4 2, und folglich 3 jedenfalls 
-ein spitzer Winkel, so dass also nur A=32' gesetzt werden 
kann, und daher die Aufgabe nur eine Auflösung zulässt. Ist 
aber #6, so ist auch AD, es kann sowohl = 2’, als 
auch = 2” gesetzt werden, und die Aufgabe lässt also in die- 
sem Falle im Allgemeinen zwei Auflösungen zu. Wenn &==d ist, 
so ist auch = 2, und daher 2 unmittelbar gegeben. 
Dass diese Art des Vortrags die beste und einfachste ist, un- 
terliegt keinem Zweifel. Für den Elementarunterricht in der Tri- 
onometrie, bei welchem es auf eine möglichst vielseitige Uebung 
der Schüler ankommt, verdient aber bemerkt zu werden, dass man 
ganz zu denselben Resultaten gelangen kann, wenn man unmittel- 
bar aus den gegebenen Stücken @, 6, A nicht: den Winkel: 2, 
sondern vielmehr die Seite c sucht, wobei man sich auf folgende 
Art zu verhalten hat. | 
Bekanntlich ist in völliger Allgemeinheit N 


b? + 6° — a? 
cos A= ———— 
2be ! 


und folglich a 


.e:— %e cos A—=a”’—b:, 


also wenn man diese Gleichung des zweiten Grades in Bezug auf 
ec als unbekannte Grösse auflöst, 


(e— 2 cos A) —=a? — 2b? +20? cos A?—=a? — 2? sin A®, 
woraus : 
c—bcos A=tVa?:— 0: sin 4°, 
also 
c—=b cos AHV a’— 0° sin 2°. 
Hieraus sieht man, dass ce im Allgemeinen zwei Werthe hat. 
Ist nun @ 2, so ist ofienbar $ 


Dee 62:6? cos A? >Db cos A, 
d. 1. . 
Va: —b: sin 2#>bÖbcos A, 
und 
6 cos A—- Va sin A? 
ist daher jederzeit negativ, woraus sich, weil c seiner Natur nac 


positiv ist, ergiebt, dass man in diesem Falle nur a 
\ .c==b cos A-+Va:— sin A? 
setzen kann, und daher die Aufgabe nur eine Auflösung zulässt. 
Für @<“Öd, wo zugleich 4 jedenfalls ein spitzer Winkel und da- 
her 2 cos _4 jederzeit positiv ist, ist dagegen offenbar 
Va? —b? +6? cos A?<b cos A, f 
d.u din 
Ver —- 2% In R<bcos A, 
und daher 
b cos At&Va®:— b* sin 4®, 
man mag; das obere “oder das untere Zeichen nehmen, eine posi- 
tive Grösse., Also ist in diesem Falle 
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e=b eos A&V a?’ — 0? sin #, 
und die Aufgabe lässt zwei Auflösungen zu. Dass in diesem Falle 


Va’—b: sin 4? immer reell ist, \erhellet leicht, weil bekaunt- 


lich immer i 
:S=—=sin A :sin DB 


oder # sin Ze bisin ange also 6 sin J nie grösser als «@ ist. 
Für &==Ö ist offenbar 


ce==b cos be cos A, 


und daher ee ce—2b cos A oder e=0, Da aber, wenn von 
einem wirklichen Dreiecke die Rede ist, die Auflösung e==0 aus- 
geschlossen werden muss, so bleibt in diesem Falle bloss die eine 
Auflösung ce =2Ö cos A. - 

Hat man c, so kennt man alle drei Seiten des Dreiecks, und 
kann dann die Winkel 2 und € nach bekannten Formeln ohne 
alle Zweideutigkeit berechnen. 

Man könnte bei der Behandlung des unbestimmten Falls der 
ebenen Trigonometrie auch von der “unmittelbaren Berechnung des 
Winkels C aus den gegebenen Stücken a, d#, A ausgehen, und 
würde auch auf diesem Wege ganz zu denselben Resultaten wie 
vorher gelangen. Es ist nämlich bekanntlich 


. ba cos C+ccosdA 
Nun ist aber auch \ 





asındC 
sin A’ 





und folglich | 
b=acos C—+acot Asin C, 


welche Gleichung bloss noch den unbekannten Winkel € enthält. 
Nach bekannten "goniometrischen Formeln ist 


2tang zC _.1—tang. 40°? 
1-+Htang 40”? Dal 1-Ftang 40° 


Führt man dies in die vorhergehende Gleichung ein, so ergiebt 
sich nach gehöriger Reduction 


41 + tang 40° —all —tang +0?) + 2e@ cot A tang 4C, 
oder | 


sin Öd= 


(@ +) tang 410? — 2a cot A tag IH —=a-—b, 


oder 
2a cot A a—b 
U EAN anintaninieranähe 17, ER een 
tang C wg, tang Beriz A 


Löst man diese quadratische Gleichung in Beziehung auf tang io 
als unbekannte Grösse auf, so erhält man N 


a cot A,, Ba gt cot A? 





r 1 ud AFSFER 
de HR ab! 7 (@-+ b)* 
oder 
It rc a cos A 2,0 ah sm Aa 
en (2-+-b) sin A) 77 (e-+b)? sin 4?’ 


und folglich 


4 a‘ cos AHV a: — br sin 4? 
tang 4 ME 


(@-+b) sin A 
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Ist nun & >, so ist offenbar 


Va: cos A’+ (a? — 6?) sin #2 >a cos A, 
d. i. 
' Va’— 0: sin A!>a cos A, 
und folglich | re 
N .a cos A—V a: — 0? sin A? 
eine negative Grösse. Daher kann man, weil tang 4C jederzeit po- 
sitiv ist, da 3C' nie grösser als 90° ist, ‚bloss 
t a cos 44V & = sin A? 
Lupe 1, (= 2 Dres ee 
? (e-+b) sin A 
setzen, und es giebt in diesem Falle nur eine Auflösung. Wenn 
aber @< 6 ist, wo @ cos Ä immer positiv ist, so, ist offenbar 
Var cos 4? + (a? —b?) sin A?<a cos A, 
d. i. 
1 Va:— 0°: sm 1?<a cos A, 
und die Grösse | 
a cos AHV a: — 2® sin A? 
ist daher. man mag das obere oder das untere Zeichen nehmen, 
stets positiv. Also kann man 


a cos AV a® —b* sin 4? 

(a+b)sn A 
setzen, und es giebt in diesem Falle jederzeit zwei Auflösungen, 
die auch beide reell sind, - weil bekanntlich 4 sin A=ae sin B, - 
folglich 4 sin. 4 nie grösser als @ ist. Für «2 ist nach dem 
Obigen 


tang AC= 


! acos Aka cos A 
-. tan L l—= ——, 
Fr spe (@e-+-+) sin A 
und also entweder LER 


2a cos A 2a cot A 
ir ——(a+rb) sn AT 'a-+b 


oder tang 2C=0. Im zweiten Falle wäre 1C=0, also auch 
C==0, welches, so lange von einem wirklichen Dreiecke die Rede 
ist, nicht Statt finden kann. Daher hat man für @&—= bloss die 
eine Auflösung | i 
2a cot AM 
: sb 
Alle diese Resultate stimmen mit den schon oben gefundenen. voll- 
kommen überein. j 

Wem allerdings auch der erste und gewöhnliche Vortrag des 
unbestimmten Falls der ebenen Trigonometrie bei Weitem der ein- 
fachste ist, so halten wir doch bei’m Unterrichte Betrachtungen wie 
die obigen für sehr instructiv für die Schüler, und glauben, dass 
dieselben dem Gedeihen des mathematischen Unterrichts überhaupt 
förderlich sind, welches der einzige Grund ist, der uns zu der Mit- 
theilung derselben an diesem Orte bewogen hat. 6. 








tang 4, 


in 
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Auch schon für den Elementarunterricht in der Algebra ver- 
dient der folgende Vortrag der Lehre von der Elimination der un- 
bekannten Grössen aus Gleichungen des ersten Grades empfohlen 
zu werden. 

Es seien die zwei Gleichungen . 


Az + By=C 

ac— by==c 
gegeben. Um aus diesen beiden Gleichungen = zu bestimmen, 
kommt es darauf an, dieselben mit zwei Factoren M und N zu 
multiplieiren, welche so beschaffen sind, dass, wenn man nach ge- 
schehener Multiplication die beiden Gleichungen zu einander ad- 


dirt, der Coefficient von % verschwindet. Diese Bedingung erfor- 
dert, dass 


‚  "BM+IN—0 
sei, und man wird also 
M=b, N=—B 


setzen können. Thut man dies und verfährt nach der vorher ge- 
gebenen Andeutung, so erhält man 


Ina 
TB ra 
und hieraus durch gehörige Vertauschung der Buchstaben 


_ de Ca 
Y— I -aB 


Hat man ferner die drei Gleichungen 


dz=-+-By+0s:=D 
ax +by-Fex—d 
sc + By+Y3 —=0d 
so kommt es, um & zu bestimmen, darauf an, diese Gleichungen 
mit drei Factoren M, N, P zu multipliciren, welche so beschaffen 
sind, dass, wenn man nach geschehener Multiplication die drei 
Gleichungen zu einander addirt, die Coeffiecienten von 4 und x ver- 
schwinden. Diese Bedingung erfordert, dass | 
BM-+EN-+-PP—=0 
CM --cN + vP=0 
sei. Bringt man diese Gleichungen auf die Form 
Theil U. ) 


22 
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M N 
BGH! 7—=—B, 

BIT ERN. N, 
Gate Dar; 


so hat man nach dem Vorhergehenden “ 
he ER a 
PT Be—Cl’ PTT Be—Cl’ 
und kann also 
M—=1y—cß, N=08— By, P=Be— 0b 
setzen. Dies vorausgesetzt ergiebt sich, wenn man weiter nach 
den vorher gegebenen Andeutungen verfährt, auf der Stelle 
DU ZAM EU ByY) +IBe Ch) 
—4lby — eß) + atC$ — By) + «(Be — Ch)’ 
und hieraus mittelst gehöriger Vertauschung der Buchstaben 


_ Dica — ay) + d(Ay — Ce) + (Ca — Ac) 
9 by — c$) + a(08 — By) + «(Be — CD) 
und 
__ Dlaß — be) + d(Ba — AB) -+ (Ab — Ba) 
9 2 — ch) Hal — By) +a(Be— Ch)‘ 
Wenn die vier Gleichungen 
4dz-+By+Cz+-Du=E 
az +iyes-Hdu=e | i 
0x + By-+-yz + due Kenia, 
Ar + By+ && + Du—=E 
gegeben sind, so muss man, um x zu bestimmen, vier Factoren 
M, N, P, @ suchen, welche so beschaffen sınd, dass, wenn man 
mit denselben die drei Gleichungen multiplieirt und dann zu ein- 
ander addirt, die Coefficienten von %, 2, # verschwinden. Diese 
Bedingung erfordert, dass WE 
BM--EIN+-BPH+-BA—V 
CM -+cN + YP+-EQ=0 
DM+-dN+HIPF-DQA—I 


sei. Bringt man diese Gleichungen auf die Form 


| MD Ba | 
BR Noapiy, Bas A 


M N P | 


80 erhält man nach dem Vorhergehenden 


M _ B(dy — ed) + C(bd — dB) + Die — by) 


4 7 Blcd— dy) + U(d8 —bI) + Diby — cp)’ 


339 | 
N __ B(Cd — Dy) + &DB — BI) +-D(By— 08) 


4 Bled—dy) + C(d8 — 50) + Diby — c$) ’ 


P __ B(eD—dC) + &dB — bD) + DbC— cB). 
a 7" Keod—dy) + Ca — 0) + Düy— ch) ° 


und kann also 


M — B(dy — cd) + Ed) — AP) + Def — by), 
N=B(08 — Dy) + &DR— B9) + DBy — 08), 
P—=B(eD— dl) + C&dB— ID) + D(C—cB), 

"Q= Bed — dy) + Cd — Bd) + D(öy — ep) 


setzen. Dann ist aber, wie sogleich erhellet, 


EM +eN+:P-+€Q 
7 AM LaNzeP FAR 


Durch gehörige Vertauschung der Buchstaben erhält man hieraus 
Yy, %, @, und es erhellt nun auch mit völliger Deutlichkeit, wie man 
auf diese Art immer weiter gehen kann. 


> 


Ueber die Berechnung der Länge und Breite eines: 
Gestirnes aus seiner geraden Aufsteigung und Ab- 
weichung, und umgekehrt. Von dem Herrn Professor 
C. A. Bretschneider zu Gotha. | 

Die in der Ueberschrift erwähnte Aufgabe findet sich in allen 
Lehrbüchern der Astronomie behandelt, so dass man sie für völlig 
erschöpft halten sollte. Gleichwohl scheint die nachfolgende Be- 
merkung den Verfassern jener Schriften sämmtlich entgangen zu 
sein; wenigstens habe ich sie in den mir zugänglichen astronomi- 
schen Werken nicht gefunden. 

Sind nämlich die gerade Aufsteigung « und die Abweichung Ö 
eines Gestirnes gegeben, so findet man überall angegeben, wie man 
aus ihnen die Länge‘A und Breite # des Sternes mittelst eines 
Hülfswinkels berechnen kann, und eben so wird angegeben, wie 
man aus A und-ß ebenfalls durch einen Hülfswinkel & und Öd zu 
berechnen habe. Niemand aber scheint bemerkt zu haben, dass 
sich beide Aufgaben mittelst eines und desselben Hülfswinkels 
lösen lassen. Nennt man nämlich die Schiefe der Ecliptik & und 
den Hülfswinkel Y, so ist 


sin ß__ cos (@-+) 


# 3 — 
sin d cos @ 


» 


tang A __ sin (P-+-2) 
ra in WETTE) 
tang @ sın @ 


1) 
9 
E 
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und der Winkel 9 wird durch eine der beiden Gleichungen: 
tang = cot dsin & 
‚tang (p +2) = cot $ sin % 

bestimmt. Es ist 9 positiv oder negativ, je nachdem « kleiner oder 
grösser als 180° ist, und eben so ist (p +) positiv oder negativ, 
je nachdem % kleiner oder grösser als 180° ıst; sonst liegen immer 
p und d, ferner p-+E:und ß und endlich A und & in demselben 
Quadranten. in ” 

Bei der Reduktion von « und d von einer bestimmten Epoche 
auf eine nicht sehr fern liegende, z. B. bei der Reduktion vom An- 
fang eines Jahres auf irgend einen anderen Tag desselben kommen 
beide Aufgaben unmittelbar nach einander zur Lösung. Da sich 
hier p\meistens nur um einige Secunden ändert, so wird die Rech- 
nung sehr leicht auszuführen sein, wenn man sich die Aenderun- 
gen, welche log cos (p-+e)—log cos p und log sin (p-+e)—log sin 
für 1” Aenderung des Werthes von. 9 und & erleiden, am Rande 
bemerkt. Hat man dann aus « und Ö zuerst A und f berechnet, . 
und bezeichnet nun die durch Präcession, Nutation etc. verbesser- 
ten Werthe derselben mit A’, P’, so wird man die Complemente von 


log PATER, ig g sin (P +) 
cos ® sin ® 
mittelst der angemerkten Aenderung nur durch eine kleine Correk- 


tion zu verbessern brauchen, um mittelst ihrer die neuen Werthe 
von « und Ö zu erhalten. 


XXIX. 


Ueber die Behandlungsarten geometrischer hle- 
mentar- Aufgaben. | 


Von dem. 5 


Herrn: Professor. Dr. Mensing 


zu Erfurt. 


r 


>» (Die Citate beziehen sich auf Euclid’s Elemente. Ein C davor, bedeutet: 
Converse des citirten Satzes.) 


In verschiedenen Zeitschriften werden über,den mathematischen 
Unterricht häufig Bedenken erhoben. Einige eifern über die dar- 
auf verwendete Zeit, Andere tadeln die bei demselben angewendete 
Methode. Die meisten vermissen das Uebersichtliche in derselben 
und möchten nur das Allgemeine, damit durch gesteigerte geistige 
Energie das Besondere sich gleichsam von selbst ergebe. . Vielen ist 
dagegen die Unterrichtsweise noch nicht elementar genug. 

Solche Bedenken kommen zwar von sehr verschiedenen Seiten, 
entspringen unter sehr verschiedenen Graden mäthematischer Bil- 
dung, haben zum- Theil ihren Ursprung in dem Geiste der Neue- 
rungssüchtigen, sind. wohl aber weniger von gereifter Erfahrung 
eingegeben; dennoch‘ möchte man sie als ein erfreuliches Zeichen 
des Interesse an der Sache betrachten, ‘welches freilich, meist 
durch Missverständnisse verleitet, sein eigentliches Ziel verfehlt. 

Ich sollte nun meinen, wer sich streng an Euklid’s unverbes- 
serliche: Methode und an dasjenige hält was eine. lautere Quelle in 
ihm..hat, könne nicht wohl einen Fehlgriff thun. Diese Methode 
wird aber, wie mir scheint, seit längerer Zeit. nicht eifrig genug 
verfolgt. Selbst in manchen Werken, deren Verfasser derselben im 
‘Allgemeinen huldigen, wird der Gegenstand, einer ‚geometrischen 
Betrachtung oft so verunstaltet, dass man sein Wesen nur mühsam 
herausfindet. Namentlich erscheint die geometrische Analyse bis- 
weilen in 'solch. einer. seltsamen Gestalt, dass man glauben möchte, 
der Darstellende habe gar keinen Begriff davon. Denkt man sich 
nun, dass Bücher mit solchen Entwicklungen in die Hände von 
Schülern kommen, deren Vorstellungen berichtigt, deren Auffassun- 

Theil II. j 23 
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gen zur Reife gebracht werden sollen, so wäre es zu verwundern 
wenn sie Lust am Gegenstande behielten, sofern diese bereits rege 
geworden ist. | | 

So haben wir eine deutsche Bearbeitung von Leslie’s geome- 
trischer Analysis, die 1822 in Berlin erschien. Das Original ist 
mir nicht zur Hand, ich kann deshalb auch über dessen Werth 
nicht urtheilen; sicherlich hat aber der Uebersetzer zur Verbesse- 
rung des Buches in seinen Haupttbeilen nicht beigetragen: denn 
die Analysen, die darin vorkommen, sind gar nicht als solche zu 
erkennen. _Manche Aufgabe, die sich dort findet, würde aber für 
‚den Schüler sehr bildend sein, wenn jener wesentliche Theil nicht 
so gänzlich vernachlässigt wäre, | 

Um diese Behauptung zu belegen wähle ich eine Aufgabe die 
sich. dort‘ (Seite 21. Satz Xill.) findet, und: löse dieselbe, nach 
Euklid’s strenger Weise. 

Aufgabe. Auf einer der Grösse nach gegebenen Ge- 
raden einen Punkt so zu bestimmen, dass das Quadrat 
über seiner Entfernung von dem einen Ende so gross 
werde als das Rechteck zwischen der Entfernung wom 
andern Ende und einer zweiten, der Grösse nach gege- 
benen Geraden. Ä 

Sei (Taf.IHH. Fig. 9. bei’m zweiten Hefte) 42 die erste Gerade, AC 
die zweite; man sucht einen Punkt , so. dass AD®—= DB. _AC werde. 

J. Fall. Der gesuchte Punkt sei zwischen A und 2. 

Analyse. Sei 42 auch der Lage nach gegeben. Verlängere 
dieselbe nach ©... (Post. TI.)... Mache AC der zweiten Gera- 
den gleich ...(1.3.).. Der Punkt D erfülle die geforderte Bedin- 
gung, so dass ...... AD?’—=DB.AC..... werde. 


Dann ist (C. 11. 3.) DA. AC+ 4D®— CD ..DA, folglich 
(Ax. I)..:::0D. DA=AD: ACH DB. AO 
Halbire AC in E.. (1. 10)... so ist | 
..(1.6).....C0D.DA-+ AE®— ED®, also 
(Ax. I. IL).... 2 = AR + (4D+ DB)A0.. (CU. 


Mache AZ senkrecht auf 2C..(1.11).. und CA: AF=F4:AB.. 
(V1. 13.), so it AP? —= AB.AC... (VL. 17)... mithin * 


(Ax. 1)... ZD—= AB: + 4P®. Ziehe FB. (Post) 
so ist... FR—=AER-+AF®...(l. 41.) 


folglich ZD°—FE?... (Ax.1.) also DE=EF.... (1.46. Zus.). 


Construction. Suche die mittlere Proportionale zu CA und 
AB (VI. 13); halbire AC (1. 10) und beschreibe aus Z als ‚Cen- 
trum mit der Entfernung #7 einen Halbkreis, so ist der Durch- 
schnitt desselben mit 42 der gesuchte Punkt D. | 
Determination.: Ein Durchschnitt fällt zwischen A und 2. 


Sei PC=2MC und AB—?2AN; da AC=2AE und 
BC—BA-+ 40, so ist 2MC—=RAN-H-2AE u 
folglich MO= AN+-AE (Ax VIl) > 
oder MC—=AN-L-EC R\ 
mithin CM CE 
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deshalb ist 7 ausserhalb des Mittelpunktes vom Kreise über 20; 
daher ist 22 = ED<EB ... (ll. 7.) 


und ZP—ED>EBA...(l. 32. und 1. 19,) 


was obige Behauptung war. 
Beweis der Behauptung, dass AD’—= DR. AC sei. 


Es it DE=EF...p.c.... also DE®— EF®...(l. 46. Zus.) 
folglich (1.6.) CD.2D4+4-AP—AF® .... (1.47. und nach Ax.11l.) 
CD. DA—=BA.AC....(p. e. und VI. 17.) 
also (1. 3.) DA, AC+ 4D® — (BD + DA)AC... (C. U. 1.) 
| AD—=BD.AC..... „(Ax. 111.) 


| was behauptet wurde. E 
I. Fall. Der gesuchte Punkt sei ‚auf der Verlängerung von 
BA.. Die Auflösung. ist dieselbe, indem der zweite Durchschnitt 
des Kreises mit ZF als Radius die Verlängerung von AC trifft. 
Es ist jedoch zu bemerken: wird dieser zweite Punkt mit ZI be- 


zeichnet, so ist DE= ED’ und AE= EC | 
also auch DA= D'C, mithin AD = DE— EA ı 
und AD—=DE-+ EA 


Ein gleiches Resultat, wenn auch eine andere Construction, 
giebt die .... Algebraische Behandlung. 
Sei AB=a und AC—=%, so ist, wenn AD= x gesetzt 
wird, DP=a— 2; 


also 2 — Ua — 2) —Uub— 2x... 2’ +2c+l’—l’ + ala? —a: 
z-+L—=V (b-+a):—a:. Die zwei Wurzeln sind also 
2 —=—b+V (lb+a)’—a?, 
und — 2" = b+V (6-+ a)?— a”. 
Das Minus vor .=” bezieht sich nur auf die Lage dieser Linie, die 
der von x’ entgegengesetzt ist. | 
Es wird +2 = BE. Macht man dieses zum Durchmesser 


eines Kreises und trägt, von 2 aus, @—= DA als Sehne ein, so 
wird die Ergänzungssehne 2 +2 = ED. 


Bemerkungen zu vorstehender Aufgabe. 


© 51Es gehört ‚diese Aufgabe zu denen vom bestimmten. Schnitte: 
Ich habe nicht nachgesehen, ob Diesterweg, des wackern Pflei- 
derer trefflicher Schüler, der leider der Wissenschaft zu früh geraubt 
wurde, sie ‚in seinen bekannten Werken. behandelt hat. Ich habe 
sie hier nur benutzt um zu zeigen, wie einfach und natürlich auf 
Euklidischem Wege Eins aus dem Ändern folgt, so. dass eine solche 
Auflösung eine ‚Unterhaltung wird, ‚die die Erfindung stets rege er- 
hält, was nur von denen nicht zugegeben wird, die den Euklid mit 
Schülern nieht streng durchgearbeitet haben. 

Die algebraische Lösung ist mit wenig Federzügen abgethan 
und die ganze Aufgabe liegt damit, abgerundet vor unsern Augen. 
Ueber den relativen Werth beider Methoden lässt sich nicht strei- 


23° 
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ten, weil man sie aus verschiedenen Gesichtspunkten, für deren 
Wichtigkeit wir kein rechtes Maass haben, betrachten kann. 

Ein Mathematiker. kann über den Werth algebraischer Metho- 
den nicht zweifelhaft sein; wer aber eine lange Reihe von Jahren ' 
“ unterrichtet hat, weiss zuverlässig, dass in der’ rein geometrischen 
Methode, wenn sie mit äusserster Consequenz durchgeführt wird, 
eine bildende Kraft liegt, die durch Nichts ersetzt werden kann. 

Wer die Geschichte der Entwickelung des Geistes nicht viel- 
fach durchlebt hat, wird freilich nicht recht begreifen, wie der geist- 
reiche J.J. Rousseau das Handhaben der-Symbole, wie Descartes 
es, gelehrt, für eine Art von unheimlicher Hexerei gehalten, oder 
wie, von der-andern Seite, der grosse Newton es bedauert, dass 
er den Euklid zu früh verlassen habe. Die Symbolik der Algebra 
‚ist die poetische Seite der Mathematik. So wie Rythmus und Reim | 
einen einfachen Gedanken zerspalten und alle Splitter desselben 
mit der Zeugungskraft der Phantasie wieder zu neuen, harmonisch 
sich ordnenden Gedanken beleben, so beinahe verfährt auch die 
Algebra, indem sie im Labyrinthe der Symbolik die Symmetrie zur 
Führerin wählt. an | 

Wie nun jeder Mensch die Prosa begreift, so lernt auch jeder 
die Geometrie, die von äusserer Anschauung. ausgeht. Die Algebra 
dagegen, die eine innere Anschauung gleich zu Anfang in Anspruch 
nimmt, ‚kann nur in dem erweckt werden, in welchem sie schläft, 
denn das Kunstelement ist ursprünglich mit ihr verwebt. | 

Daher ist es sehr.begreiflich, wenn der würdige E. G. Fischer 
darüber klagt, dass es ihm nie: gelungen wäre, den binomischen 
Lehrsatz seinen Schülern deutlich zu machen. Jeder aufrichtige 
Lehrer wird ihm das nachsprechen müssen. | .£, 

Woher kommt das? daher dass der Schüler zur Auffassung des 
Beweises’ nicht hinlänglich vorbereitet'sein kann. 3 

Er muss den Euklid zu früh verlassen, weil ein zu mannich- 
faltiges Allerlei in der Maturitätsprüfung von ihm verlangt wird. 
Junge ‘Lehrer zumal können vor lauter Ungeduld nicht früh genug 
zur Algebra kommen, und verfallen dann in den Fehler, in welchen 
der sonst so verdiente Littrow sich hineingelebt hatte, indem er 
behauptete, dass die Analysis ein Universalinstrument sei, womit 
sich alle Operationen vornehmen liessen, mit dessen Handhabung 
man sich also ‚sehr früh vertraut machen müsse. Es mag sehr 
schwer zu entscheiden sein, wann derjenige, der sich der Mathe- 
matik vorzugsweise widmen will, vom Euklid sich abwenden soll; 
thut er es aber zu früh, so wird er dadurch noch kein Newton, ob- 
gleich er ohne Euklid Bedeutendes leisten kann, wie die Franzo- 
sen beweisen, aber er wird Mühe haben sich allgemein verständ- 
lich zu machen, und manches in trügerischer Intuition für walır 
halten, wovon oft nur ein Theil wahr ist, und nicht selten beson- 
dere Fälle für allgemeine nehmen. Wäre diese Behauptung nicht 
gegründet, so müssten wir für die Elemente der Algebra ein ähn- 
liches Werk haben, wie für die Elemente der &eometrie. Davon 
sind wir aber, aller Einbildungen manches Schriftstellers ungeach- 
tet, sehr weit entfernt. Ä et: au ai 
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- XXX. 
. Ueber die "Theorie der Elimination. 
Von 


dem Herausgeber. 


Zweite Abhandlung’). 
sh | 


In den Memoiren der Berliner Akademie der Wissenschaften 
vom Jahre 1748 hat Euler eine Eliminationsmethode gelehrt, wel- 
che sich vor allen übrigen bekannten Eliminationsmethoden durch 


. Kürze und Einfachheit ganz besonders ausgezeichnet. Diese Eli- 


minationsmethode, bei welcher von der "Theorie der symmetrischen 
Functionen ein sehr wichtiger und fruchtbarer Gebrauch gemacht 
‘wird, wollen wir vorzüglich nach der schönen und gründlichen 
Darstellung, welche neuerliehst Cauehy in seinen .Exercices 
d’Analyse et de Physique math&matique. T. I. p. 397 von 
derselben gegeben hat, in der vorliegenden Abhandlung entwickeln. 


$. 2. 
Die beiden gegebenen Gleichungen seieu 
am + aan + bean +... +Hp2 +90, 
ar + A214 Ba"... + Pc + Q=0; 
oder, wenn wir der Kürze wegen 
 Slz) = er + ax" bar? ...+pXc 49 
Fe) = ar + Ar + Bar? +... +-Pr+0Q 
setzen, 1% | 
Pe /z)—=0, F(z)— 0; 
denn dass auf diese Form, wo nämlich die Coefficienten der höch- 
sten Glieder die Einheit sind,- die beiden gegebenen Gleichungen 
jederzeit gebracht werden können, fällt auf der Stelle in die 


Augen, 
Die 3 Wurzeln der ersten ‚Gleichung f(x) —=0 seien 


(iv Banden Dach; | 
und eben so seien die » Wurzeln der zweiten Gleichung Z(.2)U 


°) Die erste Abhandlung s. m. Theil AI. Heft 1. S. 76. 
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ad, Yan 
so dass nämlich 

f@)=(#— a) (#—P) (en) (@-9)..., 
F(x) = (x — x) (e— (#2 —u) (2 —v)... ” 
ist. 
Sollen nun die beiden gegebenen Gleichungen 
2) =0,; Hz)—0 
zusammen existiren können, d. h. sollen sich dieselben durch ein 


und denselben Werth von x erfüllen lassen; so muss nothwendig 
wenigstens eine der Gleichungen 


A DENT 
Bz= ad A bet Bee 
yvan,ymhy=m Y—d.... 
ER N A 
U.8 w. 
oder, was dasselbe ist, wenigstens eine der Gleichungen 
0a— =), AV, 06 — ul, a —v—=l,.,...; 
B—- =, P-I=0, P- ud, P-v—d,....; 
RING Yet len . 
br —=0, 6-10, di u—0, d-rv—l,....; 
1.8. W. | 


erfüllt sein, und die Bedingungsgleichung, dass die beiden Glei- 
chungen | | | 


fx) =0, Fx) =0 
zusammen existiren können, ist daher, wenn wir der Kürze wegen 
s—= (a—x) (a —A) (e—u) (e—rv).... 
xß—x) B—2) P—u) Pr)... 
X) NG - ION)... 
x(#— x) (3) dm) dv)... 
AM, Eh .. 
setzen, oflenbar die Gleichung 
| PH, 
Die Gleichung, welche man durch Elimination von z aus den 
beiden gegebenen Gleichungen 
Ka) EEE 
erhält, ist aber augenscheinlich weiter nichts als die Bedingungs- 
gleichung, ‘dass die beiden vorstehenden Gleichungen zusammen 


existiren oder durch denselben Werth von 2 erfüllt werden kön- 
nen, woraus sich also unmittelbar ergiebt, dass die Gleichung‘ 


S=0 


“ ® 
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mit der durch Elimination von = aus den beiden Gleichungen 
Fl) =0, Fx) —0 | 
resultirenden Gleichung zusammenfallen oder identisch sein ‘muss, 
Dies ist das allgemeine Prineip, auf welchem die in $. 1. er- 
wähnte schöne und merkwürdige Euler’sche Eliminationsmethode 
beruhet, indem es bei dieser Methode einzig und allein auf die 
Bildung der: Gleichung dm 


Ss—0 
aus den Coefficienten der beiden gegebenen Gleichungen 
fx) =0, x) =0 


ankommt, wofür also jetzt möglichst einfache und leicht anwend- 
bare Regeln gegeben werden müssen. 


8. 3. “ 
Die Anzahl der Grössen 
a—%, a—A, a—U b—d, rs 
Br Bau — u Br, 5 
Dan Var An: 2; 
02,04, d—u, dor, ...,; 
u. Ss. w. 


ist offenbar 22, und nach einem bekannten Satze von den Glei- 
chungen ist also die Grösse | 


(— 1jymn E35 


das letzte Glied der Gleichung des (722)ten Grades, deren Wurzeln 
die obigen Differenzen sind, so dass es also, um die Grösse 3 aus 
‚den Coefficienten der beiden Gleichungen 


„ f(z)=P0, F(z) =0 


zu bilden, bloss auf die Bildung des- letzten Gliedes der in Rede 
stehenden Gleichung des (22)ten Grades aus den Coefficienten der 
beiden gegebenen Gleichungen - 


S(z) =0, F(xz) =0 


ankommt. | 
Setzen wir nun der Kürze wegen, indem ö eine positive ganze 
Zahl bezeichnet, { 


seat pP HäH...., 
S;— ei - MH WU .... 
und Ä - 
S—= (Haar lee. 
+ - HR VRR NT. 
hr hei 
RA rl Hr... 
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so ist, wie man leicht 'mittelst Entwickelung nach dem binomischen 
Lehrsatze für positive ganze Exponenten findet, 


I (@+Hf+y+..).n | 
— WA BAAR tat.) | 
in ee 

u. S. W. 
le Frege. erw.) 


+ Der.) 
‚und folglich, weil 


Sara che FRE REN N 
RR +’ +...» 
ist, ; 
S—siß, 48, ee _— 1... 


.+(- 1). 4 Disks +(—1).8,8; 
Die. Grössen 
| s, =m und 8, —=n 
sind bekannt. s 
‚Zur Bildung der Grössen 
BEE FR ENT PP 
aus den Coefficienten der Gleichung 
fl) | 
hat män nach den Formeln des aus der Theorie der Gleichungen 
‚bekannten Newton’schen Satzes die folgenden Gleichungen: 
0=s,+e, 
0=s,+as, +%, 
N=s,+ a8, + bs, + 3c, 
0=s,+a;, + bs, tes, +Ad, 
u. S.. w. 
= sun + asm—ı + dsn-2-+ CsSm 3 +... +98, + mg, 
= sn41 + @sm + ösm-ı + Csm 2 + ...498, + 9515 
= sn42 + @snHı + 0m + Cm + 22. PS; 4985, 
0 = 843 + Qsm+2 + bsrı + Cm +... 0498: 98;; 
us. W & Ich N 
oder 
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%, =——P9), 
s,—=—as, —%, 
8, = — as, — bs, — 36, 
s, = —as, —bs, — cs, —Ad, 
u.8 w. 


Sm = — asm—ı — Ösm—2 — CSm-—3 — +... 8, — MI; 


Sm = — Sm — Ösm—1 — CEm—2 — + +. 982 — 9813 

Sm+2 = — Asm+1 — OSm — CSmi— =: — PS; - 782: 

$m+3 — — Asm+2 — sm — Sm... PS — Ss; 
U. 8. w. 


und eben so hat man zur Bildung der Grössen 
a A ra 

aus den Coefficienten der Gleichung 

die folgenden Gleichungen: 
0=8, +4, 
0—=8,-+48,-r2B, 
0=8,-+-4A8S, + BSs, +36 
0—=8,+48,+BS,+ 08, +4D, 

ILS. W. . 
0=8,+48,4+ BSua-+ COIn-3 +... + PS, +00, 
= Ss, -+AS, + BSanH+ Cha ...+P8,+ 48, 
= 8,42 + AS + Ban + Cs, ..o +-PS, ar QS,, 
= 8,43 + A424 BSnH + CSa +... + PS, + QS;; 


u. S. w. 
oder | | 
| ss, = —A, 
S,=— AS, —2B, 
S’—=- As, BS, —-3C, 
Ss, —— As, — BS,— 08, —AD, 
1: uU. 8. W. , 
Sn = — AS — BSa-2— O8Su3—.. .— PS —nd, 


Sun — AS, — BAn— 0Su2— ...— PS, —QS , 
Su42— — ASuı — BSn— 0Su41— 2: — PS, — @S,, 
Sn4+3 = De ASn42 — BSH — (08, —... PS; —Q8;, 

u. 8. W. 
woraus zugleich erhellet, /dass 


805 81) I23 Sy Say re. 
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lauter ganze rationale algebraische Functionen von 
a,b, c,d,...9 95 

So; S;, S,, S;, S,, ei 

lauter ganze rationale algebraische Functionen von 


A, B,C, D,...P,@ 


und eben so 


sind. _ 
Hat man auf diese Weise 


So» 819 S25 Say». «8 
und 
SI 
respective aus den Coeflicienten der Gleichungen 

tz) =0 und Z(2) =0 


gebildet, so kann man mittelst des oben für S; gefundenen Aus- 
drucks auch diese Grösse aus den Coefficienten der beiden in Rede 
stehenden gegebenen Gleichungen bilden, woraus zugleich mit völ- 


liger Deutlichkeit erhellet, dass auch I; jederzeit eine ganze ra- 
tionale algebraische Function der Coefficienten der beiden Glei- 
chungen ' N 


x) =0, Fix) =0 
ist. | 
Bezeichnen wir jetzt die Gleichung des (z2)ten Braten, de- 
ren Wurzeln 
u—%, a— A, U—M, U—d.... 
PP hP—m Br... 
L—- or KERN 
o—2,0d—),d—u, d—v1,....5 
usw 
sind, im Allgemeinen durch 
zn + Yan + Bam 4... +JPr + D—0$, 
wo die Coefficienten 
ABC, D,. 9,8 


unbekannte Grössen sind; so hat man nach dem Newton een 
Satze bekanntlich die folgenden Gleichungen : 


DES | 
O—=F,+AS, +28, | / 
O—:,+HAF, +BE,-+3C, 


u. S W. 
02 Smn EN ni A BI, HE +.» P2, r mund. 


oder 
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A=—N},, 
B=— (AS, +3,) 
e=— 423, —+-A>, +-3,), 
u.8 W. 
j | 
mn 


=— (P2, +... 4 Ban 2 + Want Sn) ; 


mittelst welcher sich also die Coefficienten 
WB, €, D,...9, DO 
aus den Summen % 
2 Dy BY y >Y - y 
ar md 3 ar re EMN 
bilden lassen, und woraus zugleich erhellet, dass 
A, DB, g, D, . £. P, D 
lauter ganze rationale algebraische Functionen der in Rede stehen- 
den Summen sind. Da man nun ‚aber nach dem Obigen die 
Summen 
x RER < 
4 EEE ET 
aus den Coefficienten der Gleichungen 
| Ka) I; F(2)=V0 
bilden kann, wobei zugleich aus dem Obigen bekannt ist, dass 
y Dy De y 
a a gyeee enn 
lauter ganze rationale algebraische Functionen der Coefficienten 


der beiden in Rede stehenden Gleichungen sind; so kann man auch 
die Coefficienten 


WIE DI. PD 
aus den Coefficienten der beiden Gleichungen 
I) =, F(x) =0 
bilden, und 

4, 2, 6, 9,...P, OD 
sind lauter ganze rationale algebraische Functionen der Coeflicien- 


ten der beiden in Rede stehenden Gleichungen. 
Nach dem Obigen ist nun 


(— 1ymr h 3-9 


oder | 
Sf Ian, DD. 


Also kann man nach den aus dem Vorhergehenden sich unmittelbar 
ergebenden Regeln auch die Grösse 3, folglich auch die durch die 
Elimination von x aus den beiden gegebenen Gleichungen 


Di. flz) =0, F(x) =0 


resultirende Gleichung >=0 aus den Coefficienten dieser beiden | 
Gleichungen bilden, und zugleich ist klar, dass die Grösse 3 jederzeit 
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eine ganze rationale algebraische Function der in Rede stehenden 
' Coefficienten ist. | 


$. A. er 
Die Gleichung *=0 kann aber auch noch auf folgende Art 
aus den Coefficienten der beiden gegebenen Gleichungen 
Ta V Filz) —V 
gebildet werden. Es ist offenbar ver 
S=/Fe). pP) FW) F(0)..:. 
und 
= (1ymrf() FA) fu) Fo). ---; 
also, wenn wir die erste (dieser beiden Gleichungen gebrauchen, 
S= (or + Ar Bar? ...+ Pa Q) 
x(fr + AP Br... PB A) 
x(r+Ai+ Br? +... ++) 
x (a + Ar BFH... + Pö+ 0) 


. Da nun das Product auf der rechten Seite des Gleichheits- 
zeichens offenbar eine symmetrische Function der Wurzeln der 
Gleichung 


SE) Z=V 


ist; so reducirt sich augenscheinlich die Bildung der Grösse 3 auf 
die Auflösung der schon vielfach behandelten Aufgabe: \ 

Jede symmetrische Function. der urzeln einer 
Gleichung durch die Coefficienten dieser Gleichung 
auszudrücken, ohne die Wurzeln selbst zu kennen. 

Nach dem zweiten der beiden oben angegebenen Ausdrücke 
von 3 ist 


S— (— 1m (m + am + be... Perg) 
- x (Mr am ÖmZ2...+pA-gq) 
| x (ur ta" 2um 2 4... PU 9) 
x (vr 2 arm m 2... --pr gg) 


wo die Grösse auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens eine 
symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung. 
F(xz)=0 
ist, und also nach der in Rede stehenden Aufgabe auch durch die 
Coefficienten dieser Gleichung ausgedrückt werden kann, ohne die 
Wurzeln selbst zu kennen. & E “ 
Mittelst des Vorhergehenden lässt sich auch leicht der Grad 
beurtheilen, bis zu welchem die ganze rationale algebraische Func- 


tion I der Coeflicienten 


ab, 03.2... 95 Ay, BB, 9... RB Q@ 
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der beiden Gleichungen 
| /@)=0, F(2)=0, 
welche in Bezug auf = respective vom »zten und vom zten Grade 


sind, in Bezug auf jeden der in Rede stehenden Coefficienten steigt. 
Nach dem Obigen ist nämlich | 


S—= (or + dA Bar... Pa Q) 
x (Pr + AP BR... HP HQ) 
x (+ Apr Br... +-P+Q 
x (® + Ar BRD +... + PO 0) 
und weil nun die »2 Wurzeln 


N Dre , 
der Gleichung /(z)==0 natürlich bloss von den Coefficienten die- 
ser Gleichung, .d. i. von } 

a,b, C,2...98% 
abhängen, so ist 3 in Bezug: auf jeden der Coeflicienten 

A,:B>O HN P)Q 
offenbar vom zten Grade. Ganz, eben so ergiebt sich aus der 
Gleichung 

| S— (— 1m (m + ax 1 + ben ...49% 4-9) 
X (Am aAm 10m ...-+-pA4-g) 
x (ur aum 14-6022... put g) 
x (va + avr ti ai) +... +49) 
dass 3 in Bezug auf jeden der Coeflicienten | 


0, 6,6, 2122)9 


$. 5. 

Im vorigen Paragraphen haben wir das Eliminationsproblem 
auf die Aufgabe: | 

Jede symmetrische Function der Wurzeln einer 
Gleichung durch die Coefficienten der Gleichung aus- 
zudrücken, ohne die Wurzeln selbst zu kennen; 
reducirt, und wollen daher hier die schöne von Cauchy in seinen 
Exercices de Mathematiques. A® anne. p. 103 gegebene 
Auflösung dieses Problems, welche nicht so allgemein, wie sie es 
. verdient, bekannt zu sein scheint, einschalten. t 

Diese Auflösung beruhet vorzüglich auf den beiden in den 

zwei folgenden Paragraphen bewiesenen Lehrsätzen. 


$..6. 


Lehrsatz. Wenn man die Grösse 
Azr + Bor t+ Ce? ..:+Mz=-+-N, 


vom zten Grade ist. 
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wo 2 eine positive ganze Zahl bezeichnet, mit 2 +a 
dividirt; so ist der übrig bleibende Rest jederzeit eine _ 
von x unabhängige Grösse, welche man erhält, wenn 
man in dem Dividendus 


Aa” + Bar + 0277 + ...+- Mc N 
für x die Grösse —a setzt, nämlich die Grösse’ 
A— "+ B— a1 C— a? +... Ml—a)-+-N. 
Beweis. Der bei der Division von 
dar + Bar + Cxr7? +... Mc N 
durch = -+-.« hervorgehende Quotient sei 
AA + Br + Cr... + Lc+HM, 


und der übrig bleibende Rest, welcher, la der Divisor eine ganze 

rationale algebraische Function des ersten Grades von x ist, 'offen- 
bar eine eben solche Funetion des nullten Grades von x, d. i. eine 
von x unabhängige oder eine constante Grösse ist, sei ZL; so ist 
nach der Natur der Division 


Ar + Bor + Cl... +Mz+-N 
—= (2a) (Aar1 + Bart? Car 934... + ZLz2+M)H-R, 
d. i. 
dar + Bar + C2r2—+...-+Mz2+-N 
— Aar +- B Jar + U ar... M' 
+Aa) it +- La) + Ma-+HR. 


Weil diese Gleichung für jedes = gilt, so hat man nach einem 
bekannten Satze die folgenden Gleichungen: 


b A=4, 
i B=B-+ 4a, 
Ce=(C'+ Ba, 

u. Ss. w. 

M=M + La, 
N=R+Ma; 

und folglich, wie man leicht findet, 

1—=A4, 
B—=B— Aa, 


C' = C—Ba+ Aa®, 
D'— D-- Ca Bar Aa}, 


u. Ss. -w. 
ME M— La-+ Ka’ — Ja’ +. LAUy RR, (= Tri, 
R'—= N — Ma-+ La? a AR (— 1)r1; 


oder 


# R=N— Ma-+ La: — Ka: + Ja® — + Aar. (—1)r. 


i 
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Also ist offenbar 


R=A= af + Bl- a -£ (ap... M-a)-+ N, 


wie bewiesen werden sollte. 
\ 


8.7. 
- Lehrsatz.. Die » Wurzeln der Gleichung 
t; ar Aeri+ Bart... Le N=)0, 
deren Coefficienten reelle oder imaginäre Grössen sein 
können, seien $ 
a,b, 0,d....i, k; 
wobei wir zugleich annehmen wollen, dass diese Wur- 


zeln sämmtlich unter einander ungleich sind. W sei 
eine beliebige Function der Wurzeln 


"RRLYST 20 ANROERER, DET N 
So wie diese Wurzeln offenbar Functionen der Coeffi- 
cienten der Gleichung 1. sind: so kann man sich natür- 
lich auch W durch diese Coefficienten ausgedrückt 
denken. Der durch die Coeffiecienten der Gleichung 1. 
ausgedrückte Werth von W sei 2. Nun wollen wir an- 
nehmen, dass man durch irgend ein Mittel die Function 
“W auf die Form 

A,a® + Ban? + Can? + 1..+ UDe-+F, 
gebracht habe, so dass die Coefficienten 
| MA B;; GC; ... U: V, 

sämmtlich durch die Coefficienten, 

A, BC L, N | 
ausgedrückt sind. Bleibt dann die Gleichung 

2. Aar+- Ba” 14 Can... + DTa+-V, =2 

jederzeit richtig, wenn man für irgend eine der Wur- 
zeln 6, c, d,...i, k setzt; so wird bei der Division der 
Grösse 


f 


A,a” + Baar 1 Car? ...+ U,a+V, 
durch die Grösse 
| a” + Aar—1-+- Bar +... +La-+N, 
indem man nämlich diese beiden Grössen als Functio- 
nen von z betrachtet, ein von @ unabhängiger Rest 
übrig bleiben, welcher der durch die Coefficienten der 
Gleichung 1. ausgedrückte Werth 2 der Function W ist. 
Beweis. Der bei der Division von i 
A,an + Br A+ OP... FUeCHV, / 
durch | 
zr + Aeri+ Bar? Zoe N 
übrig bleibende Rest hat im Allgemeinen die Form 
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so. dass Br wenn wir den bein dieser Division sich ergebenden 
Quotienten durch @ bezeichnen, für jedes x 


3. A,a.n + B, mA CN. .+-DEHV, 
— (0 + A124 Bor? ...+ a +-N)@ 
+ aan 1 + Ban2 + yon +... tier 
ist. Nach der Voraussetzung ist nun 
A,arn + B,ar—1 + Car +... + T,a+TV, = ® 
A,'ıa + B oA + Ob... HUHN 2, 
An + Ba + Cm? -+...+ Ei +-IV, =$2, 
“US. We, 
A, + B, AH OR. EURE, FIRE. 
und 
a” + Aa Ba +... +ZLa- N =, 
in + Av + Bor... HZ HN—=0, 
a dot Bo... LH N—0, 77° 
| U. SW ion, | . 
In + Ala-ı + Bier... + Ik HN). 
Folglich ist wegen der- für jedes x geltenden Gleichung 3. 
vr + Br -yar 3... tie Huf, 
abnı + Bor ya HM Hu—8, 
vr + Bar? FyarF3 Hr ...H+Ic+um=L, 
| ’ us. W. | 
ET N Ren U u 72 BE EP Rue 
und: die Gleichung 
arr1 + korsip yar3- re w—l) 
oder i 
Pr YA 2 + um — 20 


des (a—1)sten Grades hat folglich die r unter einander ungleichen 
Wurzeln 


a: bc USER, 
welchesoflenbar'nur dann der Fall sein kann, wenn 
«0, f=0, y—0,...2—0, a —- 20 


ist. Aus (der letzten» dieser Gleichungen iolgt WR, und .es, ‚ist 
also oflenbar für jedes x 


wer Par? Hy... FAe hmm Pi | 
d. h. der bei der Division von 


! Ir DB, ar Ar Car 2 HU 2 -+V, 
durch } 
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a” + Ar + Bar... +ZIc+N - 

bleibende Rest ist eine von = unabhängige Grösse und der oben 
durch 2 bezeichneten Grösse gleich. Daher ist natürlich auch der 
bei der Division von : | 
A,a® + Bari —+ Can? 4 ...4+ D,a-+-V, 
durch | 

ar + Aar—+ Bar? +... +ZLa-H N 


bleibende Rest eine von « unabhängige Grösse und der oben durch 
2 bezeichneten Grösse gleich, welches bewiesen werden sollte. 


S. 8. 


Wir wollen nun die Anwendung der in den beiden vorher- 
gehenden Paragraphen bewiesenen Sätze auf die Gleichungen der 
verschiedenen Grade zeigen. 


Zuerst sei die Gleichung des zweiten Grades 
x°+-Ar+-B=0, 
deren Coefficienten wie immer bei dieser Untersuchung beliebige 
‚reelle oder imaginäre Grössen sein können, gegeben. Die beiden 


unter einander ungleichen Wurzeln dieser Gleichung seien a, 2; 
so ist nach einem bekannten Satze von den Gleichungen ! 


ar = —A, 
und folglich | 
= —A—a. 
Wenn nun /(a, 5) eine ganze rationale symmetrische Function 
der beiden Wurzeln & und 2 ist; so wird man, wenn man 
= —A-—a 
setzt, diese Function immer leicht auf die Form 
4,a# + Ba Ti Car? —-...+- U,a-+V, 
bringen, und also Fr 
(a, b)=fle, — A— a) 
— A,an + B, ar 1 + Can + ...+4+U,a-+-JV, 


setzen können. Weil aber nach der Voraussetzung /(@, 5) eine 
symmetrische Function von @ und 2 ist, so ist nach dem allgemei- 
nen Begriffe der symmetrischen Functionen offenbar 


Sa, 2) =f(b, a» —=fld, —A—10) 
—=4A,ir + B rt Con —- ...t+ Ud-H-V.. 
Bezeichnet also wie in $. 7. das Symbol 2 den ‘durch die 
Coeflicienten der gegebenen Gleichung ausgedrückten Werth von 
/(a, b); so ist klar, dass die Gleichung 
A,an + B,aan HC,” 2... Da+V,=2_ 
auch gilt, wenn man Ö für @ setzt. Um also 2 zu finden, wird, 
man nach $. 7. mit der Grösse 
a +-Aa+-B 
Theil. ! 24 
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in die Grösse N Er Y Auen 2” 

Ayar + Bar IH Car? —+...+ U,a-+V, ? 
dividiren ‘und den übrig bleibenden Rest bemerken, welcher der 
durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausgedrückte 
Werth von /(«e,,d),.d. irdie Grösse) Q, sein. wirds. “o, 

Betrachtet man (a, 6) als Function von 6 und dividirt mit 
6444 gr | 
in dieselbe hinein; so ist nach $. 6. der übrig bleibende Rest. der. 
Werth der Fuuction /(a, 6), welchen dieselbe ‚erhält, wenn man, 
F d am ef} . . > | 
setzt, d. i. : | 
Ska, -—A—a). 
oder die Grösse ? T | 

A,an + Bir Ga... FE Dar," 
und man kann also, um die Function /(z, 2) durch die Coefficien- 
ten der gegebenen Gleichung auszudrücken oder die, Grösse 2 zu 
finden, auch auf folgende Art verfahren: | 

Man » betrachte: /(e@, 2) ‚als Function von 2,. dividire ‚in. die- 
* selbe mit | at 
E ba +4 
hinein, bemerke den Rest, und dividire in denselben, als Function 
‚ von @ betrachtet, mit _ i | 
| a?+Aa+B | 
hinein; so ist der bei dieser Division übrig bleibende Rest, der ge- 
suchte durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausge- 
drückte Werth von /(e, b). Pr 


Setzt man ib‘ Ki 
Far)=2°+AcH#B 
und 
| F (@) = Zn, 
so ist, wie man leicht findet, 
(99% Fia)=r-+a+4, 
und folglich r 
| FO) = +a+4. 


Daher lässt sich die, obige Regel zur Berechnung des gesuchten, 

durch -die ‚Coeflicienten der ‚gegebenen Gleichung  ausgedrückten 

Werths ‚von f(a, 6) auch: auf folgenden Ausdruck: bringen» 1,0 
Man setze | ) (I X 

| Fe) =ar-+A2-H BB». 

und | 

F, (2) = I, 


—(& 


= 
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Nunldivrdire man inıfla)'d)als’Fünetionvon’d betrach- 
tet, mit 7,(2) hinein, bemerke den Rest, und dividire in 
denselben, als Function von @ betrachtet, mit Z{a). hin- 
ein; so ist der beirdieser Division übrig bleibende Rest, 
der gesuchte, dureb die Coefficienten der gegebenen 
Gleichung ausgedrückte Werth'von f(e, 2). | 
e &. 9. 
Es sei ferner die Gleichung des dritten Grades 
x: + 4Ax° + Bz + C=0 
gegeben. Die drei Wurzeln dieser. Gleichung, die auch hier wie- 
der als unter einander ungleich angenommen werden, seien a, Ö, 
c;’so ist 
a? + Aa: + Ba+ C—=V0 
oder ; \ s 
C=— ua: — Aa? — Ba. 
Also ist x 
2 +A2” + Be + C=a’—a: 4 Al” — a?) + B(=— a) 
—=(2—.a) { +(l@+-Nz+a+Aa+ B}, 
und 2, e sind folglich. offenbar die- Wurzeln der. quadratischen » 
Gleichung | u’ 
x? + (e +-A x +e’+-Ac+-B=V0. 
Ist nun /(a, 2, c) eine ganze rationale symmetrische Function yon 
a, b, cy so kann man ‚dieselbe zuerst ‚bloss als eine ganze ratio- 
nale »symmetrische Function, von 6.und e. betrachten, und. nach 
$. 8. durch: die Coeffiecienten der vorhergehenden Gleichung des 
zweiten Grades ausdrücken. Dadurch, wird offenbar /(e, ö, c) als 
‚eine ganze rationale Function von @ dargestellt. Dividirt man.nun 
in diesen Ausdruck von /(a, 2, ec), als Function von @ betrachtet, 
mit ek 
a? + Aa®+- Ba+C 
hinein; so ist der bei dieser Division übrig bleibende Rest der 
durch die’ Coefficienten . der gegebenen Gleichung des dritten Gra- 
des ausgedrückte Werth von /(a, 6, c), welcher gesucht wurde, 
wie aus dem in $. 7. bewiesenen Satze unmittelbar folgt. 
Nach $. 8. hat man also auf folgende Art zu verfahren: 
Man setze | 2 
. Fl) =2”+(e+A)e + «a + dJe+B 
und * 
F(&) =,Fib) 
t | wol ‘ 
Nun diridire man im fe, 53 0). als; Function von e betrachtet, mit. 
F',(c) binein, bemerke den Rest, und dividire in denselben, als 


Function von betrachtet, mit Z°,(6) hinein ;'so ist der bei dieser 
Division "bleibende Rest der als eine Function von z dar£estellte 


ö 
24° 


F,(2)= 
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Werth der Function ‚f(a, 6, c). Dividirt man nun in diesen Rest 
mit ; 

a’ + Aa’ +-Ba+-C 
hinein, so ist der bei dieser Division bleibende Rest der durch die 


Coefficienten der gegebenen Gleichung des dritten Grades ausge- 


drückte Werth von /(z, 6, c), welcher gesucht wurde. 
Bemerkt man nun aber, dass nach dem Obigen die Function ' 


F,(x&) erhalten wird, wenn man 


a + Aa’ + Bar C 


von 
x2:+4x2°+-Bxz+C 
subtrahirt, in den Rest mit = — « dividirt und den Quotienten .be- 
merkt; so kann man die obige Regel offenbar auch auf den fol- 
genden Ausdruck bringen: 
Man setze 
Fax) = x: + A2x° + Bez + C 


und 
Fr) =), 
F(2)— Fb 
Fr) AAN 


Nun dividire man in. /{e, 6, c), als Function von ce be- 
trachtet, mit 7',(c) hinein, bemerke den Rest, dividire 
in denselben, als Function von Ö betrachtet, mit 7',(2) 
hinein, bemerke wieder den Rest, und dividirein den- 
selben, als Function von a betrachtet, mit Z(«@) hinein; 
so ist der bei dieser Division bleibende Rest der ge- 
suchte durch die Coefficienten der gegebenen Glei- 
chung ausgedrückte-Werth von f(a, 6, ce). 


$. 10. 
Man habe jetzt die Gleichung des vierten Grades 
x* + 4A4x°+Bx’+-C2-- DV, Ä 
deren unter einander ungleiche "Wurzeln a, 2, ce, d sein mögen; T 
so ıst ‚ | | 
a* + Aa® + Ba’ + Ca + D—0 
oder | 
D=— a® — Aa’ — Ba’ — Ca, 
und folglich 
z++Ax°+-Baz?’+-Cxzx+D 
— 2: — a! + Al@°— a) + B(lx’ — a?) -+ Clx=— a) 
—=(2—2)| 2°’ +N)2’+(e’+4Ja+B)x-+a’+Aa’+-Ba-H0}, - 
so.dass also 2, c, d.ofienbar die Wurzeln der‘ Gleichung des drit- 
ten Grades | | 
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2? + (a + A)2”+ (a + Ja+ B)x-- a’ + da? + Ba-+-C—=0 
sind. Ist nun /(a, 6, c, d) eine ganze rationale symmetrische 
Function von @, 6, c, d; so kann man dieselbe zuerst bloss als 
eine ganze rationale symmetrische Function von 6, e, d betrach- 
ten, und nach $. 9. durch die ’Coefficienten der vorhergehenden 
Gleichung des dritten Grades ausdrücken. Dadurch erhält man 
(a, d, c, d) als Function von @ ausgedrückt.  Dividirt man nun 
in diesen ir mit 


HA LEBE or D 


hinein, so ist kant $. 7. der bei dieser Division übrig bleibende 
Rest der durch die Coefficienten der. gegebenen Gleichung ausge- 
drückte Werth der Function f(z, 6, ec, d), welcher gesucht wurde. 
Nach $. 9. hat man also auf folgende Art zu verfahren: 
Man setze 


F(2)=2’+(a+4) EA AUEF HERR RANIER? +Ba-+C 
und 
Fı(@)— F,(b) 
ab 7 1 
F,(x) — F,(e) 
—c ; 


F,(x) = 


Fi) 


Nun. dividire man in f(e, 2, c, d), als Function von d betrachtet, 
mit /',(d) hinein, bemerke den. Rest, dividire in denselben, als 
Function von € betrachtet, mit 7',(e) hinein, bemerke wieder den 
_ Rest, und dividire in denselben, als Function von betrachtet, mit 
F',(6) hinein. Der bei .dieser Division bleibende Rest ist der als 
Function von @ ausgedrückte Werth der Fuuction f(e@, db, c, d). 
Diesen Rest dividire man durch 
a’ + da’ + Ba’+Car+-D, 

so ist der bei dieser Division übrig bleibende Rest der durch die 
Coeflicienten der gegebenen Gleichung des vierten Grades ausge- 
drückte Werth von f(@, 6, c, d), welcher gesucht wurde. 

- Bemerkt man nun aber wieder, dass nach dem Obigen die 
Function F ‚(*) erhalten wird, wenn man 


a® + Aa? + Ba? +-Ca+-D 


von 

| z* + Az: + Baz°’-+- Cx—+D 

subtrakirt, in den Rest mit z— «a dividirt und den Quotienten be- 

merkt; so ist klar, dass man die obige Regel auch auf den folgen- 

den luck bringen kann: j 
Man setze 

F(2) = 2*+dÄdx° + Ba’ + 0x2-+-D 


‚und 
Kl) rg 
Kr b) 
RR OR NO) 
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F,(x2) — F,(e) 

ea FEIN, | | 
Nun dividire man in,/(e, d, 5 d), als Function von d.be- 
trachtet, mit. Z'y(d) hinein, bemerke den Rest, dividire 
in denselben, als Function von e betrachtet, mit Z',(e) 
hinein, bemerke den Rest, dividire in denselben, als 
Function von Ö. betrachtet, mit 7',(2) hinein, bemerke 
‚wieder denRest, und dividire in denselben, als Funetion 
von « betrachtet, mit Z(«) hinein; so ist der bei dieser 
Division übrig bleibende Rest der gesuchte durch die 
Coefficienten der gegebenen. Gleichung ausgedrückte 
Werth von fl(e, 6, ce, d\. Ei 


$. 11., 


Wie man auf dem im Vorhergehenden eingeschlagenen Wege 
immer weiter -fortschreiten kann, liegt deutlich vor Augen ,- und 
wir-werden also unmittelbar auf das folgende allgemeine sehr wich- 
tige Theorem geführt: 

Die Wurzeln der Gleichung 


an + Aacr-ı-+- Bor? +... + Zr N—=0 


seien @, db, c, d,...i, k°), und fle, b, e, d,...i, k).sei 
eine beliebige ganze rationale symmetrische Function 
der Wurzeln, welche, ohne die Wurzeln selbst zu ken- 
nen, durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung, 
die ganz beliebige reelle oder imaginäre Grössen 
sein können, ausgedrückt werden soll. Zu dem Ende 
setze man | | 


F(&) = &* + Aarı+ Be... +ZIc+-N 


und 
AN wmih 
u 
Ch 
u. S. W. 


In— a: Y Fn— ) } 
Fr_1(&) „gu a = 2) 


b) 0 
Nun dividire man in f(a, d, ce, d;...ö, Ak), als Function 
von % betrachtet, mit Zy-1[%) hinein, bemerke den Rest, 
dividire in denselben, als Function von ö betrachtet, 
mit Zy—2(?). hinein, bemerke den Rest, dividire in densel- 
ben, als Function von A betrachtet, mit Zy-5(4). hinein, 


*) Nach dem Vorhergehenden wüsste eigentlich angenommen werden, 
dass diese Wurzeln sämmtlich unter einander ungleich.sind. Dass es 
aber nicht nöthig ist, diese Einschränkung zu machen, wird gleich 
nachher gezeigt werden. | 
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u. s. w.,und setze dieses Verfahren so» lange ufort, bis; 
man einen Rest, als Function von 2 betrachtet, durch 
F,(£), und endlich den bei dieser Division. bleiben - 
den Rest, als Function von @ betrachtet, durch /X(e) 
dividirt hat; so ist der bei dieser letzten- Division 
bleibende Rest der gesuchte durch die Coeffieien- 
ten der gegebenen Gleichung ausgedrückte Werth von 
’(e; b, Cds ee 8; k). 

Nach dem Obigen würde dieser Satz eigentlich noch der Be- 
dingung zu unterwerfen sein, dass. die Wurzeln der gegebenen 
Gleichung sämmtlich unter einander ungleich sein müssen. Indess 
erhellet durch das folgende einfache Raisonnement sogleich, dass 
dies nicht nöthig ist, und unser Satz also auch dann noch gültig‘ 
bleibt, wenn unter den Wurzeln @, 2, e, d,...i, k der gegebenen 
Gleichung beliebig viele einander gleiche vorkommen. Bezeichnet 
nämlich, die Wurzeln als sämmtlich unter einander ungleich ange- 
nommen, wie schon früher, 2 den durch. die Coefficienten der ge- 
gebenen Gleichung ausgedrückten Werth der ganzen rationalen 
symmetrischen Function f(a, 2, ce, d,...i, k); so ist 

” lass ca de. air 2: 

und aus der oben gelehrten Bestimmungsweise von 2 erhellet un- 
‘ mittelbar, dass unter den gemachten Voraussetzungen 2 immer eine 

ganze rationale algebraische Function der Coefficienten A, 2, C, 
D,...L, N ist. Die ;Gleichuug { 

Lila Bao jd 45 A) R 
bleibt nach dem Obigen richtig, wenn nur alle, Wurzeln ‚der gege- 
benen Gleichung unter einander ungleich sind, wie klein auch 
sonst die absoluten Werthe' ihrer Unterschiede sein mögen. Nun 
kann  man'.sich aber oflenbar vorstellen, dass, sich ‚die Coefti- 
cienten A, B, C, D,...Z, N der gegebenen Gleichung auf eine 
solche Weise stetig ändern, dass eine oder' mehrere Differenzen 
zweier Wurzeln; der‘ gegebenen Gleichung sich fortwährend. 'und 
bis zu jedem beliebigen Grade der Null nähern.. Unter dieser Vor- 
aussetzung hört die Gleichung 
Ja, b, c,'d,...;, k)—=2 

nie auf gültig zu sein, und wird also offenbar auch dann noch 
gültig bleiben, wenn die gedachten Differenzen ihre Gränze Null 
wirklich erreichen, oder, was dasselbe ist, wenn zwei oder mehrere 
Wurzeln der gegebenen: Gleichung einander gleich werden. 


12. 


Von dem im vorigen Paragraphen bewiesenen 'T’heoreme wol- 
len wir nun zu dessen näherer Erläuterung einige Anwendungen 


machen. | 
Zuerst sei die Gleichung des dritten Grades 


"=: +B2+0=0, 


_ deren Wurzeln, wie. oben, durch'@, 6, c bezeichnet werden sollen, 
gegeben. Man soll die ganze rationale symmetrische Function 


W= b’c+ be? + c?a-+- ca? tab ab”. 
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der Wurzeln «@, d, e durch die Coeflicienten der gegebenen Glei- 
chung ausdrücken. 
In diesem Falle ist 


F2)—=x°’+Bxc+C, 
und folglich ji, 
F(xz) —- Fla)=x°’ — a’ + Blx —.a). 
Also ist 


Aber Fla) 
—da 


F(@)= 
und folglich 


— 2°+ac-+a?+B, 


F (x) — F,(d) = x” — 2? an ax — d), 
also BL; 
Da nun 
F,()=c+b+u 
ist, so muss man mit 
c+-L ra 
in W, als Function von e betrachtet, d. i. ın 
(++ a)e? + (2b? + a?)e-+ ab? +a:b 

dividiren und den Rest bemerken. Der bleibende Rest ist aber 

ab? + 3a:l. | 
Dividirt man in denselben, als Function von 5 betrachtet, mit 

F(b)=b’-—-Hab+a®+-B 

binein und bemerkt den Rest; so erhält man als Rest 

— 3a? —3Ba. 


Dividirt man endlich in diesen Rest, als Function von & betrach- 
tet, mit 


F(a)=a’+-Ba+C_ 


hinein und bemerkt wieder den Rest, so erhält man als Rest 3C, 


Dieser Rest ist der gesuchte Werth der gegebenen symmetrischen 
Function, und es ist also 


b2c—+-be? + c?a+ca: + a?b+ab? —=3C, 
&. 13. 
Die gegebene Gleichung sei 
z:+-Bzx’+- C++ D=/(, 
und 
W=(a-+Hb) (a-+c) (a+d) (d-+e) (d-+-d) (c+d4) 


sei die gegebene ganze rationale symmetrische Function ihrer 
Wurzeln @, 6, c, d; so ist 
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Fa@)=x*+ Ba’ +-Cz:-+-D,: 
‚und folglich 
F(x) — Fl)—x* — a + Bla: —a)+Cl@— a), 


also 
Fl) = ee — 2’ + ax” + (a + D\e-+a’+-Ba+C. 
Daher ist | 


F,(z) — F, b) = x* —b +alx? — 0b?) + (a? + DB) (2 —b), 
folglich 
F(@)—F, 1) 


(2) = z—b 


2? + (b) +e)e +b?+ab a: +-B, 
also f 
F,(x) — F;(e)= 2° —c?’+-(b-trae) (2 —ec), 
und daher 
F,(&) — F. „(e) __ 


= —c 


F,(2) = zt+ce-Hb ta. 


Die fernere Rechnung kann man sich aber in diesem Falle auf fol- 
sende Art sehr erleichtern. Nach einem bekannten Satze ist nämlich 
EEE di; 

oder 
d=—a—b-—-.c. 
Also ist 
| a+d——(b-+e), 
b +Hd=nlertö), 
c+-d=—(a-+D), 
und folglich 
W=— |(a-+DÖ) (e-+e) (b-+e)}?, 
wo man nun statt W die einfachere symmetrische Function 
W, =(a-+b) («a-+c) (b-+e) 
entwickeln kann, aus der sich dann nach dem Vorhergehenden W 


leicht ergiebt. Entwickelt man W, nach den Potenzen von c; 50 
erhält man 


W, =(b-+a)e?+(d+e)’c-+ ab? -+a?l. 
Dividirt man mit 
F(d)=d+-c+b-+a 


in W,, als Function von d betrachtet, hinein, so ist der Rest 
offenbar ae 


+ o)e? +-(d-+a)’c-+ ab?’ -+ra?b. 


Dividirt man in diese Grösse, als Function von ec betrachtet, mit 
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F',(c) =&c: (+ Je rad +-D2 
hinein, so bleibt als Rest 
_ 23. — ab — (a? + B)bL—a: — Ba. 
Dividirt man ferner jn diese Grösse, als Function von 2 betrach- 
tet, mit Sy 
F(b)=b’+al:4 (a + Bl +a HBarC 
hinein, so bleibt als Rest + € Dividirt man in diesen Rest; als 
Funetion von @ betrachtet, mit 
FXa) =a* + Ba?’ —+ Ca+-D 
hinein, so bleibt natürlich + C als Rest, und es ist folglich 
(«-+L) (a-+ e) GH)=e, 5 | 
Also ist nach dem Obigen 
(«+ 2) (a-H e) (ad) (b-+e) (&-+ 4) (e-Hd)=— C*. 
Aehnliche Vereinfachungen der Rechnung bieten sich öfters dar. 


/ 


&. 14. 
Die gegebene Gleichung sei die quadratische Gleichung 
®+-Ac+-B=1I, 
und \ 
W=(a—b)’ 


sei die gegebene ganze rationale symmetrische Function ihrer Wur- _ 
zeln a Ö, welche durch ihre Coefficienten. ausgedrückt werden 
soll. Es ist in diesem Falle 


F&)= x” Ak +2, 
und folglich. ! | £ 
F(x) —- Flo)—= x: — a” + Az —a), 
also | 


U 
Entwickelt man W.nach Potenzen von 2, so erhält man 
W=0: — ab —+a:. 
In diese Grösse, als Function von Ö betrachtet, muss man mit 
FO)=b+a+A4 Fi 
dividiren, und den Rest bemerken. Der bleibende Rest. Ast! ar 
| Aa? + A4da-+ 4°, gi 
in welchen, als Function von & betrachtet, man nun mit 
F(a)=a®+Aa+-B 


dividiren und wieder den Rest bemerken muss.. Der bleibende Rest 
ist aber R | 


zharA,. 


A? —AB, 


_ eng 
u NE 


1 
% 
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und folglich 
(e—Lb)—=A?—AB,. 


Die Richtigkeit dieses. Resultats kann man auf folgende Art leicht - 
prüfen. Bekanntlich ist 


a+ri=—A, 


und, weil z. eine Venrgel der gegebenen quadratischen Gleichung 
ist, so ist 


s a + dar B=0. 
Da nun 5 ot 
Sn a—A 
ist, so ist | 
W= (e,— b)’ = (2a + 4)? —= 4° + Ala? aa 
und folglich, weil j 

a+-Aa=—B 
ist, 

„(e— 2)” —=A?’—AB, 


wie vorher gefunden .wurde. 


$. 15. 
Die gegebene Gleichung sei die vollständige, eubische Gleichung 
AED LIECENN 


und die durch deren Coefficienten auszudrückende ganze rationale 
symmetrische Function ihrer Wurzeln @, 2, c sei 


W=(a—b)’ (a— ec)’ (— ec)’. 


Um in diesem und in ähnlichen Fällen die symmetrische Func- 
tion W bloss durch & und die Coefficienten der gegebenen Glei-. 
chung auszudrücken, so dass nämlich die Wurzeln /, c aus dem 
obigen Ausdrucke von W eliminirt werden, kann man auch. auf 
folgende Art verfahren. Da @ eine Wurzel der gegebenen. Glei- 
‚chung ist, so ist 


a: + Aa? + Ba-+ C=V. 
Folglich ist für jedes = | 
2° +4d2:+Bx-+C 
—= 2°’ —a’ + A2”— a”) + Biz—a) 
—=(2—a)|r? +(e+A)2 +0 Aa -+ BD! 
Nun ist aber bekanntlich 
2 +42? + Be2+ Cala) er) ie 
Folglich ist für jedes = 
(2 — 2) a a ee 
und daher für 2 — « 
(.—Lb) (e— c)= 30: + 2da-t B. 
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Also ist 
W=(b— ec): (3a? + ?Aa + B). 
Da nun ferner 6, e die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
x?’ + (e +A)2-+ 0? +Aa+ B=0 

sind, so ist nach dem vorigen Paragraphen | 

Gaeir e- et. — Ala? en 23 

— (3a? + ?da— A’ +AB). 
Entwickelt man nach Potenzen von @ und dividirt dann mit 
| a?’ + Aa®+- Ba+C 


hinein, so ist der bei dieser Division übrig bleibende Rest der ge- 
suchte Werth von W. Nach gehöriger Rechnung ergiebt sich 


(@—b)? (a—.c)? (db —c)?—=4’B—A BE CABE—2TCH+HISABC. 
Für 10 ist 
(e—b)? (a— c)? (b— ec)” = —AB?’ — ?IC, 


welcher Werth unserer symmetrischen Function einer cubischen 
Gleichung entspricht, in welcher das zweite Glied fehlt. 


ze 


$. 16. 

Das Product der Quadrate aller Differenzen je zweier Wurzeln 
einer gegebenen Gleichung ist, wie leicht erhellet, immer eine 
ganze rationale symmetrische Function der Wurzeln der gegebe- 
nen Gleichung uud kann daher nach den obigen Regeln immer 
durch die. Coeflicienten der gegebenen Gleichung ausgedrückt wer- 
den, ohne die Wurzeln selbst zu kennen. Weil Aller dieses Pro- 
duet in mehreren Beziehungen von besonderer Wichtigkeit ist, so 


wollen wir jetzt noch zeigen, wie dasselbe immer ohne grosse - 


Schwierigkeit für eine beliebige Gleichung des zten Grades gefun- 

den werden kann, wenn man dasselbe für jede Gleichung des 

(2 — l)sten Grades finden, d. h. durch’ die Coefficienten dieser 

Gleichung ausdrücken kann, ohne deren Wurzeln selbst zu kennen, 

wodurch die Entwickelung dieser Producte sehr erleichtert wird. 
Die gegebene Gleichung des zten Grades sei 


zr + Ar + Bor. .. +22 -+-N=0, 


und a, db, c, d,...ö,. k seien die Wurzeln derselben. Fer- 


ner sei 
W=(a«—b)’ (a— c)’ (a —d)?:...(a— 1)? (a— Xk)? 
x(b—-c)? 4) ...0— ik)" 
x(ce—d)?’...(c—i)? (ce — %)? 
i u. 5. W. 
Xi) (dA), 
x(@—%)*. 
Weil & eine Wurzel der gegebenen Gleichung ist, so ist 
a” + dar + Bar... + Ze -+- N =0, 
’ 
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Folglich ist für jedes x 
| ar Acer Bor. /+LeHN 
zen — ar Mar — aA) Bar — ar )+.. .‚+Ll2—a), 


oder, weil die Function auf der linken Seite des Gleichheitszeichens 
dem Producte 


(e—a) (2 —b) (8 e)...(2.— 8) (8a — X) 
gleich ist, für jedes = 
(2— a) (eb) (& 9... (# 1) («—%) 
an — ar + Aar1— ar)+ Bar — nr) +... + Le — a), 
oder, wenn man auf beiden Seiten mit = —@ dividirt, für jedes x 
! (2 — 2) (2 —e) (2 —d)...(e —0) (x — X) 
— an 
+ (2 + I)er? 
. —+la? + Aa + Der 
+ (a + da? + Ba+ Cor 
usw 
+ ar1+4 da+ Ba + CarA—+ i ..+Z; 
folglich für —a | 
(a— 2) («a — ec) (e—d)...(@a—:) (ea —X%) 
= nar 1 (n» — 1)Aar? 4 (» —2)Bar 3 ...-+L. 
Auch ist klar, dass 6, €, d,...ö, 4 die Wurzeln der Gleichung 
FE uam Re 
-. + (le 4 A)er72 
+ (a? + Aa + B)ar? 
—+- (a? + Aa? + Ba Ce" 
u..S w. 
-k ar -+ Aar2 + Bar-3 + CA. urdı 
sind. - Weil wir nun annehmen, dass man für jede Gleichung des 
(2— 1)sten Grades das Product der Quadrate der Differenzen je 


zweier Wurzein durch die Coefficienten der Gleichung ausdrücken 
kann; so kann man das Produet 


(d — ec)?  — ad)? — eo)? ...(b— ö)? (dD— %k)? 
x (ce—d)? (c—e)?...(c—i)” (c— %)? 
xX(d— e)? ...(d— i)’ (d— %)? 

u. Ss. w. 
x)? (kA): 
x (d-- 2)? 


durch die Coefüicienten der obigen Gleichung des (2 — 1)sten Gra- 
des ausdrücken. Bezeichnen wir den dadurch hervorgehenden Aus- 
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druck durch F; so ist V bloss noch von @ und den Coeflieienten 
A, B, €,...,Z abhängig, und nach ‚dem ‚Obigen ist nun 
W=V}ae+(—1)de + (a 2)Be >34... 1}, 


wo also auch W:bloss von & und den: Coefficienten A, 2, C,...Z 
abhängig ist. Das Product auf der rechten Seite des Gleichheits- 
zeichens in der vorhergehenden Gleichung lässt sich immer durch 
ganz elementare Rechnungen nach den Potenzen von z entwickeln. 
Dividirt man dann in dieses so entwickelte Produet mit. der Grösse 


ar + Aa1+ Ba... La N 


hinein, so ist der, bei dieser Division ‘übrig bleibende Rest nach- 
$. 6. von @ unabhängig und liefert nach $. 7. den bloss durch die 
Coefficienten der gegebenen Gleichung ausgedrückten ‘Werth der 
symmetrischen Function W. .. | | 

Es ist klar, dass das durch W bezeichnete Product bloss dann 
verschwinden kann, wenn die gegebene Gleichung gleiche Würzeln 
hat, Ist dies nicht der Fall, so ist W jederzeit eine'ganze ratio- 
nale algebraische Function der Coeflicienten A, 2, C...L, N, 
deren ‚Werth grösser als Null ist. Sind also die Coefficienten 
A, B, C,...L, N ganze Zahlen, so ist: offenbar auch“ W eine 
ganze Zahl, die immer der Einheit gleich oder grösser als die Ein- 
heit ist, vorausgesetzt nämlich, ‘dass die gegebene Gleichung keine 
einander gleichen Wurzeln bat. 


8. 17. 


Wir haben jetzt ausführlich gezeigt und durch eine hinreichend 
grosse Anzahl von Beispielen erläutert, dass jede‘ ganze rationale _ 
symmetrische Function der Wurzelu. einer Gleichung immer durch 
die Coefficienten der Gleichung ausgedrückt werden kann, ‚ohne 
dass man die Wurzeln selbst zu kennen braucht, wobei sich zu- 
gleich ergab, dass jede ganze rationale symmetrische Function der 
Wurzeln einer Gleichung eine ganze rationale Function der Coef- 
ficienten der Gleichung ist. . Kaum bedarf es nun noch einer be- 
sondern Erläuterung, dass überhaupt jede symmetrische Function 
der Wurzeln einer Gleichung durch die Coefficienten derselben aus- 
gedrückt werden kann, ohne dass man die Wurzeln selbst zu ken- 
nen braucht. Hat man. nämlich z. B. die rationale gebrochene sym- 
metrische Function | 


2 abe 
Tab rac-+- be 


der drei Wurzeln a, 6, c einer Gleichung. des dritten Grades, so 
sind natürlieh Zähler und Nenner ganze rationale, symmetrische 
Functionen von @, 6, c. Weil'man nun nach den’im Vorhergehen- 
den entwickelten Regeln sowohl ade, als auch d-+r-ac-+rbe, 
durch -die Coefficienten der Gleichung ausdrücken kann, ohne dass 
man ‚die Wurzeln selbst zu kennen braucht, so gilt dies natürlich 
auch von W, wobei sich aber von selbst versteht, dass der für W 
sich ergebende Ausdruck jetzt keine ganze rationale Function der 
Coefficienten‘\ der‘ Gleichung ist. Hat man die irrationale symmetri- 
sche Function a 


wer >WEFWELIFIRZR 


Ww 
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der drei Wurzeln «, 2, ce einer Ascher Gleichung, so kann man . 
nach dem Vorhergehenden die ganze rationale symmetrische Function 
2u?°0? + 2a?c? + 2620? — ut — bt —.c® 


durch die Coefficienten der Gleichung ausdrücken, ohne. dass man 
die Wurzeln selbst zu kennen braucht, folglich auch die Function W. 

Man sieht also: | 
dass jede symmetrische Function der Wurzeln einer be; 
liebigen Gleichung immer durch die Coefficienten der 
Gleichung ausgedrückt werden kann, ohne dass man 
die Wurzeln selbst zu kennen braucht. 


$. 18. | 
Um nur ein einfaches Beispiel der Elimination einer unbekann- 
ten Grösse aus zwei Gleichungen zu geben, wollen wir die beiden 
Gleichungen des zweiten Grades | 
x? ac Hl —=0, 
z?+-Az+-B—=0 
betrachten, und wollen | 
F)=2’+Axr+B 


setzen, die Wurzeln der zweiten Gleichung aber durch’x.und A 
‚bezeichnen. Nach $: A. ist unter diesen Voraussetzungen, ‘wenn. 5 


“ seine dortige Bezeichnung behält, 

S—(#?+ax +2) (Hal +2), 
und es kommt nun darauf an, diese symmetrische Function der 
Würzeli 3 x, 4 der Gleichung 

z2+ÄA2-+-B=0 
‚durch die Coefficienten dieser Gleichung auszudrücken. "Zu dem 
Ende muss man nach $. 11. zuvörderst a 
Brenn 

berechnen, wodurch man ° 
F)=r+:+4 | | 
erhält, und muss dann den Rest entwickeln, welcher übrig bleibt, 
wenn man mit ‘ 

| | FO)=i-+x+A 
in die als Function von 4 betrachtete Grösse X hinein dividirt. 


Wenn man aber zuerst mit ,+x2+ 4 in 1 ak 6b GYIIWER 
- so bleibt als Rest die Grösse 


(+4) (k-+A— a) +0 ’ 
oder f TR 

+ (24-0 + A? —aArb, 
und wenn män also mit A+x-+ 4 in \ 
| Spa +2) (Hair) 


dividirt, so bleibt als Rest 
(x? + ax +2) !2” + (24 — 0) + 4°? ee: TEN 
d. i., wie man durch leichte Rechnung findet, 
x? 24x° pn (A? -+ a1 — a? ++ 2)x + (aA? — a?’ A 2A)e 
iM — BAR). 
Dividirt man nun in diese Grösse mit 
F«%)=x”+Ax+-B 
hinein, so bleibt der Rest 
(A? — aA +0) — (aA — a: +22 — DB 
oder 
»—abd+ (a —)B+b4:—aAB + B: 
übrig, und es ist also 
Sb”? — al 41-+ (a -—U)B +04” —aAB + BB: 


Die durch die Elimination von x aus den beiden gegebenen Glei- 
chungen des‘ zweiten Grades hervorgehende Gleichung ist, aber 
nach $. 2. 


22 — al A+(® -U)B+L42: —-aAB+ B—0. 


Dieses Beispiel wird gewiss schon allein hinreichend sein, 
deutlich zu zeigen, wie man sich in allen übrigen Fällen bei der 
Elimination einer unbekannten Grösse aus zwei gegebenen Glei- 
chungen mit Hülfe der symmetrischen Functionen zu verhalten hat. 


$. 19. 


Wir Sollen jetzt auch den Fall betrachten, wenn die Coeffi- 
eienten der beiden gegebenen Gleichungen nicht die Einheit sind, 
sondern. diese Gleichungen die allgemeinere Form 


az” Z>bEr Ic” +. Pr), 
Azr + Bari 02x77 ...+- Pc + Q—=0 


haben. ZrERan man diese Elöichungen. auf die Form 
am Zend an. +2 +10, 


ar + la Han. ee 


so kann man für diese beiden letztern Gleichungen aus deren Coef- 
ficienten 


Be EN A al 
ira? rar 
m.u.n BR ER 
er 


die Function I ganz nach den im ER entwickelten Reue 
bilden, und die Gleichung 


M 


N. 
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ist dann das Resultat der Elimination von x aus den beiden 
Gleichungen 


b 
Er Je Zen + Br +74 ad 
wi 
et 
oder natürlich auch das Resultat der Elimination von x aus den 
beiden gegebenen Gleichungen | 
azn bar AL car — ...+pr2+y9=I, 

Azr + Bart+ 0224... +Pc+Q=0. 

Bekanntlich ist X eine ganze rationale algebraische Function von 


i TAN | 
++ ler... ++ 0; 


BOT De 
Pr rt 
BECSBEN PUR 
4’ A? 4’ 1 A 4A’ 
welche nach $. A. in Bezug auf 
TER ES Del 
Bra raid 
von zten, in Bezug auf 
ERORD ENTE 
AAN AN 4-4 


vom sten Grade ist. Also ist offenbar a” A” jederzeit eine ganze 
rationale algebraische Function der Coefficienten 
) a 2 2 A A 
4,2, 06, D,...B Q 
der beiden gegebenen Gleichungen, und das Resultat der Elimina- 
tion von x aus diesen beiden Gleichungen ist die Gleichung 
an ANZ —(, 


deren erster Theil eine ganze rationale algebraische Function der 
Coefficienten der beiden gegebenen Gleichungen ist. 


8.20. . 


> Wir wollen jetzt wieder zu den beiden zu Anfange betrachte- 
ten Gleichungen 


zm + axm 1 + ben... .+P2 90, 
zn + Aa + Bar... + Pc+ Q—0 
oder | 
2) = 0, Ha) —0 | 
zurückkehren, indem wir auch sowohl dem Symbol 2, als auch 
. allen übrigen in $. 2. gebrauchten Symbolen‘ ihre ihnen dort bei- 
gelegten Bedeutungen lassen. Dies vorausgesetzt, hatnun Cauchy 
in den Exercices d’Analyse et de Physique math&mati- 


que. T. I. p. A00. die in dem folgenden Satze ausgesprochene, für 
Theil IL. Sr 25 
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die Theorie der Elimination offenbar höchst wichtige Eigenschaft 
der Function I bewiesen: 
Wenn die Coefficienten 


a,b, &...9, 9, 4:B.0...PQ 


ganz willkührliche Grössen und von einander ganz un- 
abhängig sind; so kann die ganze rationale algebrai- 
sche Function I der in Rede stehenden Coefficienten 
im Allgemeinen und algebraisch nie in zwei Factoren 
zerlegt werden, welche beide ganze rationale alge- 
braische Funetionen dieser Coeftiecienten sind. 

Beweis. Wir wollen einmal im Allgemeinen 
| RR | 


in 


setzen, und wollen annehmen, dass die Factoren 2’ und 2” beide: 


ganze rationale algebraische Functionen der Coeflicienten 
0.0, Ci:.9, 95 As Du lu: Pr | 
sind. Mittelst der aus $. 3. bekannten Formeln des Newton’schen 


Satzes kann man die beiden in Rede stehenden Factoren als ganze 
rationale algebraische Functionen der Wurzeln 


0 P, Ya der; A Mu dern. 
ausdrücken, und hat dann die identische Gleichung 
22" — (0—x) (a —R) (a — u) (e—v).... 
x (B—») (BB) (Br)... 
x(r—») WM) Yu) GP)... 
x(—-:) @—-}) d— u) (d—v).... 


welche also auch, wenn zwischen den Wurzeln 

Br 7302. 2123 5 Ayla Dana. 
gewisse Relationen Statt finden, z. B. für «—=x,. noch gültig blei- 
ben muss. Weil dann die Grösse auf der rechten Seite des Gleich- 
heitszeichens in vorstehender Gleichung verschwindet, so muss un- 
ter der gemachten Voraussetzung auch die Grösse auf der linken 
Seite des Gleichheitszeichens, d. h. es muss jederzeit mindestens 
_ einer der beiden Factoren des Products I’2” für «—x verschwin- 
den. Nehmen wir nun, um die Begrifle zu fixiren, an, dass dieser 
für @—=x verschwindende Factor der erste Factor S’ des obigen 
Products sei, so ist derselbe nach einem bekannten Satze, wenn 
man ihn als Function von «& betrachtet, jederzeit durch «— x al- 
gebraisch ohne Rest theilbar. Auf der andern Seite kann >’ so- 
wohl als eine ganze rationale algebraische Function der Coeffi- 


cienten - 

U, Ö, ce .0oo P> G, N 
als auch als eine ganze rationale algebraische Function der Coef- 
ficienten | | 


nA, BC PE, 
betrachtet werden, und ist folglich sowohl eine ganze rationale 


Zn 


En Tr nr in 
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algebraische symmetrische ‚Function der Wurzeln o, ß, y, d,..., 
als auch eine ganze rationale algebraische symmetrische Function 
der Wurzeln %, 4, #, 9, ....*).. Daher ist 3’ nicht bloss durch 
das Binomium «— x, sondern durch jedes aus diesem durch Ver- 
tauschung von a mit einer -der Wurzeln P, y, d,..... und durch 
Vertauschung von # mit einer der Wurzeln A, w, »,.... sich er- 

ebende Binomium algebraisch ohne Rest theilbar. Weil nun aber 
die Binomien, welche man auf diese Weise erhält, im Allgemeinen 
sämmtlich unter einander ungleich sind, so muss 2’ durch das Pro- 
duct aller dieser Binomien, nämlich durch das Product 


(v— x) (a — 4) (a — u) (e—Pv).... 
AB) (BEN (Bun) PN... 
x - UN hm) Wor...: 
x (dx) 6-2) @-W dr)... 


d. h. durch die Grösse 5, algebraisch ohne Rest theilbar sein, und 
wir.sind also, indem U eine ganze rationale algebraische Function 
von u 


\ 


o,ß, 5 On %, A, My dı en. 

bezeichnet, 
’ Pe 
zu setzen berechtigt. Nach dem Obigen ist aber 
| Ey" 

welches in Verbindung mit der vorhergehenden Gleichung zu der 
Gleichung | 
Dt 
führt, aus der, da U und I” beide ganze rationale algebraische 
Functionen von ls 

Da Bo Ya a Aal den i 
sind, auf der Stelle ganz unzweideutig hervorgeht, dass U und X 
constante Grössen, d. h. von den Wurzeln | 

RN HL. Er A Fe A 
der beiden gegebenen Gleichungen, und folglich auch von deren 
Coefficienten 

: ee AD. 

ganz unabhängig sind. Setzt man also 


°) Jede ganze rationale algebraische Function der Coefficienten einer 
Gleichung kann nämlich mittelst der aus $. 3. bekannten Formeln des 
Newton’schen Satzes als eine ganze rationale algebraische Function 
der Summen der Potenzen der Wurzeln der Gleichung ausgedrückt wer- 
den, und ist also offenbar immer eine ganze rationale algebraische 
symmetrische Function der Wurzeln. 
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so ist der eine der beiden Factoren 3’, 2" nach dem Vorhergehen- 
den immer eine constante, d. h. von den Coefficienten 
42 b, 6, dene; A,B,C, IB TÄE 
der beiden gegebenen Gleichungen ganz unabhängige Grösse, wo- 
durch unser Satz nun offenbar vollständig bewiesen ist. 
Dieser Satz ist für die Theorie der Elimination jedenfalls, und 
insbesondere deshalb sehr wichtig, weil durch denselben deutlich 
nachgewiesen: wird, dass man durch die im Obigen gelehrte schöne, 
die Theorie der symmetrischen Functionen vielfach in Anspruch 
nehmende Eliminationsmethode die gesuchte Endgleichung in ihrer 
einfachsten Gestalt, d. h. im Allgemeinen wenigstens, wenn näm- 


lich zwischen den Coefficienten der beiden gegebenen Gleichungen 
gar keine besonderen Relationen Statt finden, frei von allen in ihr 


enthaltenen fremdartigen Factoren erhält. k 
Dass dies sich aber nicht mehr behaupten lässt, wenn zwischen 


den Coefficienten der beiden gegebenen Gleichungen besondere 
Relationen Statt finden, zeigt Cauchy an dem Falle, wenn die 
beiden Gleichungen des zweiten Grades 


x: ax +0, «?’+-Ar+-B—=0 


q gegeben sind, auf folgende Art. 
Nach &. A. ist in diesem Falle 


S— (a +Ae+- DB) (AH 2). 
Weil nun aber & und ß die Wurzeln der Gleichung 
x?” ax 20 =—0 
sind, so hat man die beiden Gleichungen 
a? + a +b=0, PP +af rd =I, 
aus denen sich | 
da = — ab, —=—a—b, 
folglich nach dem Obigen \ 
S—{(4-0)a + B—} (A—a + B—L, 
oder nach gehöriger Entwickelung eg: 
,Z=(4—a) (A— of + (B— 2) (e+P)} + (2 —2) 
ergiebt. Weil aber nach der Theorie der Gleichungen 
ü f—b u -f=—a 
ist, so ist, wie man nach leichter Entwickelung findet, 
S—=(4—e) (Ab— Ba) +-(B—Ö)%, 
und das Resultat der Elimination-von z aus den beiden gegebenen 
Gleichungen ist folglich die Gleichung 
(A—a) (Ab— Ba) + (B—- 0? —0. 


So lange num zwischen den Coefficienten der beiden gegebenen 
Gleichungen keine besonderen Relationen Statt finden, lässt sich der 
erste Theil dieser Gleichung nicht in zwei Factoren zerlegen, 
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welche ganze rationale algebraische Functionen der Coefficienten 
der beiden gegebenen Gleichungen sind. Setzt man aber nur 
z.B. «=4=0, so dass also | 

® 


et, z:+-B=0 


die beiden gegebenen Gleichungen sind, so geht die obige End- 


gleichung in die Gleichung 
2 - (2-2)? —=0 
über, statt welcher man also einfacher 
B Zn: b we 0 - 
setzen kann. 

Um diesen Aufsatz über die Elimination nicht zu sehr auszu- 
delınen, müssen wir hierbei stehen bleiben, verweisen aber weiterer 
Ausführung wegen auf die Abhandlung Cauchy’s,. auf welche 
schon oben in $. 20. Bezug genommen worden ist. | 


“ 


AXXI. 


Ueber Jacob Bernoulli’s Methode, die Höhe 
der Wolken zu bestimmen. 


Von 


dem Herausgeber: 


* 

| 1. | | 

Jacob Bernoulli’s Methode, die Höhe der Wolken ’zu be- 
stimmen (Jacobi Bernoulli, Basileensis, Opera. Genevae. 
1744. T. 1. p. 336. — Lehrbuch der Meteorologie von L. 
F. Kämtz. Erster Band. Halle. 1831. S. 383), welche unter 
allen zu diesem Zweck in Vorschlag gebrachten, nur einen Be- 
‘obachter erfordernden Verfahrungsarten wohl noch zu den genaue- 
- sten Resultaten führen dürfte, besteht, wie hier wohl als bekannt 
vorausgesetzt werden kann, darin, dass man des Abends nach dem 
Untergange der Sonne in dem Moment, wo ein Punkt einer Wolke 
von den Strahlen der Sonne erleuchtet zu werden aufhört, das 


= 
R % 
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Azimuth und die Höhe dieses Punktes der Wolke misst *), so wie 
auch die Zeit der Beobachtung bestimmt, und daraus die Lage des 
in Rede stehenden Punktes der Wolke im. Raume auf dem Wege 
der Rechnung bherleitet. Die von Jacob-Bernoulli selbst a. a. ö. 
gegebene Auflösung dieses für die Meteorologie in mehrfacher Be- 
ziehung wichtigen Problems **) scheint mir vorzüglich deshalb 
nicht völlig streng zu sein, weil Bernoulli die Sonne als einen 
Punkt betrachtet, was ofleubar nur bei einer rohern Annäherung 
zulässig ist, und möchte auch in anderer Beziehung noch Manches, 


zu wünschen übrig lassen, wodurch ich veranlasst worden bin, die 


folgende Auflösung, welche ich, wenigstens in so fern man auf die 
Krümmung, welche die von der Sonne zu der Wolke gelangenden 
Strahlen wegen der Refraction in der Atmosphäre erleiden, keine 
Rücksicht nimmt ***), für völlig streng halte, aufzusuchen und in 
dieser Zeitschrift mitzutheilen. Ganz absichtlich habe ich für jetzt 
eine, aus dem geometrischen Gesichtspunkte betrachtet, völlig 
‚strenge Auflösung des in Rede stehenden, auch in rein mathemati- 
scher Beziehung mehrfaches Interesse darbietenden Problems zu 
geben versueht. Dass diese Auflösung nicht ganz einfach ausfallen 
konnte, scheint in der Natur der Aufgabe zu liegen, wenn man 
nämlich alle bei derselben in Betracht -kommende Umstände gehö- 
rig berücksigtigen will. Späterhin hoffe ich in einem besondern 
Aufsatze auf dieselbe zurüekzukommen, um zu untersuchen, ob sich 
nicht, wenn man sich eine oder die andere nur näherungsweise 
richtige Voraussetzung gestattet, einfachere, also bei praktischen 
Anwendungen brauchbarere und bequemere Auflösungen geben las- 
sen. Eben so denke ich dann andere zur Bestimmung der Höhe 
der Wolken vorgeschlagene Methoden einer genauern Untersuchung 
zu unterwerfen. | 


| S. 2. 


‘In dem Moment, wo die Erleuchtung eines Punktes‘ ‚einer 
Wolke durch die Strahlen der Sonne völlig aufzuhören anfängt, 
befindet sich derselbe offenbar‘ in der von den Strahlen der Sonne 
gebildeten, die Sonne und die für jetzt als eine Kugel betrachtete 
Erde 7) einhüllenden Kegelfläche, durch welche der sogenannte 
Kernschatten der Erde bestimmt wird, und unmittelbar nach dem 
völligen Aufhören der Erleuchtung tritt der in Rede stehende Punkt 
der Wolke in den Kernschatten der Erde hinein. Bezeichnen wir 
nun im Moment der Beobachtung den Mittelpunkt der Erde durch 
A, den Mittelpunkt der Sonne durch 2, die Spitze der in Rede 
stehenden einhüllenden Kegelfläche durch €, den von den Seiten 
dieser Kegelfläche mit ihrer Axe an der Spitze eingeschlossenen 


s 


*) Wie man auf die Refraction, von welcher die gemessene Höhe affı- 
eirt wird, Rücksicht zu nehmen hat, soll am Schlusse dieser, Abhand- 
: lung gezeigt werden, ei 
*) M. s. Käntz a. a. 0. . 
*#) Die Berücksichtigung dieser Krümmung würde die Kenntniss der 
Gleichung der Refraetionscurve erfordern und jedenfalls in die grösste 
Weitläufigkeit führen. 
P) Wie auf die Abweichung der Erde von der Kugelgestalt Rücksicht zu 
nehmen ist, wird ‚weiter unten gezeigt werden. | 











- 
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spitzen Winkel auch durch C, und durch A, und 2, die beiden 
Punkte, in denen respective die Erde und die Sonne von einer be- 
liebigen Seite der einhüllenden Kegelfläche berührt werden, so 
haben wir, wie auch ohne Figur, die übrigens grösserer Deutlich- 
keit wegen ein Jeder sich leicht- selbst entwerfen kann, sogleich 
erbellen wird, die beiden folgenden Gleichungen: on 


VL 
AC— sin.@° BC= sin €? 
also, wel AC— BC=— AB ist, 
AA,—BB, 
ner AB. 


Bezeichnet nun g die aus den Ephemeriden zu entnelimende Ent- 
fernung des Mittelpunkts der Sonne von dem Mittelpunkte der Erde 
zur Zeit der Beobachtung, und A den ebenfalls aus den Ephemeri- 
den zu entnehmenden, aus dem Mittelpunkte der Erde geschenen 
scheinbaren Halbmesser der Sonne zur Zeit der Beobachtung, 7 
aber den Halbmesser der Erde; so ist offenbar AB —=o, AA, =r, 
BB,=e sin A, und wir erhalten daher aus der vorher gefunde- 
ven Gleichung unmittelbar die Gleichung 

| P—esin a in 

sn BEREIT 

aus der sich sogleich 
- l) sin C=sin A— El 
oder, wenn man den Hülfswinkei © mittelst der Formel 


f r 
2) sin Q = — 
E 
berechnet, 
sin C=sin A— sin ©, 
d. 1. nach einer bekannten goniometrischen Formel 


3) sin O=2sin 1(A— ©) cos 4A -++©) 


ergiebt, mittelst welcher Ausdrücke der für das Folgende wichtige 


Winkel C ohne Schwierigkeit berechnet werden kann. 

- Hat man aber den Winkel C, so findet man die Entfernungen 
AC und BC der Spitze der einhüllenden Kegelfläche von den Mit- 
telpunkten der Erde und der Sonne leicht mittelst der folgenden 
aus dem Obigen sich unmittelbar ergebenden Formeln: 





A) AC= RUM Be—=! sin A 


sin C°» sin € 


8.9. 

Wir wollen jetzt ein rechtwinkliges Coordinatensystem der 
xyz annehmen, dessen Aufang der Mittelpunkt der Erde sein soll. 
Die Ebene der xy sei die Ebene des Aequators; der positive Theil 
der Axe der & sei nach dem Frühlingspunkte hin gerichtet, der 
positive "Theil der Axe der % aber werde so angenommen, dass 
man sich, um von dem positiven Theile der Axe der = dürch den 


+ 


t 
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rechten Winkel (zy) hindurch zu dem positiven Theile der Axe 
der % zu gelangen, nach derselben Richtung .bin bewegen muss, 
nach welcher von dem positiven Theile der Axe der x an die 
Rectascensionen von O0 his 360° gezählt werden, so dass also der 
positive Theil der Axe der % durch den. neunzigsten Grad der 
‚ Rectascensionen geht; der positive Theil der Axe der x endlich 
liege auf der nördlichen Seite der Ebene des Aequators oder der 
Ebene der xy. In diesem Coordinatensysteme sind, wenn & und Öd 
. die aus den Ephemeriden zu entnehmende Rectascension und De- 
clination der Sonne zur Zeit der Beobachtung bezeichnen, und das 
Symbol oe die ihm im vorigen Paragraphen beigelegte Bedeutung 
behält, offenbar n s 

| 0 cos & cos d, 


0 sin & cos d, 
0 sin d 
die Coordinaten der Sonne zur Zeit der Beobachtung. 
Sind nun überhaupt 


MSN a VireralV& 


die Gleichungen der durch: die Mittelpunkte der Sonne und der 


. Erde gezogenen geraden Linie zur Zeit der Beobachtung; so hat 
man zur Bestimmung der Constanten M und N oflenbar die beiden 
Gleichungen | 


0 cos @ cos d—= Mb sin 0, 
oe sina cos d—= Ne sin d; 
aus denen sich 
M=.cos o cot d, N =—sin «& cot d 
. ergiebt, und die Gleichungen der durch die Mittelpunkte der Erde 


- und der Sonne gezogenen geraden Linie zur Zeit der Beobach- 


tung im Systeme der 2yx sind also nach dem Vorhergehenden 
5) 2 —2 cos u cot d, y—=x.sin © cot d. 
Die Coordinaten der Spitze © der einhüllenden Kegelfläche 


zur Zeit der Beobachtung seien f, g, A, und Z sei die aus dem . 


vorigen Paragraphen bekannte Entfernung dieser Spitze vom Mit- 


telpunkte der Erde; so ist nach den Principien der analytischen 


Geometrie bekanntlich. 
ef? — g? + h> — E:, 


und nach den Gleichungen 5) hat man, weil die in Rede stehende 


Spitze jederzeit in der durch die Mittelpunkte der Erde und der 


Sonne gehenden geraden Linie liegt, die beiden Gleichungen 
=h cos a cot d, g=% sin:a cot d. 
Fübrt man dies in die vorhergebende Gleichung ein, so erhält man 
(1-+cos a? cot d? -+-sin a? cot Ö?)A? —= E*, 
also Ä 
| (1-4+-cot 0?)2? = Ah? cosec d? — E®, 
und folglich 
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A—==E sin d, 


wo sich nun noch frägt, welches Zeichen man zu nehmen hat, 
worüber leicht‘ auf. folgende Art eine bestimmte Entscheidung ge- 
geben werden kann. 


Bezeichnen wir die dritte Coordinate ‘der Sonne zur Zeit der 
Beobachtung durch Z, so ist nach dem Obigen 
Z=o sin 0; - 
und folglich 


Weil nun aber, wie sogleich in die Augen fallen wird, A und Z 
jederzeit entgegengesetzte Vorzeichen haben, und we stets positiv 
ist, so kann bloss | , | 

h E 


Tal 
sein, d. h. man muss in der Gleichung 
hA=mE sin d 
das untere Vorzeichen nehmen, oder 
| h=-—E sin d 


N hindek man diese Gleichung mit den oben gefundenen 
Gleichungen 
f=h cos o ct.d, g=h sin & cot d; 
so erhält man: 
f=-—-E cos a cos d, 
6‘g=—Esin o cos d, ’ 
h=—E sin 6; 


‚mittelst welcher Formeln die Coordinaten f, g, % der Spitze der 
einhüllenden Kegelfläche im Systeme der xyz sehr leicht berechnet 
werden können, ; 
Hiernach kann nun die Gleichung der einhüllenden Kegelfläch 

im Systeme der xyz leicht auf folgende Art gefunden werden. 
Weil jede Seite der Kegelfläche durch ihre Spitze geht, so sind 
nach dem Vorhergehenden und den Principien der analytischen 
Geometrie die allgemeinen Gleichungen einer jeden Seite 


z2— f=Kls—h), 
y-s=Ll@—h 
oder 
ef BP der NA 
s—h &, s—h L. 
Die Gleichungen der Axe der Kegelfläche sind nach 5) 








2==3 008 & cot d, y=x sin & cot 'd, 
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und weil die Spitze in der Axe liegt, so ist 


=h eos acotd, g—Ähsin a cot ld; | 


‚ also ist 
Ka TERN A 
TR 
oder 
fi ig 
RD Gr RA RT. % 


sind die Gleichungen der Axe der Kegelfläche. Weil nun jede 
Seite der Kegelfläche mit der Axe den aus dem Obigen bekannten 
Winkel C einschliesst, so ist-nach den Principien der analytischen 
Geometrie | 


(er . ee s a)? 
a TE ee a; 
| ; = Sch)? Li 
rer) nd Ar in) 
oder 2 
a IE TIEHBNY EIER AS ENT aan 
(ff? +g?-+A?) (2 —_f? +y—-g8® r&— hr) 
oder 
cos Ge NETTER ee 
eue= E?\=—f)” +(y— 2)’ + (&— h)?}| & 
d. bh. 


7) ei(& 7) + y— 3)’ re N" os 0° | | 
—=!f@—-f)-+8y— A) + hs — h)}? 


die Gleichung der einhüllenden Kegelfläche im Systeme der xyz, 
mit deren "I'ransformation und etwaigen Vereinfachung wir uns 
jetzt nicht weiter beschäftigen wollen. 


R, S. A. 


Der Kürze wegen, und um die Begriffe, besser zu fixiren, wol- 
len wir im Folgenden annehmen, dass der Beobachtungsort in der 
nördlichen Hälfte der Erdoberfläche liege, wodurch der Allgemeinheit 
der Auflösung offenbar kein Eintrag geschehen wird. Um ferner, 
so viel es hier thunlich ist, auf die Abweichung der Gestalt der 
Erde von der Kugelgestalt Rücksicht zu nehmen, werden wir von 
jetzt an unter x immer den nach dem Beobachtungsorte gezogenen 
Erdhalbmesser verstehen, und werden späterhin noch besonders 
zeigen, wie die Grösse dieses Halbmessers der Erde auf die ein- 
fachste Weise berechnet werden kann. Die sogenannte geocentri- 
sche Breite des Beobachtungsorts, d. h. den neunzig Grade nicht 
. übersteigenden Neigungswinkel des nach dem. Beobachtungsorte 
gezogenen Erdhalbmessers gegen die Ebene des Aequators, wollen. 
wir durch 9 bezeichnen, und durch 7' soll die in Stunden ausge- 
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drückte Sternzeit der Beobachtung *) bezeichnet werden. Dies vor- 
ausgesetzt sind, wie sogleich in die Augen fallen wird, 


r cos 357 cos g, 
r sin 157 cos Q, 
r sin p | 
die Coordinaten des Beobachtungsorts im Systeme der xyz zur 
Zeit der Beobachtung. RE 
Legt man nun durch den Beobachtungsort als Anfang ein dem 
Systeme der xyz paralleles Coordinatensystem der x,y,%,, so hat 


man nach der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten die 
folgenden ganz allgemein gültigen Gleichungen: i 


xz=—_r eos l5T7 cos +2, 
8)!y=r sin DT cos 9-+Yı 
EC —#- sin +3. 


Ferner lege man durch den Beobachtungsort als Anfang ein zweites 
rechtwinkliges Coordinatensystem der &,%,.%,. Die Ebene der 
 2,Y, soll mit der Ebene der x,y, zusammenfallen. Der positive 
Theil der Axe der x, sei der in der südlichen Hälfte des Meridians 
liegende Halbmesser des Kreises, in welchem die Sphäre von der 
Ebene der &,%, geschnitten wird; der positive Theil der Axe.der z, 
werde so angenommen, dass mar sich, um von dem positiven Theile 
der Axe der x, durch den rechten Winkel (#,%,) hindurch zu dem 
positiven Theile der Axe der , zu gelangen, nach derselben Richtung 
hin bewegen muss, nach welcher man sich bewegen muss, um von dem 
positiven Theile der Axe der x, durch den rechten Winkel (=,7,) 
hindurch zu dem positiven Theile der Axe der y, zu gelangen; der 
positive Theil der Axe der x, falle mit dem positiven Theile der Axe 
der x, zusammen. Dies vorausgesetzt, hat man nach der Lehre 
von der Verwandlung der Coordinaten die folgenden Gleichungen: 


x, =x, cos 57T — y, sin 157, 
Yyyı =r, sin ST-+-y, cos 15T, 
EEE 


Endlich lege man durch den Beobachtungsort als- Anfang noch 
ein drittes rechtwinkliges Coordinatensystem der 2;%,2;. Die 
Ebene der x,y, sei die Ebene des Horizonts des Beobachtungs- 
orts. Der positive Theil der Axe der-.x, sei der in der südlichen 
Hälfte des Meridians liegende Halbmesser des Horizonts; der posi- 
tive Theil der Axe der y, werde so angenommen, dass man sich, 
um von dem positiven Theile der Axe der z,' an dureh den rech- 
ten Winkel (=,%y,) hindurch zu dem positiven Theile der Axe der 
 Y, zu gelangen, nach derselben Richtung hin bewegen muss, nach 

welcher von dem in der südlichen Hälfte des Meridians liegenden 
Halbmesser des Horizonts an die Azimuthe von O0 bis 360° gezählt 
werden, wobei wir zugleich festsetzen wollen, dass die Azimuthe 
von dem in Rede stehenden Halbmesser des Horizonts an nach 


*) Natürlich ‚Zeit des Beobachtungsorts. 
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Osten hin von O bis 360° gezählt werden sollen; der positive Theil 
der Axe der x, sei vom Beobachtungsorte nach seinem Zenith hin- 
gerichtet. Dies vorausgesetzt ist nun, wenn wir die Polhöhe des 
Beobachtungsorts durch w, und die von den positiven Theilen der 
Axen der X,%Y,2, und 2,y,x, eingeschlossenen, 180° nicht über- 
steigenden Winkel auf die aus der analytischen. Geometrie hin- 
reichend bekannte Weise bezeichnen, wie mittelst einer einfachen 
Betrachtung leicht erhellen wird: 


(2,2,) = W’ — w, (2.9)—=W°, (23% esetls 
(922) RW, (Y2%;) —l(, (YES; 
(2,2,)=180°-o, (2,9) =W°, (3.23,) =M —'o; 
und folglich nach der Lehre von der Verwandlung der Coordi- 
naten: Am, i 
X, =x, sn +2, cos @, 
10)192=%: 
2, =—X%, 005 W-+x, sin @. 


Wir wollen vun mittelst der im Vorhergehenden gefundenen 


Gleichungen 2,%;%, durch xyz ausdrücken. Nach 10) ist zuvör- 
derst, wie leicht erhellet, 


x, =x, Sn Ww—x, (005.0, 

Y; — Ya» 

2, =%, 0085 W-+z, sin w. 
Nach 9) ist aber, wie man eben so leicht findet, 


2,=, 2,08 57-%Y, sin.157, 
.p=—%, sin 5T-+-y, cos 157, 
EEE N 
und folglich wegen des Vorhergehenden 
2, = 2%, sin ® cos 157T-+-y, sin w sin 15 7’— x, cos w, 
9y»—=—x, sin BT-+-y, cos 157, 
23; .2, 608 © cos B7T-+-y, cos w sin B7T’-+-2, sin w. 


Endlich ist nach 8) . 
2%, =—rc08Yycos B7T’+ x, 
y,=-—r cos gy sn B7T-+-% 
s, =—r sin p-+3; 
und folglich nach dem Vorhergehenden 
x, =—r cos 9 sin cos 157? + x sin w cos 15 7' 
—r c08 9 sin © sin 157? +-y sin ® sin 157° 
-+-r sin p cos @ — 3cCos W, 
y,= .r cosp sn 57 cos 15T — x sin 157 
—rcosp sin 157 cos 137 -+ y cos 157, 


tt ee „ 


De a u en 


N 
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2, =—r cos p cos @ cos 157? 4-2 cos w cos 157 
—r cos p cos @ sin 197? -+y cos w sin 57 
—r sin p sin @ +23 sin w; » 
also, wie man mittelst einiger Bauen goniometrischen Formeln 
leicht findet: 
2, — rsin (y—o)+.x sinw cos 15 7-+-Y sin w sin 15 7— x cosw, 
11) v ‚=— x sin 13 7+-y cos 157, 
2, ——r cos(p— w)-+x cosw cos15 7+-ycoswsin 15 T+2 sin 0; 
oder auch, etwas grösserer Symmetrie wegen: 
X, —=—r sin (w—p)+2 sinw cos15 7-+-y sin w sin 15 7—x cosw, 
12) |» =— x sin 13 7+y cos 15T, | 
2, ——r cos(w—p)-+% cosw cos 15 T-+-ycoswsin 15 7+-z sinw. 


Das Azimuth und die Höhe der Wolke seien A und u, so sind, wie 
leicht erhellen wird, die Gleichungen der von dem Beobachtungs- 
orte nach der Wolke gezogenen ‚geraden Linie im Systeme der 


UzYs?; 
1) #&,=2, cos’ cot u, y, =xz, sin A cot u; 


und die Gleichungen dieser Linie im Systeme der zyz sind folg- 
lich nach 12) 
— r sin (—p)+x sin w cos 157’ -+-y sin ® sin 13 7’— x cos w 
—{j—r cos(w—p)+ x cos w cos 15 7’-+-y cos w sin 15 7. | 
x sin w} cos A cot u, 
—zsın B7T-+ycos137 
= 7 cos (w—p) + 2.005 w cos 15 7’-+-Y cos w sin 157° 
. +3 sin wo! sin A cot u; 





x 


oder, wie man leicht findet, 
| cos 15 7(sin w— cos w cos A cot u)r 
, . +sin 157(sın @— cos w cos A cot u)y 
— (cos ®-+F sin w cos A cot u) 
=risin (w—9)— cos (w—y) cos A cot u}, 
— (sin 157’+cos 157 cos w sin. % cot u)e 
—+-(cos 157’ — sin 157 cos w sin A cot u)y 
— x sin @ sin A cot w 
=—r cos (0 — 9) sin A cot u. 


Berechnät): man zwei Hülfswinkel #7 und @ mittelst Hör Formeln 


14) \tang Z= cos 2% cot m, 
|tang G==cos w sin A cot w; 


so erhalten die vorhergehenden Gleichungen der von dem Beobach- 


d 
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tungsorte nach der Wolke gezogenen geraden Linie im Systeme 
der xyz die folgende Gestalt: 


cos 157 sin (o a) Sr sin 157 sin (o— F) cos (0 — F) “ 


cos # cos # - I cos F 
BL) Lu En 
TV, cos F ? 
sın (57 + @) cos (157 -+ @) | 
a er gg YTR ta0R Wtang @ 
cos (w— 4) tang @ 
Zr —; 
cos w 


oder 
x cos 157 sin (o— 7)-+y sin 157 sin (w—F) —z cos (o— FF‘) 
—r sn ( —9—F), 
x cos o sin (5 T+@)— y cos w cos (157-+-@)-+-x sin w sin @ 
 =r cos (w—y) sin @. 


15) 


Unter dieser Form kann man die beiden Gleichungen der von dem. 


Beobachtungsorte nach der Wolke gezogenen geraden Linie sehr 
leicht numerisch entwickeln. 


8. 5. R | 
Der Ort’der Wolke im Raume wird offenbar dürch die Punkte 
bestimmt, in denen die einhbüllende Kegelfläche von der von dem 
Beobachtungsorte nach der Wolke gezogenen geraden Linie ge- 
schnitten wird, und wir haben also, wenn durch x, %, x die Coor- 


dinaten der Wolke in dem Systeme der %yx bezeichnet werden, 


nach 7) und 15) die drei folgenden Gleichungen zur Bestimmung 
der in Rede stehenden Coordinaten: \ 
2a — ff) Hy)’ A)?} cos 0? 

2. =lfl@—f)+8y— 3) +4: — N), 
x cos 157 sin (o— Z')+-y sin 157 sin (o—F)— x cos (w—F) 


Id, —=r snw—y—F), 


x cos w sin (Id T+ @)—y cos » cos (5 T’+-@) +3 sin © sin @ 


—=r cos(w—y) sin @, 
Setzt man 
H=—f cos 15T sin (o— F)— g sin 157 sin (o— F) 
las ++) cos (w — 7), 
K=—/f cos o sn (BT -++-@)-+-g cos © cos (57T + @) 
—/ı sin sin @; 


17) 


so können die vorhergehenden Gleichungen auch unter der fol. 
genden Form geschrieben werden: | 
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2ie— N” +(y— 8)’ r&— A)?} cos 0° | 
= If@—f)+38y— 8) — 4), 
(2 —f) cos 157 sin (w— F)-+(y—g) sin 157 sin (o— 7) 
DR; — (s— 4) cos (w— 7) 
—= H--r sin („—-9—F), 

(=—f) cos w sin (5 T+@9)—(y—g) eos © cos (5T+6) 
| + (s— 7) sin 0 sin @ 

—K-+r cos (w—y) sın @; 


18) 


‘ und. dienen unter dieser Form zur Bestimmung der Grössen = — f, 


> 


Y—8, x—h, aus denen sich‘ dann auch leicht die Coordinaten 
X, Y, % selbst ergeben. 

Dass man sowohl bei dem Gebrauche der Gleichungen 16), als 
auch wenn man sich der Gleichungen 18) bedient, auf eine quadra- 
tische Gleichung geführt wird, und dass es also im Allgemeinen 
zwei Systeme von Werthen der Coordinaten ©, y, z giebt, fällt 
auf der Stelle in die Augen, so wie denn auch in der That die 
einhüllende Kegelfläche von der von dem Beobachtungsorte nach 
der Wolke gezogenen geraden Linie im Allgemeinen jederzeit in 
zwei Punkten geschnitten wird. Dass der eine dieser beiden 
Punkte immer über, der andere unter dem Horizonte des Beobach- 
tungsorts liegt, erhellet auf der Stelle durch eine ganz einfache 
geometrische Betrachtung, und es ist uns also hierin zugleich ein 
Criterium gegeben, durch das entschieden werden kann, welches 
der beiden Systeme von Werther der Coordinaten ©, %, x für .die _ 
Coordinaten der Wolke zu nehmen ist, da die beobachtete Wolke 
natürlich immer über dem Horizonte des Beobachtungsorts liegt. 
Um das in Rede stehende Criterrum anwenden zu können, muss 
man mittelst der Formeln 12) aus den gefundenen Werthen der 
Coordinaten 2, Y, x die Coordinaten &,, Y%,, 2; der Wolke in dem 
Systeme der &,%,;%; berechnen, durch welche zugleich die Lage 
der Wolke gegen den Horizont und Meridian des Beobachters be- 
stimmt wird. Immer aber hat man das System. von Werthen der 
x, y » und 2,, %,, %, als die Coordinaten der Wolke zu be- 
trachten, welchem ein positiver -Werth von x, entspricht, wodurch 
man die Lage der Wolke im Raume immer mit völliger Sicherheit 
zu bestimmen im Stande ist. 

Hat man 2, %, x und &,, %;, %, gefunden, so kann man auch 
die Entfernungen /? und Z, der Wolke von dem Mittelpunkte der 
Erde und vom Beobachtungsorte mittelst der aus der analytischen 
Geometrie bekannten Formeln | 


19) R=\ x + y°—+ 3? 
und | 
| N A, 2,’ +y’+%’ 
berechnen. 


Die Berechnung von 7 kann man sich auf folgende Art er- 
leichtern. Man setze, was oflenbar verstattet ist, indem & und x 


se 


zwei Hülfswinkel bezeichnen, FÜR 
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xz=.RecosE& cos}, 


/ 


y=RBR sin cos y, 


s—R sin 4; 
so ist 
7 
tang — f 


mittelst welcher Formel man & leicht finden kann. Hat man aber 
&, so ergiebt sich x mittelst einer der folgenden Formeln: 


tang = cos &, tang =, sin 


. Die Entfernung 2 findet man hierauf mittelst eines der lee 
Ausdrücke: 

— tl R=-— Ro. 

cos & cos y sın & cos y sın % 


R= 





Die Uebereinstimmung der durch diese verschiedenen Formeln ge- 
fundenen Resultate mit einander ist ein Criterium für die Richtig- 
keit der geführten Rechnung. Ueberhaupt sind also die zur Be- 
rechnung von A erforderlichen Ausdrücke: 








tang &= 
21) tang =: cos &, tang ı=7 sin &; 
R= RI Ru 
cos & cos y sin & cos y sin X 


“Auf ähnliche Art kann ann 


x, —=A, cos &, c08S %;, 
y—H#e, sin S, 0085 % 
Be Fact ai 9 


setzen, und hat dann zur Berechnung von R, die Folk ae 
Formeln: | 


Y 
tang £, =; 
3 


3 


x «Aus 
22) oe = cos &,, tang %, == 7, un E53 





x 2 Eq 
os won R,=—t—, Ra. 
cos &, COS y, sın &, cos X; sin X3 


$. 6. 


Die meiste Schwierigkeit macht natürlich die Auflösung der 


drei Gleichungen 16) oder 18), wobei man. sich indess, wie es mir 
scheint, zweckmässig auf folgende Art verhalten kann. 
| Zuvörderst setze man der Kürze wegen 


\ 
Fre SE TEE en Zei 


u ee Eee an men 


= 
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> A cos 57 sin (o— F}) 
23) B= sin 157 sin (wo — 7) 
C=— cos (w— 7) 
D=H+rsin (w—y—F) 
und | MER 
W— cos o sin (57T+ 6) 
B’—— cos © cos (BT7T-+ EN 
C’=sin o sn @ 


S’—=K-r cos (w—g) sin @. 


24) 


Dann erhalten die Gleichungen 18) folgende Gestalt: 
a a BE | cos 
5) = | f&—-f)+3 sy = EI As AP 
Ur —f)+EW- + UK -M)=D 
Me) +BW-8)+ Ce N=d. 
Setzen wir nun aber‘ 
x —f=Pcos U cos v 
y—g—P sin, U.cos V 
s—h=P sin V 


so nehmen die vorstehenden Gleichungen, wie ‚man leicht findet, 
folgende Gestalt an: 


f cos U cos FV+g sin.ÜU cos V-+-hsin V=—E cos C 
(A cos Ucos V+B sin Ucos VY+-E sin V)JP=D 

(W cos U cos V+B sin U cos P + sin P)P— DO 
und aus diesen drei Gleichungen müssen die Grössen P, U, V be- 


stimmt werden, 
Aus der zweiten und dritten Gleichung folgt 


%) 





27) 





N AT, TR Um Tran Tara 
FE VLBMUVeosV LE mr 
Also ist 
A cos U cos V+-B sin V cos VE sin 5 ER I 
W cos U cos V+-B sin U cos et sinW Dr 
oder, wenn wir der Kürze wegen 
FAND AD 
29) G6G=-BYV— BD 
9= Id — ed 


setzen, 


5 cos Ycos V+-G© sin 7 cos V-+9 sin vo; 
Theil I. 26 
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und wir haben- also jetzt ‚zwischen den beiden Grössen U und V. 
die zwei folgenden Gleichungen: 


0 f cos U cos V-Hg sin U cı cos "+4 sin V—=—E cos (, 
5 cos U cos V+Ö sin U cos V+-9 sin V=P0; 


aus denen die beiden Grössen U und V bestimmt werden müssen, 
Hat man U und V, so findet man /? mittelst einer der beiden For- 
meln 28). | 

Setzen. wir der Kürze wegen ’ 


3l) <=—E cos_C, RER 
so werden die beiden vorhergehenden Gleichungen 
an l cos U cos V-+-gsin. U cos V+4 sin V=i, 
% cos U cos V+-Ö sin U cos V +9 sin V=(. 


Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich auf der Stelle 


f cos Urs sin_U. De a sin # 
cos U+-G sin. H,sin./ ,’ 


ie 


und hieraus _ | 
33 5 VE id. U+-ÖsinDU) _ 
) sin VE) cs Ur (68-16) sin V 
Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen .32) 
(H— 5) cos U cos + (39 — A6) sin U cos V—i9, 


und hieraus 


34) cos V= 





En 
(F ® —h%) cos U (s9 — 46) sin U’ 


Durch Verbindung ‚der Gleichungen 33) und 34) erhält; man 
aber augenblicklich die bloss noch die eine unbekannte Grösse U 
enthaltende Gleichung 


35) 19° (5 cos UY+-© sin U)? 
—= (HH — IE) cos U+(gH — AG). sin U}, 


aus welcher also, U bestimmt werden muss. Hat man aber U, so 
findet man P mittelst einer der beiden Gleichungen 33) und 34), 
oder besser mittelst der aus denselben sich unmittelbar ergebenden 
aleichung 

T eos UF6G sin U’ 

"> mn SGEN zu 


die man auch unter der für die Rechnung bequemeren Form 


36) tang u 


37) tang ’=—. cos 0-5 sin U 
schreiben kann. 
Vorzüglich kommt es nun auf die Bestimmung der Grösse U 
m Bl Gleichung 35) an. Diese Gleichung bringt man ab 2 auf 
‘ die Form j 
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38) 0=4?H? 
+48? — 5 — AB)} cos Ur 
+16? (g9 — 46)?} sin U? 
+ 2/2356 —- (SH — AN) gH— AG) sin UV cos U, 
oder, wenn der Kürze wegen 
ha j 
yo) 2-8), 
Mi? — (gH — AO)”, 
N—=56- (FD 48) 9 — 468). 
gesetzt wird, auf die Form 
40) S-HTcos U H-M sin U’-H2NR sin U cos UV. 
_ Bekanntlich ist aber | 


1-reos 2U 

cos U EIN N 
[2 

5 1 — cos 2U 

Bla, 


-2sin U cos U=sin 27; 
und die obige Gleichung. kann daher auf die Form 
A) ZKFEHMHR-M) cos ZUR sin 2?U—0 


gebracht werden. Um aus dieser Gleichung U zu bestimmen, be- 
rechne man den Hülfswinkel w mittelst der Formel 
| eh 
42) tang W= > 

so ist nach Al). 


en nk W cos 2U+- sin 2U=(, 


d. i 
ZIHLHM , sin (W+2U)__ 
2% + cos W a m: 
und folglich 
43) sin wenn cos W, 


mittelst welcher Formel U gefunden werden kann, so dass also 
jetzt unsere. Aufgabe als vollständig. aufgelöst zu betrachten ist, 
obgleich über dieselbe noch verschiedene Bemerkungen zu machen 
sind, auf welche wir jedoch erst weiter unten kommen. werden, 


8.7. 
Zunächst kommt es jetzt, wobei $. 4. zu vergleichen ist, noch 
darauf an, dass wir zeigen, wie aus der gegebenen Polhöhe w des 
Beobachtungsorts dessen geocentrische Breite 9, oder umgekehrt 
aus der geocentrischen Breite 9 die Polhöhe ®, und wie sodann 


an*. 
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aus w und @ der nach dem Beobachtungsorte gezogene Erdhalb- 
messer # gefunden werden kann. ’ 

. Zu dem Ende nehmen wir die durch den Beobachtungsort und, 
die Erdaxe gelegte Meridianebene als, Ebene der rechtwinkligen 
X Y und den Mittelpunkt der Erde als Anfang dieser Coordinaten ° ° 
an. Die Axe der X soll die Durchschnittslinie der Ebene - der XY 
mit der Ebene des Erdäquators, und die Axe. der Y soll die Erdaxe 
sein. Die positiven Theile der Axen der X und Y sollen, was 
offenbar verstattet ist,. so angenommen werden, dass die Coordina- 
ten des Beobachtungsorts in diesem Systeme, welche wir im Fol- 
genden durch die Symbole X und Y selbst bezeichnen wollen, 
beide positiv werden. Dies vorausgesetzt haben. wir, wenn der 
Halbmesser des Aequators der Erde und die halbe Erdaxe respective 
durch @ und 2 bezeichnet werden, zuvörderst die folgende Glei- 


chung: 
SR EN 
4) Hg’ —l. | 
Ferner ist die Gleichung der durch. den Beobachtungsort auf sei- 
nen elliptischen Meridiau gezogenen Normale nach den Principien 
der höhern Geometrie HR 


BB). a 


dY (& zT X), 


wo die veränderlichen oder sogenannten laufenden Coordinaten in 
dem angenommenen Systeme durch die deutschen Buchstaben & 





und % bezeichnet worden sind, und. der Difierentialquotient in 
aus der Gleichung 44) entwickelt werden muss. ‘Weil nun be- 
kanntlich die Polhöhe der neunzig Grade nicht übersteigende 
Neigungswinkel der durch den Beobachtungsort gelegten Normale 
des Erdsphäroids gegen die Ebene des Erdäquators ist, und die 
. Coordinaten X, Y nach der oben gemachten Voraussetzung beide 
positiv sind; so ist: nach der ‚aus der analytischen Geometrie be- 
kannte Theorie der geraden Linie in der Ebene oflenbar 


dX 
46) tang u=— pp 


Ferner ist aber, wie sogleich in die Augen fallen wird, 
{ r 
AT) tang y—=y 
und nach den Gleichungen 46) und 47) haben wir daher die Re- 
lation | | | 
ans PR PIR 09 2224 
tangia: Tas y Kind: 
Differentiiren wir nun die Gleichung 44), so erhalten wir 
Fr um £ 
X'aX Ta” | ; 
und folglich nach 48) j 


\ tang 9.2? } 
Ur Itang vw .a:’ 
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also 
2b? .a? R 
50) tang y——z tung w, taug = bang 9; 
oder, wenn man die sogenannte Abplattung 
a—b 





b 
— also — —=1-— 7» 
2, 1 2 Z 


setzt, 


tan | 
Sl) tang y—=(l— A) pn w, tang W Toks® 


_ Der nach dem Beobachtungsorte gezogene Erdradius » kann 
nun aber auf folgende Art gefunden werden. Weil nach 47) 


Y=X tang p 
ist, so ist nach A4) 


An X tang 9, __ 
Dee, 


und folglich 
X? 


«  a®b? cos 9? 
a? sin 9? 2b? cos p®”" 


a:b? | 
ER TER RETTET EEE 32 — 
7 a? tang @° +? DENE 
Nun ist aber ler 

‚PP PX FH taig'9) ER? Bee 


Also ist 


i a:l? ab 
52) en asian marııze 00% müs ev m ID, 
@a° sın % 44 „cs @° Fer sin p?-+- b? cos p? 
Auch ist 
2 
h = > = — 


2 


Be enge 
cos +7 sın ® 


| Nach 49) ist aber 


a «a? tang w sin @ COS p 
bh? tangg cos o sin 


und folglich 


are 2008 p a 5 
cos 9? +7 Sin y’ =, (05 @ cus Pin @ sin p), 








a: cos $- | 
cos 9° +72 Sin p? — a .608 (w — P). 


Also ist nach dem Vorhergehenden ofienbar 
53) a ee 
cos (w— Y) cos $ 


mittelst welcher Formel der nach dem Beobachtungsorte gezogene 
Erdhalbmesser r immer sehr leicht mit Hülfe der Logarithmen aus 


394 


dem Halbmesser & des Aequators und aus ® und 9 berechnet wer- 
den kann. 


$. 8. 

Besserer Uebersichtlichkeit des Ganges der Rechnung wegen 
wollen wir nun noch die sämmtlichen Formeln, welche man bei 
der Ausführung der Rechnung in Anwendung zu bringen hat, hier 
zusammenstellen, welches auch deshalb nothwendig ist, weil wir 
zu-der obigen Auflösung noch einige nicht unwichtige Bemerkun- 
gen zu machen haben. 

Als gegeben werden die folgenden Grössen angenommen: 

Der Halbmesser des Aequators der Erde —=a. 

Die halbe Erdaxe —=/. | 

Die Polhöhe des Beobachtungsorts — w. 

Das Azimuth der Wolke —4. 

Die Höhe der Wolke = u 

Die in Stunden ausgedrückte Sternzeit der Beobachtung — 7. 

Ausserdem muss auch noch die geographische Länge des Be- 
obachtungsorts wenigstens näherungsweise bekannt sein, damit 
man aus den Ephemeriden mit der erforderlichen Schärfe für den 
Zeitpunkt der Beobachtung mittelst der bekannten Interpolations- 
methoden die Reetascension & und die Declination d der Sonne, 
ihren aus dem Mittelpunkte der Erde gesehenen scheinbaren Halb- 
messer A, und ihre Entferaung o von dem Mittelpunkte der Erde 
berechnen. kann. | 4 

Nun berechne man zuerst die geocentrische Breite 9 des Be- 
obachtungsorts mittelst der Formel | ; 


- ‚2 


, j 
tang 9 = tang w, 


oder mit Hülfe der Abplattung 
a—h 
a 





u — 
mittelst der Formel 
tang p—=(1— »)? tang w. 


Hierauf suche ‘man den ‘nach dem 'Beobachtungsorte gezogenen 
Erdradius = mittelst ‚der Formel 


el 

cos (w—g) cos g 

Dann berechne man den Hülfswinkel © mittelst der Formel 
| a 


sin —=—, 
@ 


und hierauf den Winkel © und die Entfernung Z wittelst der 
Formeln £ 


sin C=2 sin 4{A—0©) cos 4{A-+©) 
und 





1 
sin € 
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-Hätte man in Folge der Einrichtung der. Ephemeriden aus densel- 
ben nicht die Entfernung 0 der Sonne von dem Mittelpunkte der 
Erde, sondern die sogenannte -Horizontalparallaxe, /7 der Sonne 
unter dem Aequator ee: so wäre 


an 
sin II’ 
und, folglich der Hülfswinkel ® mittelst der Formel 
sin 0; sin I7 
a 


‚sin 7 = de also e= 


zu berechnen. 
Nun. berechne man zunächst die FREE I, 9 % mittelst 
der Formeln 


=—Eeos 0 cos ö, 
g=-—E sin a cos d, 
h=-E sin 6; 

und die Hülfswinkel # und @ mittelst der Formeln 


tang P=cos A cot u, 
tang @== .c0s\@; sin A cot m. 
Dann: suche man die Hülfsgrössen YA, B, &, € mittelst .der Formeln 
A—= cos BT sin  —F), 
B= sin D7T sin (— 7), 
=— cos w—F), 
E= sn(w—y—F); 


und die Hülfsgrössen W, dd, €; © mittelst der Formeln 


Y= coso sn (BT @) 
Bd —=—cos w cos (BT + @), 
€ sino sin @, 
= cos (®—Y)sin -@; 
hierauf die Hülfsgrössen D und D’ mittelst der Formeln 
 DEfA—gB—ICHrE, 
Vv’—_ — fÜ— sd — hÜ-HrEd); 
dann die Hülfsgrössen %, ®,-.H mittelst der Formeln 
F=M— AD, 
GGS=BY— BD, 
9H=-&d=- 9; 
woraus man mittelst der. Hülfsgrösse 
REN cos CN 
ferner die Oaken 8, 8%, M, N mittelst der Formeln 
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r K22029°, 
er (19°, 
MG? — (gH — AG)?, | 
| NEO — (FH — 38) (39 — 16) 
findet, hierbei aber zu bemerken hat, dass jede der Grössen 8, %, 
-M, N, wenn auch © zwei Werthe hat, doch nur einen Werth 


hat, weil in den vorhergehenden Formeln nur #? vorkommt. 
Hierauf sucht man den Hülfswinkel W mittelst der Formel 


8m 
‚tang Weg; | 4 


und dann X mittelst der Formel 
a mi arme a cos W. 


Bezeichnet nun 2 den Werth von W-+2D, welcher, absolut ge- 
nommen, am kleinsten ist, so ist bekanntlich entweder 


WHRU—R+ Ur, 


sin (W+2U)— — 


oder 
WHRU—=lRK+DT—L, 
wo % jede positive oder negative ganze Zahl bezeichnen kann, 
und folglich entweder | 
2U—=2—- Wr Rn 
oder | 
2U—=(?k +1) —(24-W); 
also entweder 
V=E42—W)+ kr 
oder 
—=U4r— 2—W)+ %a. 
Folglich ist entweder | 
sin U=(— 1) sin 42 —W), 
cos U=(—1) cos 4{2—W) 
oder 
sin ÜU=(— 1) sin 1.7 — 2—W), 
cos U=(— 1) cos 4a — 2—W); 
also nach dem Obigen entweder | 
2 28 005 2a M)+Gsin Y2-Wi 
(F9 — hö) cos 32 —W) + (89 — A6) sin 4.2 —W) 
cos V=(— 1% 


sın V == 


Er BON Ener NE 
(FH —h8) vos KR—W) + (gH — h6) sin „R—W) 
oder 


% 


80% 
25 co dar — 2—W)-+-G© sin Ian — 2 —W) 
(FH—A5) cos r— 2A—W)HlgH — h6) sin (a— 2—W)' 
iD 
cos VIE. EZaB) 005 Ra ESRO) TE R 
Folglich ist entweder 


sin VY—=— 


Ä wos iD cos 42—W) 
cos U 005 FPZFE np) 208 KR—W)+ (BD — 16) sin KA-W) 
9 sin 12 —W) 





sin U cos V= (FB —N8) cos KR—W)+@5 — 16) sin KR _W) 
ah Wit 8 005 H2-W)HG sin RW) 
sın- m HH) cos UHR —W)+ (gH— 46) sin (aM) 
oder 
id cos (n— 2 —W) 
eos U cos VZ 7595) cos Ka RW) E10) In Ka-a-W' 
din dla RW) 
Auer v FEAR) 05 Ha -2—W)+-(8—46) sin Ka 2 -W' 
ey 2 5 cs 4a— 2 -W)+6 sin 34a — 2a —M)} 


(FH— 48) cos Ha— 2—W)rlg9— 48) sin an — 2—W) 


Denkt man sich nun diese Ausdrücke in die aus dem Obigen 
bekannten Ausdrücke von 7, nämlich in 


= TE | 
— X ecos U cos VB sin U cos V-+E sin F’ 
RE REM LAhihd woh kanıh, 
TU cos U cos FP+-B sin U cos F/+E sin A 
eingeführt, und dann die Producte 
 Peos Ucos V, Psin U cos V, P sin Y, 
als die Werthe von 


v—f, y—-g, 3 —h 


entwickelt, so ist klar, dass die Grösse © ganz aus der Rechnung 
'herausfällt, und man daher für jede der Difierenzen 


x RL z—l 


nicht, wie es nach dem KR scheinen könnte, vier, sondern 

bloss zwei Werthe erhält. Zugleich erhellet aber auch aus dem 

Bisherigen mit völliger Deutlichkeit. dass man für U bloss die bei- 

den Werthe 1(2—W) und 1a — 2 —W), oder dass man bloss 

‚2 —-W), 

Us 

4{=—2—W) 

zu setzen braucht. 
Hat man U, so findet man V. am leichtesten mittelst der aus 

. dem Obigen bekannten Formel . 


. tang ‚=-5 cos u-5 sin U, 
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Ist # der Werth von; V, welcher, abspla6 earo men, am klein- 
sten ist, so ist, bekanntlich allgemein. 


V—=WE-+- kn, 


wo % jede positive ‘oder: BRRENTE ganze Zahl sein An, und 
folglich 


sin VY=(— 1) sin 7, cos V=(—1)* cos 7; 


woraus man sieht, ‘dass die, geraden und ungeraden Werthen von 
/% entsprechenden Werthe von sin V und cos Y immer entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben. Ob_man nun für 4% eine gerade oder 
' ungerade, übrigens, an sich willkührliche, ganze Zahl setzen muss, 
ist nach den Vorzeichen zu beurtheilen, welche sin V und cos V 
zufolge der aus dem Obigen bekannten Formeln 


UEcs U-Gsnd) , 

(HS — AR) cos U+(g9H —h6) sin U? 

OEM ZE A en (EB 6): 
haben müssen. Weil man aber nach dem Vorhergehenden bekannt- 
lich sowohl @=E cos C, als auch 2=— EZ cos C setzen kann, 
es aber auch ganz gleichgültig ist, welches von. beiden man thut, 
da 2 am Ende aus der Rechnung ganz herausfällt, so kann man 
offenbar immer 


sin VY=— 


V=W 


setzen. 
Hat man auf diese Weise auch Y gefunden, so berechne man 
‚P mittelst einer der beiden Formeln 


U ET A 
A cos U cos V+B sin U cos P/ + € sin F:- 
pe A ER ET RE SR AT 
MW cos UV cos VP + sin U cos F-+-E sin V’ 


und hierauf die Differenzen = —/, y—g, 3 — / mittelst der For- 
meln 


z—/=Pcos Ucos PV, 
y—g=—=P sin U co V, 
s—h=P sin V; 


oder die Coordinaten &, y, x mittelst der Formeln 


z—=f+P cos U cos V, 
y=g+tPsin U cos P, 
x—h+P sin V. 


Dann berechne man %;, Ya» % mittelst der Formeln 


2, —= —r sin (w—)-F£ sin w cos 15 7+y sin w sin a Er, cos W, 
y=—x sin 137-+-y cos 157, | 
== —r cos A cos w cos 15 7+-y cos w sin 15 T+3 sin w; 
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und behalte bloss dasjenige der beiden Systeme von ©, y, x und 

X, Y3, %; bei, welchem ein positiver Werth von x, entspricht. 
Nun. berechne man endlich noch #2. und ZA, mittelst der For- 

meln | 


tang En 


tang a cos &, tang I=7 sin &; 














zu “ E - 2 Y z 
COS. ERLOS Yun ut 6 c0oS 7°, , c Sın % 
und ’ 
_ 9% 
tang &,—= 5; 
3 %; 
; z % 3 . \ 
tan —— cos tan —— sin &,; 
5 43 x, En 5 4s = 35 


LT 3 
R.— BR ERFBER 5 Re 


Egal i Pan De 
COM ESCHE VEN SINE ELCOS Yan sin Y3° 


Auf diese Weise ist nun die Lage der Wolke im Raume vollkom- 
men bestimmt. | 


$. 9. 


Will man die gemessene Höhe der Wolke von der Strahlen- 
brechung befreien, so muss man, wie hier aus der Lehre von der 
terrestrischen Refraction, die doch*) bei unserm Problem jedenfalls 
in Anwendung zu bringen ist, als bekannt vorausgesetzt werden 
kann, die horizontale Entfernung der Wolke von dem Beobach- 
tungsorte wenigstens näherungsweise kennen. Um daher im Stande 
zu sein, die Refraction in Rechnung zu bringen, kann man nur so 
verfahren, das man nach der im vorigen Paragraphen gegebenen 
Anleitung ‚zuerst mit ‘der uncorrigirten Höhe der Wolke deren 
Coordinaten 2,5 %;, %, berechnet, und daraus die horizontale "Ent- 
fernung : \ 


rag Y3” 22 RR ; 
Ver yp’—=V rl +,9)= Vx,”(l+tang &,°) 
| EA HET & 
—V 2,: se 5? = 
x 5; cos &,° 
wo das obere. oder untere Zeichen genommen werden muss, jenach- 





A . Bd ° 82 . .. . 
dem der Bruch -—- : eine positive ‚oder eine negative Grösse ist, 
3 


der Wolke von dem Beobachtungsorte herleitet, dann die gemes- 
sene Höhe auf die aus der Geodäsie hinreichend bekannte Weise 
mit Hülfe des bekannten Coefücienten der terrestrischen Refraction 
wegen der Strahlenbrechung corrigirt, und hierauf nach der im 
vorigen Paragraphen gegebenen Anleitung mit der corrigirten Höhe 
der Wolke deren Coordinaten von Neuem berechnet, wobei wohl 
kaum noch besonders bemerkt zu werden braucht, dass man dieses 
Verfahren nach der bekannten Methode der successiven Näherungen 
beliebig oft wiederholen oder beliebig weit fortsetzen kann, 


®) Nicht die’astronomische Refraction. 


——— un 


4 
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XXX. | 
Aufgaben über das Maximum und Minimum. 
Von 
Herrn L. Mossbrugger 


Lehrer der Mathematik an der Cantonsschule zu Aarau. 


1. 


Es ist ein rhombisches Octaeder gegeben: es solldas 
‚grösste dreiachsige Ellipsoid in dasselbe beschrieben 
werden. 

Es sei ABCDEF (Taf. V. Fig. 1.) das gegebene Octaeder; 
nehmen ; wir seine drei Diagonalen AC, BD, EF respective als 
Achsen der 2, y und x, ihren Durchschnitt @ zum Coordinatenan- 
fang, und setzen AC—=2%a, BD=2%, EF=2c; so erhalten wir 
für die Gleichungen seiner Seitenlächen folgende: 


Die Gleichung der Fläche ABE ist: = e-%—-....) 
x =. ,4DE „ = (+4 u) 
- } - NE ODE Se + GH) 
£ 8 1b BCE, ss e- +...) 
Trans le rn me a u) 
5 R ie AD), »=-c-%+7 34. 6) 


AIR ID A ge, Mona lan ICH EEE RER 


| ee 
a f - un BEF „ a mc — an.) 
| a 
Bezeichnen wir.mit 2,, %1, 215 Las Yanıda 5 %as Yan Brı Zu 
Say For Yoyr iz Vo, Yor 365 RE Yır 375 Ur, Yar %s die Coordi- 
naten der Berührungspunkte des Ellipsoids mit den respectiven Sei- 


tenflächen ABE, CDF, ADE, BCE, CDE, ABF, BCE, ADF; 
so haben wir folgende Bedingungsgleichungen: 77 
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€ c 
202%, =- 7lWy-y)-z (Ze) 


c c 
s-, = -7W-v)7, (a) 
c c 
a nd dm 
c c : 
s-3,= 7W-9)-7 (8 %,) 
.9) 
c { "R a 
AFFR— 3W-9)+ 7 1@ 25) 
ce ee 
3 7 WN)t+Z (88%) 
c ce, 
Les —=— 7 Y-Y)+— (8 —%;) 
c c 
3, =—7(9-9)+7 @— 2) 
Aus diesen folgt aber, dass: 
2x, 70%, NET You Fu; 
x, ZZ U, Yız= 71 Yo, 3%, 7 3%; 
2, = %s Yı =... Ya %, ms 
2,70%; Ya SE nF 53 Sr Tan de -.10) 
x, es Yız Ye, ı = 717% 
27,0, Yız= 70 Yıy 3%, 10%) 
ı— Le, Yız 1 Yss 31 1%: t 


. v 
Schon aus diesen Gleichungen zwischen den Coordinaten der Be- 
rührungspunkte können wir schliessen, , dass. der Mittelpunkt des 
Ellipsoids im Coordinaten -Anfang 0 liegt; wir wollen jedoch die- 
ses genau auf rein analytischem Wege nachweisen. 

Es sei nämlich: 


Az? + By: + Cx? + 2A xy ?B’x3 + 2C'yz 1 
| 2432-2 B"y-H2C0"=— D=0\N"" 


die Gleichung des gesuchten Ellipsoids, so ist die Gleichung- der 
Ebene welche diese Fläche berührt: 


a dz 
»—- Z=(2&—-X) (Z)+Y-Y (7) 12) 


wo X, Y’, Z’ die Coordinaten des Berührungspunktes sind. Wir 
finden aber 2 Ken, 


is Cr +-Ay+Bz+C" de, __ _ By+-Az+Cz+B 
(72 OT k+BeHlyHA4” DITTRHBELOyHE 


Soll nun -die erste der Ebenen in 9. (also die Ebene ABE) das 
Ellipsoid im Punkte x,, %,, %, berühren, so muss jene Gleichung 
mit der in 12. identisch sein, wenn wir in diese die soeben ge- 


’ 


er 


fundenen Werthe von Ze ) und‘ ( ) einführen, u alsdann statt - 


x, 9y, & die Coordinaten &,, y,, x, des Berührungspunktes setzen; 
dadurch erhalten wir aber: 


ce _ By +4, +0 +2" ce Cr, +-Ayıı +2 +0" 


DD — — 


b 7.4, + BA tecya 2° = gr Par BO 
oder, wie sich ‚hieraus leicht ergiebt, 
(B'’c—-AVl)z, (Ce Bb)yAc— C)3, +4" —B'i—=V0...13) 
(B’c— Ca)z,+(C'c—Aa)y,+(Ac—B’a)z,+4"c— C"a=0... 14) 
Ebenso erhalten wir mittelst der übrigen Gleichungen in 9., wenn 
wir die in 10. gefundenen Gleichungen zwischen 2; Yu: 5 
%z, Yz, %2 U. S. w. berücksichtigen: 
(Bc—-Al)z, Ce Bh)y.-HAde- Ol)e, —(A'c— BD. .15) 
(B’c—-Ca)z,+(Cc—Aa)y,+(Ac—B'a)z,—(A"c— Ca)—V.. .16) 
(B’e+-2b)2,—(C’c+-Bl)y,+lAc+ C'l)z, +4" c+-B"l—=0 ...17) 
(Bc—Ca)z,—(C’c— I a)y+(Ac—B'a)z , +4"c— C”a=0...18) 
—(B’c+Al)z, +(Cc-+-Bl)y—(Ac+B'))z,+A’c+B"i—0...19) 
—(B’e—Ca)x, +(C’c—Aa)y,—(Ac—B’a)z,-+A4’c— C'a—V ...20) 
—(B’c+ A442, —(C'c+Bl)y-+(AcH C')z,+A’c+HB’l=0...21) 
—(D’c+Ca)z, —(C’c+HJa)y+(Ac+B’a)z, +J'c+C"’a—0...22) 
(B’c+AV)2,-+(Cc+Bi)y —(Ac+ CD)z,+A’c+HB"I=0..23) 
(D’c+-Ca)2,+(Cc+Aa)y,—(A'c+B’a)z,+ÄA’c+C"’a—V...24) 
—(Bec—L2l)&, +(C’c— Zi)y, +(Ac—-C'l)2,+A’c—B"I=V..25) 


—(B'c+- Co), Cc+-Aa)y+(AcHB’a)z,+A’c-0"a=0.26) 


(Be—Ab)2,—(C'c—Bb)y—(Ac—C'3,+A’c— B’IV...21) 

(D’c+Ca)e,—(C'c+4’e) y—lde+-Bla)z, —+4"c+C"a=0..28) 
Aus 13. 14. 15. 16. folgt: i 

Acc Bb=(l"a 
Dieses in 17. und 19. eingeführt, alsdann. beide Gleichungen addirt, 
giebt: 
SACc——N, 
Dieser Gleichung kann aber nur für A’—0.Genüge Beier wer- 
den, mithin ist auch, 2’ =0, ’— 
Aus den nemlichen Gleichungen 17. und 19. erhalten wir auch, 

mit Berücksichtigung der, soeben gefundenen Werthe von 4”, 2”, 0. 


(C’e+ Biyy = (Be+4)w, +(Ac-+ € D5; 
aus 18. und 20. ist aber: { 
(Ce — dayyı = (#e E Ge + (de. — B’a)z, ; 
und aus 1A. ist: | 
(Ce — day =—(Bec— Ca)&; — (de — BD ei 


fi, 
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Addiren wir die beiden letztern a so erhalten wir: 


Cc— da—d0 also Cc— Aa .. 29) 
Dadurch ist. aber auch: 

(Ac— B’a)z, = (Bi FCa)r,. «. 24.30) 
Ferner folgt aus 21. und: 23. s 


(de Cb)z, =(Pc+-Al)z, +(Cc-+ Bi)y, ....31) 
und aus 17. ist: 
(de+ Cl), =— (Bec+ Ab)xz, + Kuren Bl)yı ....32). 
also 3 
(Ac+ Ob) = (Ce Bi)y, ....33) 
Eben. so-finden wir aus 22. 24. 26. 
(Ac—+ B’a)zs, =(DBc+ Od)&, .... 3). 
Addiren wir die Gleichungen 30. und 34. so ist _ 
AS ZECGER ur, 00) 
Subtrahiren wir aber 30. und 34. voneinander, so ist: 
Baz, =B'cx, oder 
Rich, 
Auf ähnliche Art finden wir aus 22. 24.26. 
(Ce + LJa)y, —V dder C'e=— Aa :...3T) 
Wir bemerkten aber, dass die Gleichungen 29, "36. und 37. und 


die, welche wir aus 1, erhälten, wenn wir statt 2, y, x die Coor- 
eYı X 

dinaten &,, %,, %, setzen, nmemlich, x, =0c— 5.7 7, „nur als- 

dann zugleich bestehen können, wenn wir ee 

A—=0,C=0, 2B=0:....38) 

setzen. Rühren wir die gefundenen Werthe von 4, BD, C; 

A", BD”, C" in irgend zwei der Gleichungen 13. 14, und 15. u. s. 

w. ein, so erhalten wir: 


Aec Ac 
ä Kur Bl MT Ca ....89) 


Die Gleichung 11. erhält also die Form: 
43? + By? + C2?— D—=V....A0) 


Aus 39, a der Gleichung x, ce _ ee erhalten wir: 


| | a?b?cBC 
er a?b:BC + a?c?AC b?c? AB’ 
| a?c?bAC 
Yı = 722BC+ ac? AC+2°0AB’ 
b2c?aAB 
FT ZRBCH a’ ACH bee: AB Nr 
Da der Punkt (&,, %,, %,) ebenfalls auf’der Oberfläche des Ellip- 











.4) 
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soids liegen muss, so muss.auch der-Gleichung 40. Genüge gelbe 
stet werden, wenn wir die soeben gefundenen Werthe von Ci, Yu, 
3, statt 2, , 3 in dieselbe einführen; dadurch erhalten wir aber: 


B cc BEIB’NEC DC 
BE N TA ee a 
arl?c’7.7 N 0 A ade’. 7 
> 42) 
ge Ben 
.g = 
ka B Co, D 
Setzen wir in dieser Gleichung: grI Tru Dh also 
D, ($$ Du W \ | 
BT a Fr erhalten wir: 
a?b?c? tu — a?l*tuv — a? Ken A Dee w—0. .. 43) 


v 


Aus AO. erhalten wir, wenn wir zuerst = und z, alsdann = und x, 
und endlich y und x gleich Null setzen: 


s——= z v==)\V2, ey ins 


Dieses sind die Grössen dreier zugeordneten halben Durchmesser 
des Ellipsoids, die mit den Diagonalen FE, 2D, AC des rhombi- 
schen Octaeders zusammenfallen. Bezeichnen wir die Winkel je 
zweier dieser Diagonalen.«@, 4; a, ce; 6, c respective mit Y, ß, @; 
ferner die Halbachsen des Ellipsoids it A, B, €, so ist bekannt- 
lich der Körperinhalt desselben = 4ABCr. 

Sind aber allgemein d,, d,, d, drei zugeordnete Durchmesser 
und y, ß, & die Winkel, welche d, und d,, 7, und d,, d, und d, 
einschliessen, so ist bekänntlich: 


ABE = d,d.d, 
‘ folglich ist: 





1 — cos a® — cos P?— cos y?—+2cos a cos ß 0087; 


er An PERUEEER TRUTH ENETE 
Minimum — SV lleeos a?— cos ß?—cos y?+-2cos u cosß SNABE 
oder, wenn wir die obige Bezeichnung gebrauchen, und 
ZV I cos 0? — cos PP—cos 72 %cos a cos ß cos y—K- 
seizen: | 
Minimum — AV” ....45) 


ut 


Wird v als eine Function von Z und # angesehen, "und zuerst nach 
v und 7, alsdann nach z und 2 differentüirt, so ist: 


v dv v 2 
D- 32 > u... 0) i 


_ Differentiiren wir endlich auch die Senn A3. nach » und =, so 

erhalten wir 

jet en Aktyy> a?c?u — a?uv — c?v ei e b?c?t — b*tv — c?v 

LER a:but-a:cturb?e:t \d > "BR ubkareurbecrt""" 
Aus A6. und 47. erhalten‘ wir: | 


AT) 
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Aa?b?utv + Ab?c?tv + a?c?uv — 3arb?:c?ut —0, 
Aa:b?utv + Aa®c2uv + b?c’tv — 3a? b?c’ut — 0. 
Durch Subtraction dieser Gleichungen erhalten wir: 
| b® ab2c2t 
uU, —T; also: 37T TE 48) 


Diese Werthe von % und v, in 43. substituirt, geben: 
| c? e? “ 
I 75 also u m v7; 


> 


mithin wird die Gleichung AO. zu: 


ar re 3,2/alatyy npbag) 


ERLITTEN 
AR 28: Dh 
Es sind daher >y’ v3» 2 diejenigen drei Zugeordneten Durch- 
messer des Eilipsoids, welche mit den drei Durchmessern 40, BD 
und ZF des rlıombischen Octaeders zusammenfallen. 
Endlich finden wir die Coordinaten der Berührungspunkte, in- 
dem wir jede der Gleichungen 41. im Zähler und Nenner mit ige 
D DD 
vervielfachen, salsdann statt 7; Be 6 die gefundenen Werthe 


Fr; 
FErT - setzen, wodurch wir: 
| a b ac 
2 Br re Y, = „> %| 33 
a b c 
 ozeendrgeniier % | Er We %, 8,3 
a b ce. 
cn zum PRRISCERRL Ka rar WER} Ne EST TE 
a b € 
rc Yız 3? %ı EN: 
ad bh C j 
Ks U x, 35 
\ e b c 
Te — 3: Ye — 3 %e ar 
a Ä b c 
u ee Y= 3» %, 33 
a b € 
I, = 7» Ya. 3 5 Neger We 
erhalten. 


Es ist ein EN... gegeben: man soll das 
kleinste Ellipsoid um dasselbe beschreiben. 

Wir nehmen die drei in einer Ecke F (Taf: V. Fig. 2.) des 
Parallelepipeds zusammenstossenden Kanten FZ, FH und HP als 
die Axen der 2, y, 3; die Grössen dieser Kanten selbst seien 


Theil U. | 27 
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respective @, 2, e; ferner bezeichnen wir mit y, ß, & die Winkel, 
welche die Kanten @, 2; @, ce und 6, c einschliessen. Die Gleichung 


A 


der zu bestimmenden Fläche selbst sei 
Az? + By? + Cx? + 2A xy ?2B'2% + 2C'yz 1) 
+24" +-22"y+?2C’z + D=0 ; 


Setzen wir in dieser Gleichung #==0 und y==0, so erhalten wir: 


m V4?7—4D 


5 2 4. A 


- 


Die Coordinatenwerthe -—0, y==0 entsprechen: den beiden Punk“ 
ten Z' und ?; für den erstern muss die Ordinate x gleich Null, 


und für den andern gleich ce werden; der gefundene Ausdruck gibt. 


aber den erstern Werth nur wenn 
D=V0O 
ist, und wir erhalten daher auch für den Punkt ?: 
24" 4A 
AUT 7 oder N —-Z 


Die Gleichung 1. redueirt sich aber dadurch auf: 
Az? + By? + Cx? +-2d2y+ ?2B'o3 + 2C'yz 

| — Acz +22" y+?2C"z=—=0 
Auf gleiche Art entsprechen den Coordinaten za, YO in die- 
ser Gleichung zwei Wertle von x; der eine ist Null, und bezeich- 
net die Grösse der Ordinate in J; der andere ist ec, und giebt die 


Grösse der Ordinate des Punktes M an. 
Durch diese Annahmen erhalten wir aus der Gleichung 2. 


2Ba—Ac |, V@Ba— Ac)? — 1Aa(Ca +20”) 


nn ee 


20) 





— 


DAL 24 


Damit hieraus 20 werde, ans Ca-+-20" 0, also ru 


sein; für die andere Ordinate ist 


-2Ba— Ac 
DER 


“ 


-woraus wir B'—0 finden. Dadurch geht die Gleichung 2. über in: 
Az? + By?’ +02? +24 2y+2Cyz — Acz-+-2B"’y— Cax—0...3) 


Die Coordinaten der Punkte 77 und R sind 20, y=b, s—0 
und 2=0, y=b, z=c. Für 2=0, y=Ö ist,aus 3.: 


_... 2Cb—4Aec_,V (20’65— Ac)? — 14h Bb + 28") 
ET 6 ey een 0 
Aus dieser Gleichung ist wieder wie vorbin für z=0 und s=e: 
a 
mithin ‚wird die Gleichung 3. zu: 
Az? + By? + C2? + 2day— Acz — Boy— Cax —=0....) 


ı # 


Ze Te ni 
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Ganz wie so eben finden wir mittelst der Punkte A und L, dereu 
Coordinaten 2 —a. y—=b, s—c und 2 =a, y=DÖD, s—P0 sind, 
den Werth von A!=0, so dass sich also die Gleichung 4 "auf: 


Ax? Dr Cx? — Acz — Bly— Cax—=0V....d) 
reducirt. ra 


Verlegen wir jetzt den Coordinaten- Anfang i in den Mittelpunkt 
O0 des Parallelepipeds, und nehmen x’, %', x für die neuen Coordi- 


naten an, so dass also = +8, y=7 ty; =, +r ist, 
so wird.die Gleichung 5) zu: 
Ac: Bb: Ca? 





UP} 13 ’ . Be ee en Aue 
A'z +2y+C ? z ia —=®.9....6) 
| SER B t ! 

Setzen wir Z=!t, u, also Bra und lassen die Accente - 
weg, so ist: üb 
2 tb? |. 2 

2 YPHar— + 2 — oder 

..7) 


b2 2 2 
+4 —,)+ va? 7% 


Aus diesen Gleichungen erhalten wir, wenn wir zuerst 20 und 
yV, alsdann 2=0 und 2x0, und endlich „=0 und z<—=0 
annehmen: 


re u Ya 1 
ER ıVe: +b’t+a:u, y—=% wir + L:t+a’u), 
en —i) —e? —+-b?1-+-a?u). 


Dieses sind die Grössen der drei halben Durchmesser des Ellip- 
soids, die.durch den Mittelpunkt des Parallelepipeds gehen, und mit 
den drei in 7 zusammenstossenden Kanten desselben parallel 'sind. 
Bezeichnen wir wie in I. die drei Achsen des Eilipsoids mit W, 3, 
&, so haben wir: 





1 | E 
Min (eb rra?u)?.(l-cosa’-cosß?’-cosy?+2cosacosßeosy), 


6 


und wenn wir 2=1—cos @g5202 ß? — cos y?-+-2cos w cosf cos 


setzen: 
A 2 b*t p} 2 a 
Minim, — =) nA NE A ie 8) 
ut 


Differentiiren wir zuerst nach 7, alsdann nach , und setzen die 
Ditfferentialquotienten‘ gleich Null, so erhalten wir: 


@bt— ce: — aruV ® bt au 


N 
UV ut ) 
TE 7 \V 
(202 c?2 — b*t)V c? Her 0’% N ...10) 
2uV ut 


Diesen Gleichungen wird Genüge geleistet, Senn! 
Rus 
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Wrt— atu— c’—0 und ?ae?u — b’rt— ce? — 0 


ce? 2 ö 
© 
8 sw ur; erh a 
ist, woraus wir un ® z erhalten. 
Ä a 


Führen wir diese Werthe von # und % in. die Gleichung. T. ein, 
so finden’ wir für die Peer ee ln Ellipsoids: 


P=L....1) 











Ga 
Der Inhalt desselben ist 


ee 3(1 — cos a: — cos ß? — cos y? ra @ cos ß.cos y) Y). 
Aus der Gleichung 11. sehen wir, dass e\/3, 6/73, a\3 diejeni- 


gen drei zugeordneten Durchmesser des Ellipsoids sind, welche mit 
den Kanten des Parallelepipeds parallel laufen. 


77 3 


IU. 


Es soll um ein gegebenes Dreieck 402 das grösste 
Parabelstück beschrieben werden. 

Es sei die Höhe des gegebenen Dreiecks gleich ), AM —=a, 
und AB =e (Taf.V. Fig. 3.): 

Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte ist: 

Ay? + Bzy+ Cx”+Dy+ Ex+-F=0....]) 

Weil in diesem Falle nn Kegelschnitt eine Parabel sein soll, 

so haben wir: 


B?— A440, 83%); 
folglich 
Bxz+D |, VXBDZ24b)2 + D? —A4F 
nn ag 9 Te 10 Bear 
Da für &—=0 einer der beiden Werthe von y ebenfalls zu ‚Null 
wird, so muss auch #==0 werden; mithin ist 


_ Bz+D , VaBD-248e + D: 
ART BUNT re 


Da aber auch für &==c ein Werth von y verschwindet, so erhal- 
ten wir aus 3. 


E=—Ce; 
folglich: Ä 
Bz+D_, VRBc+2De+ Dr D? 
y—— 2A == 4: Sr 


Für 2—=a muss y=4A werden; durch die Substitution dieser j 
Werthe von x und y in der Gleichung A. erhalten wir: 
p_Fe—l@A+ Ba)? 
u" ah FT, j” 
also 0. 
(2Ah + Ba) (Bc— Ba Be FAR) 


Bc+?D— oA 
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Multipliciren wir die Gleichung 4. mit dx, und integriren sodann, 
so erhalten wir: 


| Bxz?+2Dx , }D?-+B(Bc+2D)eii 
Iyar = "— + TBABBc+2D + Const: .».. 9) 
Da das Integral für z&==0 verschwinden muss, so wird 
Dr: 


Const. — — 3AB Be + 2D) 


Setzen wir in 5. die Grösse ze und fügen die Constante bei, 
so ist die parabolische Fläche 3 


a a D: « Be? +2De 9° + B(Bc—+-2D)ei}, 
he Te 34B(Bce+2D) 44 2 3AB(Bce-+2D) ° 


oder, wenn wir die obern Zeichen beibehalten, so erhalten wir den 
Inhalt der parabolischen Fläche \ 

B?c: 
' 124(Bc+2D) 
Setzen wir in dem Nenner statt Pc-+-2D seinen oben gefundenen 
Werth,:so ist, wenn wir den parabolischen Raum Z2C durch ? 
bezeichnen: | 


ACB= 


B?he? y 


Mean Ba) Be—Ba—zan I“ 

f P= TTT 

2 h--a) (e=a— 27h) 
Die Grösse Z ist noch. unbestimmt. Setzen wir dieselbe —=x, 
so ist: 

3 

Wird dieser Ausdruck nach x difierentirt, und das Differential 
Z—0 gesetzt. so kann das Maximum oder Minimum desselben 


bestimmt werden. 
2 Es ıst aber 


log» Ploga Ac’—loga 6— log 22 + a) — log (e— a — Rh), 





mithin 
AB 2 or RE Ba 2, 
de Riara c—a— Us \ 
folglich 
Due c— 2a A AA 
ah Au Va —— PR: also BZ ag 


‘ Werden nun die gefundenen Werthe: von OS TINESAR in der : 
Gleichung 1. substituirt, so ist folgende die Gleichung der gesuch- 
ten Parabel: 
Mra® , helta—cy _ Ahr _ 
c— Ra c— 24 c-—2ua 


(e— ?a)y? + Ahay-r . 6) 


n 


A 
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Wird die Ordinaten- Axe unter einem Winkel p gegen die Abeis- 
sen - "Axe genommen, und die Coordinaten in Bezug auf ig Axen 
mit x, y, bezeichnet, so ist 


y—y sin 9, 2—=x-+Y cos 9. 
Durch die Einführung dieser Werthe von x, y in 6. bekommen wir: 
I(c—2e)? sin p-+Ah(c— 2a) sinp cosp-HAA? cosyp?iy? 
+ Alh(e—?2e) sin p-H24? cos pla'y 
| HART —0.m.T) 
+ }ie(da — ec) sin p— Ach? cos ply' | 
| — Ahı?ca& 


Bestimmen wir nun so, dass die beiden ersten Glieder dieser 
Gleichung hinwegfallen, so muss 


2) 
i 2a — cc 
Um diese Tangente zu construiren -halbiren wir AZ in D, so ist 
DM—=-" und CM A, mithin ist der Winkel 9=/CDB. 


Aus dem so eben gefundenen Werthbe von tang 9 folgt aber 
auch, dass 





(e—?e) sin 9-+?24 cos == sein, also tang = 








sin ee et und cos = Amann 
V ah? + (2a — c)? / Vih®+ (2 — 2)” 
ist, mithin 
h?c? 


hel4a— ec) sin p— Ah? cos = 





Val + QRa— ce): 
Die ETun 7. wird daher zu folgender: 
2 Be Ara Na 
ab SV ah? + (2a — c)? 
Diese Gleichung lässt sich in-die Proportion 
AD? : APx BP= CD : PQ 


auflösen, und es ist daher CD ein Durchmesser der Parabel, 42 
eine diesem Durchmesser zugehörige Ordinate. 

Führen wir endlich den Werth von x in den zuletzt gefunde- 
nen Ausdruck für den Inbalt der Parabel ein, so erhalten wir 


P=}#he: 
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XXXI. 


Prüfungs-Aufgaben, die in Cambridge den Can- 

didaten des Baccalaureates gegeben worden 

sind *). Aus dem Englischen übersetzt und 
mit Bemerkungen begleitet 


s‘ 


von dem 


Herrn Professor Dr. Mensing 
zu Erfurt. 


Nr. 1. 1834. 


(A.) 

1. Reducire 36 L. 7 sl. 84 d. in Farthings. 

2 2. Dividire 19 L. 16 sl. 10. d. dürch 46 .... Antw. 8 al. 
1d 5° 

- Welchen Preis haben 5 Ctr. 3 @rt. 18 Pfd. zu 3 sl. 6 d. 
per Pfd.? 

4. Beweise dass $ diyidirt durch 7 ist 32: 

5: Multiplicire 2,83 mit 0,013 und beweise die Richtigkeit des 
Produktes. ve 
6. Verwandle 15 sl. 42 d. in „5 "dos Pfundes, und finde den 

Werth von 0,4786 Tagen in PR Minuten und Secunden, 

R. Ziehe die Quadratwurzel aus 2209. Beweise die Regel für 
die Bestimmung der Anzahl von Stellen in der Wurzel. 

8. Welche Länge muss ein Teppich haben der 3 Yard breit 
ist und ein Zimmer von 64 yds lang und 54 breit bedecken soll? 


®) Nicht wegen der Aufgaben an sich, de um zu zeigen, wie auf 
‚den englischen, so manche bemerkenswerthe -Eigenthümlichkeit- darbie- 
tenden Lehranstalten die mathematischen Prüfungen gehandhabt werden, 
habe ich die folgenden Aufgaben nebst den höchst einsichtsvollen Be- 
merkungen des Herrn Uebersetzers zu denselben hier abdrucken lassen, 
‘ welchem letztern die Leser des Archivs sich mit mir für diese in pä- 
dagogischer Rücksicht so- interessante Mittheilung gewiss zu dem auf- 
richtigsten Danke verpflichtet füblen werien. 
Der Herausgeber. 
2°) Die Antwort musste heissen 8 sl. 7%2 d.; aber die Engländer rechnen 
nach Farthings, drücken übrigens dieselben als 4 von ıhren Pfennigen 
AZ aus, Basaehriehen d (das Normännische. deniers) danach sind 


3 i.=3} f.=4d 
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9. ‚Was betragen die einfachen Zinsen von 63 L. 15 sl. 7.d. 
in 14 Jahr zu 4, Proc.; und wie viel ist der Betrag zusammenge- 
setzter Ziusen von 540 L. in 3 Jahren zu A Proc? Antw. 5 L. 
11 sl. 8 .... 607 L. 8 sl. 62 d.°) 

10. Wenn 7 Mann 6 Acker in 12 Stunden ärndieh können; 
wieviel werden 15 Acker in 14 Stunden ärndten? 

11. Suche das grösste gemeinschaftliche Maass für die Bruchs- 

hi d ea Br — 15 
glieder von 2° SCH 
kleinsten Glieder. 

12. Löse folgende Gleichungen: 


und bringe. den Bruch auf. seine 


"x x Binz 
(1) zT z—=40—7_ 
z—1 23 — x ER. 
(2) 7 Jar. 97 Su N aeear s 
22 +34 T ? 
“ (3) re -z=l 
4 >70 ze 


(4)... 2-+ y— 38 
27 — y-+ 3:21 
42 3y— 22 —=17 


13. Beweise die Regel für die Ergänzung des Quadrates bei 
der Auflösung quadratischer Gleichungen, und löse 


; (1) ....42? —32==85 


_ 


Ai 


**) " 
° 








() a+x-+V ax + 2° RAN. \ 
N. tar -Vıarı+ n 
») 3 L. 11 sl. 9,01875 d. ige 607 L. 8 sl. 6,374% d. M. 
2 —. ı? 
°®) Schreibt man zuvor en b, was nur einfacher, sonst aber 
' y—_Vy—a: 
2 A 
dasselbe ist, so wird ch U? zn8 nr =)b, 


a? 
2yV y% — a? — a?b ra? —2y? =a:(b +1)— AUF, 
ay?y? — Ay?a? = a*lb +1)? Ay — ha?lb + 1)y?. 


Da sich 44* und dann a? als-Factor hebt, so wird (AB+-1) — A 
FE a A 4 w. 





or eb+N 
Bro SER IRB 
” = ih 2 
pa 
ar zaat m er 
N Ve 7 
ven ae 6 


1 
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‚ 14.) Zeige dass „%, 4, 4 Grössen sind, die in Hrikbimetischer 
Progression stehen, und bestimme die Summe von 8 Gliedern der 
Reihe, von welcher sie die drei ersten sind. 

Suche auch die Summe von z Gliedern der Reihe 
— > Fr + 7 .... In-welchem Falle wird eine unendliche 
Menge von Gliedern der letzten Reihe endlich sein? 

15. Beweise die Regeln, durch welche die Anzahl von Permu- 
tationen und Combinationen von 2 Dingen, die 3 und 3 zusammen- 
‚ genommen werden, zu finden ist. 

Wenn das Gesetz für den Ausdruck der Permutation von Dingen, 
die zu # und ” zusammengenommen werden, zugegeben wird, zu 
beweisen, dass es auch richtig ist, wenn man sie zu r-+-1 und 
r-+- 1 zusammen, nimmt, ' 


16. Wenn @: bB=c:d=e:f beweise dass 2:2 = :d 
am 


am 
und :db=a--c-te : db -Ä+-f 
17. Suche den Werth von 1'L. das 100 Jahr zu 4 Proc. Zins 
von Zins getragen hat. 
Gegeben ist log 1,04 — 0,0170333 
und log 1,482 — 0,70333 . 


18. Gieb das te Glied von («e — 2)" wenn > unpaar ist. 


Nr. 2, 1834. 


an sr (B) 

1.: Reducire 125 Yard 2 4” zu Zollen. 

2. Beweise dass ; von 4 so viel als 33 sind. 

3. Theile 3 L. 15 sl. 54 d. durch-23. Antw. 3 sl. 34 d. 
Vergleiche die Anm, zu 2. in der vorigen Aufgabenreihe. 

4. Suche den Lohn von 6 Arbeitern für 281 Tag wenn 2 sl. 
:d.d. täglıch bezahlt werden. 


ai 
23° 


4 — (m +) r) pi 'm-+ ni 
= ul — RT, — )= TG ed) « 
= er _ KV R- Vn): 
2 mn 
YA 2 
aim) 
Mn 
Iın Original ist augpzeben; 2 
_aVmEVn) Mi 
2 un 


was offenbar fehlerhaft ist: denn. die kleinere Wurzel wird positiv, 
die grössere negativ, und beide können nicht einerlei Zeichen er- 
halten, } 
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5, Multiplieire 36,2 mit 4,57 und beweise die Richtigkeit des 
Productes. 

6. Verwandle 15% 4» 6% in Zehnteltage; und “finde den 
Werth von 5,734 L. 7 

7. Suche die Interessen von 963 L. 10 sl. 6%. für» Jahr 
zu 32 Proc. Suche gleichfalls den Betrag von 130 L. in 3 Jahren 
zu 5 Proc. in Zins von Zins. 

8. Ziehe die Quadratwurzel aus 167281. Beweise in Regel 
die Anzahl der Wurzelstellen zu bestimmen. | 

9, Wenn 69 Yard eines Teppichs von 3 Yard Breite ein Zim- 
mer von 104 Yard Länge bedecken, die Breite des Zimmers zu 
finden. 

10. Wenn 800 Soldaten 5 Tonnen Mehl in 6 Tagen verzeh- 
ren, wie viel Soldaten werden 15 Tonnen in 2 Tagen verzehren? 

11. Suche das grösste gemeinschaftliche Maass der Glieder des 

x° 2 

Bruches m. und reducire den Bruch auf seine klein- 
sten Glieder. 

12. _Löse folgende Gleichungen: 








Ze lem FRE 
)...+2+ 2-97 -2—# 
(2) + on 

_3 
3)... 527 +59 


Anın. des Ueb. Im Original steht — = in der vorletzten Gleichung, was 
ein Druckfehler ist. a 
(A)... 2 y—.2—13 
32 — 2y+ z=19 
5x7 + Az — rc =. 
13. Beweise die Regel für die Ergänzung des Quadrates ‚bei 
der Auflösung quadratischer Gleichungen; und löse 
(1)... 70° — Ar = 660 
: ar % 
(2) PIE ge RER PR 


; b d 
14. Wenn #«:5==c:d beweise das «e: rk A und dass 


s 
b 
Pr, 


| a:b=a-+me:b + md ist. 

15. Dieselbe Frage N 15. in der vorigen Reihe. 

16. Zeige dass 21,2 23, 34 in arıthmetischer Progression, stehen 
und finde die ‘Summe von 13 Gliedern der Reihe worin sie die 


ersten sind. 
Suche auch die Summe von 2 Gliedern der Reihe 
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In welchem Falle wird eine unendliche Menge von Gliedern 
der letzten Reihe etwas Endliches geben? 


17: In wie viel Jahren wird 1 L. das auf Zins von Zins zu 
5 Proc. steht sich verdoppeln? 


Gegeben sind log 1,05 — 0,0211893 
log 2 — 0,3010300 
18. Gieb das pte Glied von («+ 2)” an. 


Bemerkungen zu den vorhergehenden in Cambridge er- 
theilten Aufgaben. Vou dem Üebersetzer. 


Vielleicht lächelt mancher deutsche Lehrer über diese Aufgaben, 
indem er urtheilt: sie möchten wohl für abgehende Schüler unserer 
Gymnasien. zu leicht sein. Es scheint wirklich so beim ersten An- 
blicke: aber, man vergesse nicht, dass diese Aufgaben eine’ ganz 
andere Bestimmung haben als künftige Mathematiker zu prüfen; 
man lege dieselben alle denjenigen vor, die einen sorgfältigen 
Unterricht in den- Anfangsgründen gehabt haben, und ich glaube 
man kann eine Wette eingehen! dass unter 10 jungen Leuten nicht 
9 diese Aufgaben, in einer gegebenen Frist, z. B. in einem Tage, 
unter Aufsicht eines Inspicienten lösen. 

Wer das nicht glaubt der mache die Probe. 

Es ist wahr, die Aufgaben sind leicht; darin besteht aber ihr 
Vorzug, und ein erfahrener Lehrer wird sie um so leichter machen, 
je weiter seine Erfahrung reicht: denn an leichten Aufgaben kann 
man eben’ so gut sehen wie ein gegebener Stoff verarbeitet wird, 
ja noch besser als an solchen, bei welchen man den gleichsam 
starren: Stoff erst bildungsfähig machen muss. Erfindungs- und 
Combinationsgabe sind zu sehr von einer eigenthümlichen Meinung 
abhängig als dass sie vergleichbaren Prüfungen unterworfen wer- 
den könnten. Durch vielfache .Uebungen kann zwar Mancher eine 
Richtung darauf erhalten; es ist aber sehr zu bezweifeln, ob es 
segensreich wirken würde, wenn eine solche Richtung bei irgend 
einer Bildungsanstalt die vorherrschende wäre. Wenn Lehrer der 
Mathematik auf Gymnasien darauf ausgeben, ihren Schülern eine‘ 
Vorliebe für die Mathematik beizubringen, so werden ihnen die 
Lehrer in den Sprachen aufsässig;-und das hat einen sehr guten 
Grund: denn, nach meiner Erfahrung ,‘ist die Richtung desjenigen, 
der Mathematik vorzugsweise treibt, einseitig, in einem andern 
Sinne wie die Richtung desjenigen, der vorzugsweise alte Sprachen 
treibt. Diese Behauptung könnte das Thema zu einer weitläufigen 
Abhandlung werden: ich will mich kurz durch einen Vergleich er- 
klären. Beide sind zwei Schwimmern zu vergleichen, von denen 
aber der eine blos lange und tief tauchen kann, während der an- 
dere dieses nicht vermag, dagegen sich mit Annuth und Leichtig- 
keit auf der Oberfläche zu Melrehen versteht. Der erste taucht 
nach Perlen, findet aber meist leere Muscheln; der andere müht 
sich ab im Wasser, indessen ein gemeiner Fischer in dem gebrech- 
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lichen Nachen verwundert an ihm vorüber. fährt. Beide üben je- 
doch ihre Kräfte, und dieses ist der alleinige Zweck jedes Unter- 
richtes, nicht blos bei körperlichen sondern auch bei geistigen 
Exereitien. Der Lehrer in den Sprachen muss: deshalb Vebungen 


vornehmen, die dem Unkundigen als Zeitverlust. erscheinen. Der 


Lehrer in der Mathematik giebt oft Aufgaben, die ganz zwecklos 
erscheinen, weil sie meist unpraktisch sind; und wenn man die 
Aufgabensammlungen durchgeht, so muss man sich wirklich wun- 
dern, weshalb nicht praktische Aufgaben genommen werden, da sie 
doch häufig eben so nahe liegen wie diejenigen, die selbst den 
Schülern lächerlich vorkommen. Die meisten derselben sind Copien 
oder kleine Erweiterungen der Sammlung von M. Hirsch. Seine 
Periode ist vorüber; Heis in Aachen stelt an der Spitze einer 
neuen *). 

Die Engländer sind im allgemeinen praktischer wie die -Deut- 
schen, und das zeigt sich auch wieder an den vorangegangenen 
Aufgaben. Man sieht sie enthalten einen Auszug der Elementar- 
Algebra, und wer eine solche Reihe, wie sie unter den Rubriken 
(A) und (B) mitgetheilt sind, ganz ohne fremde Hülfe, in ge- 
gebener Frist lösen kann, der kennt diese Elemente ganz gewiss. 
Dass dieses nicht ganz leicht ist, dazu folgender Beleg. Ein Junger 
Engländer war zwei Jahre bei mir, besuchte mit Nutzen. Secunda 
und Prima unseres Gymnasiums, und war nicht ohne Talent für 
die Mathematik. Er ging nach Cambridge, blieb auch dort zwei 
Jahre, trieb daselbst besonders Mathematik, machte die Prüfun 
mit, und — fiel durch. Nicht wahr das klingt unglaublich? und 
dennoch ist es buchstäblich. wahr. Ich weiss freilich nicht, ob er 


in der Algebra, oder in der Geometrie, die dort streng nach Ro- 


bert Simson durchgemacht wird, deren Fragen aber sicherlich eben 
so leicht sind wie die algebraischen, nicht bestanden hat.‘ Nur 
derjenige der häufig Prüfungen zu leiten-hat, weiss es mit welcher 
hemmenden Kraft die Befangenheit wirkt. 

Ich will nun ‘nicht behaupten, dass wir unser Abiturienten- 
examen nach englischer Art einrichien solitgp; aber unsere Vor- 
schriften, nach denen wir in der Mathematik prüfen sollen, könn- 
ten gewiss besser sein. Sind die Aufgaben auch nur annähernd 


dem’ Zwecke der Prüfung entsprechend, so kann auch der ge- 


schickteste Schüler sie in 5 Stunden nicht ausarbeiten, 

Gäbe man aber eine leichte geometrische Aufgabe, so könnte 
man dieselbe so einrichten, dass Alles darin läge worüber man 
prüfen sollte; und dann, möchte der Schüler aufhören wo er wollte, 
an der Spur wäre denn der Löwe wohl vom Hasen zu unter- 
scheiden. 


°) Sollte es meine Zeit erlauben, so werde ich einmal auseinandersetzen, 
worin die Vorzüge dieses gediegenen Schulbuches nach meiner Ueber- 
zeugung bestehen. 


e 


. 
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XXXIV. j 
Ueber eine geometrische Aufgabe. 


Von dem 


Herrn Professor Dr. Mensing 


zu Erfurt. 


In den vortrefflichen „Beiträgen zu der Lehre von den 
positiven und negativen Grössen von Diesterweg; Bonn 
1831, bei Habicht“ findet sich folgende erste geometrische 
Aufgabe: 

Es ist ein Rechteck gegeben, und auf der Verlänge- 
rung einer Seite desselben ein Punkt; durch diesen 
soll man eine Gerade so legen, dass dadurch das Recht- 
eck in zwei Parälleltrapeze zerschnitten wird und 
durch Zusammentreffen dieser Schnittlinie ‚mit einer 
verlängerten Seite des Rechtecks ein Dreieck entsteht, 
welches zu einem jener Trapeze ein vorgeschriebenes 
Verhältniss habe. 

Es wird, wobei Taf. V. Fig. A. zu vergleichen, verlangt dass 


(y-H2)5 ; 6 y)> =»: t=(y+z)e: (b)—y)e sei. 
Setzt man 9 :Z=a:r, so wird 
yz: —-J)re=1l:r 
ode „+ Ir —= (lb —y)X..... (1) 


Das ist also die zu lösende Gleichung, die zu der von Diester- 
weg angegebenen Construction führt, wenn man durch 


s:m—y:2oders:m’-s—=y:y-+2 
und s:y=x:5—y.das y und z eliminirt und © behält. 


Wir wollen aber unsere Aufmerksamkeit auf p richten, wodurch die 
Aufgabe auch gelöst wird. h 
Es ist. 


y=stg y also y„+-z—=(s-+m) tg p 
x—m tg p und durch Substitution in ... (1) 
b—y 


By pen — 
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by)" 
tg p | 
(s-+Hmjr tg pP =b’ — by y’—=b’—2bs tg 9-48? tg 9°, 
i ((s+ ma)r — s?) tg 9? + 2bs tg y=ÖbR. 
Man setze | 


(s-4+m) tg ER 


(s+m)r— A 
so ist 1 f 
bs D?s? b*s? b?A b® 
gig Pichimgar— a ee Ge +4) 


ER 
= ls+m)r 





also | 
18 9 = V re) = 
Unterscheiden wir nun die beiden Auflösungen, so wird 
ee 
57 —V (s+ m)r) SHVYG+mn "s+ Vs m)r 
» s+Y (s+m)r b 
tg 0 = Bed sa ER ET 


.7 +V (s+m)r) (s— Vs + Pays s-VIs+ m) 
Es handelt sich mithin nur um eine bequeme Construction der zus 


V(s-+m)r, damit diese Auflösung eben so zierlich wie die von 
Diesterweg werde. 

Einfach ist folgende Construction, wobei man Tat, V. Fig. 5. 
zu vergleichen hat. 

DL=DC=Za; LM||ED. Mau nehme EP=p und ET=:t; 
ziebe MR | PT, so ist ER=r. Man halbire DC in V und 
mache UV= VE, so isst EU=s—+ m; beschreibe QR | EU 
so it ZQa=V(s-+m)r, folglich NO HN re und 
NC—=s—V(s-+m)r. Ziehen wir endlich ZF IN, so, ist 
FEC=y', und wenn Z@G’|| N’Z gemacht wird, so ist FEC—g!". i 

Hier schliesst sich eins dem andern ganz natürlich an. Die 
speciellen Fälle lassen sich leicht nach den gefundenen Fällen dis- 

cutiren. Auch ist der Winkel, den. beide gesuchte Linien ein- 


"schliessen, leicht aus den Formeln | 


b h u 
PO I BT | ER Fe z 
tg p Se und 12 are. ermitteln, 
tg gig po un PAR 26g 

1-+-tg y" tg p —=tg (p PP) 2 —.g? + 2b? ist 

Ich enthalte mich, um nicht zu weitläufig zu werden, aller 
weitern, Bemerkungen über diese Aufgabe, die Manches darbietet 
was nicht ohne Interesse ist. 


indem 
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| XXXV. 
Aufgabe aus der analytischen Geometrie. 


Von 


Herrn C. Scherling 


Lehrer der Mathematik und ‚Naturkunde am Catharineum zu Lübeck. 








Es istirgend ein Kegelschnitt und ein Punkt gege- 

beu. Zieht man durch den Punkt gerade Linien; welche 
den Kegelschnitt in zwei Punkten durchschneiden, so 
fragt es sich, auf welchem geometrischen Orte die Hal- 
birungspunkte der von dem Kegelschnitte begrenzten 
Stücke der letztern liegen? 
“Auflösung. Die Gleichung px — 50: stellt bekannt- 
lich alle Kegelschnitte dar, wenn der Scheitel eines Durchmessers 
(22) als Anfangspunkt der Coordinaten genommen wird; nemlich 
eine Ellipse, wenn 72 positiv, eine Hyperbel, wenn »2 negativ. eine 
Parabel, wenn » unendlich, und einen Kreis, wenn » — 22 ist; 
in allen Fällen bedeutet » den Parameter des Durchmessers 2,2.” 

‚Man lege nun durch den gegebenen Punkt und den Mittelpunkt 
des Kegelschnitts die Axe der x (bei der Parabel parallel mit der 
Axe), die Axe der % aber wieder durch den gegebenen Punkt und 
parallel mit dem conjugirten Durchmesser (bei der Parabel parallel 
mit der Tangente durch den Scheitel, in welchem die Axe der x 
dieselbe.schneidet); so hat man, wenn o die Abscisse des Scheitels 
des Durchmessers ist, welcher als Axe der = dient, die Gleichung 


Perle. 
Legt man nun durch den gegebenen Punkt oder den Anfangspunkt 
der Coordinaten eine gerade Linie y=ar, so hat man für die 


Abseissen der Durchschnittspunkte die Gleichung 





a?’x’ —=plx= — 0) — 3 — u)? 
oder | 
pm ee) ,._ a(2n + e) 
"TQmar EP man‘ 


Die beiden Werthe, welche diese Gleichung für = liefert, stel- 
len also die Abseissen der Durchschnittspunkte jener geraden Linie 
und des Kegelschnitts dar; die Abscisse der Mitte dieser Linie ist 


= 
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aber bekanntlich gleich der halben Summe jener beiden, also gleich 
dem halben Coefficienten von x in der letzten Gleichung mit ent- 
gegengesetztem Zeichen. Nennt man nun die Coordinäten des ge- 
suchten-geometrischen Ortes ©’ und y', um sie von den vorigen 
zu unterscheiden, so hat man jetzt N N 


a 
2ma? +-p 
oder, wenn män) mit x’ multiplicirt und ‚bedenkt: dass: die Coordi- 
naten ©’ und %’ immer auch der zugehörigen von @ abhängigen 
Linie angehören, also immer auch „= ax’ ist, 


oder 2ma?x + px —plm-++0);. > ı 


any? + px” = plm-+ a)x’ 
oder . 
=, lm to) —;, 


_„I2 
TI zn m! 
welches die Gleichung des gesuchten geometrischen Orts ist. Man 
sieht, dass die , Halbirungspunkte immer ‚wieder ‚auf 
einem ähnlichen Kegelschnitte liegen, dessen: Parameter 
ran. 
Ram 
system —72 +0 ist. Setzt man xl, so findet sich auch. 40, 
also geht die neue Curve durch den gegebenen, Punkt.,  Setzt.man 
y==, so findet sich entweder x —Q, oder. 2e—=m-+-0, also geht 
die Curve durch den Mittelpunkt. des gegebenen Kegelschnitts. 
1.. Es sei nun der gegebene ‚Kegelschnitt «eine, Ellipse, oder! 
Hyperbel, so zeigt. sich folgender merkwürdige Umstand. Nennt 


(2-0), und dessen Durchmesser für dieses Coordinaten- 


man, den zu 23» gehörigen (conjugirten) Durchmesser 2. für die, 


gegebene Curve, aber für die neue 27’ und 2’,.so hat,manı 
de | 

u ul 

an? [1 IM b) s “ 


“Qu? p 
Bunt 1 EEE a RE 


also 
Im?:mw: — nn? oder m’ : H"—=m:n. 


Es haben also die zusammengehörigen conjugirten Durchmesser 
in der alten und neuen Curve’ einerlei Verhältniss. Da'nun 7a’ ’be- 
kannt ist (—= m -+ u), so lässt sich 2’ mit Leichtigkeit finden’; und 
so hat man gleich vier hervorstechende Punkte für den neuen Ke- 
gelschnitt, wodurch sein Lauf bestimmt ist. 

2. Es sei ferner der Kegelschnitt eine Parabel, also 2 —», 


a de x p x ’ » 
so ‚erhält man „=; woraus hervorgeht, dass der Parameter 


der neuen Parabel gerade halb so gross’ ist, ‘als der der alten, 
oder gleich der Subnormale derselben, woraus sich eine höchst 
einfache Construction ergiebt. 

3. Es sei endlich der gegebene Kegelschnitt ein Kreis, also 
p—%m, so wird die Gleichung: | Ba 


y—(m -+0)2 — x? Mer - 
oder, wenn wir 2 -H-u=?r setzen, 
Pau (2r — 2), oder auch y? + (x — r)? = r?, 
welche Gleichung einen Kreis darstellt, dessen Mittelpunktsabscisse 
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»"—4(m-+ 0), und. ‘dessen Halbmesser "eben so gross ist. Die 
Gleichung‘ des. gegebenen Kreises wird. mit Leichtigkeit auf die 
Form gebracht | 


® Er 
y?-+(2 — Wr)? —=m:, 


wobei 27, wie oben, 2-F « bedeutet. Für den Fall nun, dass: der 
gegebene Punkt ausserhalb des gegebenen Kreises liegt,, müssen, 
sich oflenbar die Kreise schneiden, und die gemeinschaftliche 
Chorde wird erhalten durch Subtraction der beiden Gleichungen; 
sie wird nemlich dargestellt durch die Gleichung 


\ 


a »} 
2rx = ul?r + m) oder 2 = elek), ji 


.. 


Die hier in Rede stehenden Coordinaten sind jedenfalls rechtwink- 
lig; "also sieht 'man, ‘dass diese gemeinschaftliche ‚Chorde auf der 
Abseissenaxe senkrecht steht. ‘Es lässt sich aber auch noch mit 
grosser Leichtigkeit nachweisen, dass die Durchschnittspunkte die 
Berührungspunkte der "Tangenten sind, die man vom gegebenen 
Punkte nach dem. gegebenen Kreise ziehen kann. 


' Sind =’ und %' .die Coordinaten eines Punktes ausserhalb des 
Kreises, und man zieht durch denselben zwei Tangenten, so ist 
die ‚Gleichung. der Chorde, welche die Berührungspunkte verbindet, 


yy' + .rr — R:, 


wenn Z den Radius bedeutet, und die Gleichung aus dem Mittel- 
punkte zum ‘Grunde liegt. Im gegenwärtigen Falle haben wir zu 
nehmen OR NT | 


wre —?r) (EB) —m:; 


‚ da aber der Punkt, durch den jetzt die Tangenten gezogen werden 
sollen, der Anfangspunkt der Coordinaten ist, so ist „0, x’—0, 
mithin ist | Pr | 
— 27x + Ar? — m? oder rx —Ar? — m” —(?r Hm) (?r — m) 


Sr U — a(?r —+ m), 


dieselbe Gleichung, die wir vorher für die, beiden Kreisen gemein- 
schaftliche Chorde hatten; es ist mithin unsere Ordinatenaxe die 
«(27° +- m) 
: 27 
Punkt der Pol zu unserer Ordinatenaxe. | 

Bei der Ellipse und Hyperbel erhält man, falls der gegebene 
Punkt ausserhalb des gegebenen Kegelschnitts liegt, für die ge- 
meinschaftliche Chorde einen ganz ähnlichen Ausdruck: man findet 
nemlich 


Polare des Punktes == ;„ y=0; oder es ist dieser 


«(2m + «) 
= —, 
M-- & 


was ganz dasselbe ist, wie oben beim Kreise, wenn man 72-4+-0=2r 
setzt. Dieser Werth nun aber, in die Gleichung der. Curve gesetzt, 
Theil II, Ä u 28 
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u \ 


\ | | 

würde zwei absolut gleiche Werthe für 9 geben; es wird also je- 
denfalls die gemeinschaftliche Chorde mit dem zugeordneten Durch- 
messer oder unserer’ Ordinatenaxe parallel und von der Axe der 
x halbirt. | ' 

Am einfachsten stellt sich diese Eigenschaft der gemeinschaft- 
lichen Chorde für die Parabel heraus, wo man erhält x =%o, und 
also y=-+V po. 


® * 


Nachschrift des Herausgebers. 


Bei dem ungemein grossen Reichthume der Mathematik hat es für den 
Herausgeber einer mathematischen Zeitschrift häufig grosse Schwierigkeit, 
sicher zu entscheiden, ob eine solche specielle Aufgabe wie die vorstehende 
nicht schon anderwärts behandelt worden ist. Auch zweifle ich kaum, dass 
dies bei der obigen wirklich der Fall ist, da dieselbe eigentlich nur eine 
Verallgemeinerung ‘des bekannten Satzes enthält, dass die Mittelpunkte 
aller parallelen Chorden einer jeden Linie des zweiten Grades in einer- 
geraden Linie liegen, oder dass der geometrische Ort der. Mittelpunkte 
aller einander parallelen Chorden einer jeden Linie des zweiten Grades 
eine gerade Linie ist. Da aber das Archiv nicht bloss absolut Neues mit- 
zutheilen den Zweck hat, sondern auch schon bekannte, nur nicht in jedem 
Lehrbuche sich findende Sätze und Aufgaben aufnimmt, überhaupt auch eine 
gewisse praktische Richtung verfolgt, um Lehrern bei ihrem Unterrichte 
- sich nützlich zu machen: so werde ich,. wie früher, auch fernerhim keinen 
Anstand nehmen, auch solchen Aufsätzen, deren Inhalt mir zwar nicht ab- 
solut neu, aber doch instructiv, und den Zwecken, welche ich durch das 
Archiv zu. erreichen beabsichtige, in irgend einer Beziehung förderlich zu 
sein scheint, die Aufnahme nicht zu versagen. Dabei versteht sich aber 
von selbst, dass ich auch Gegenreden immer sehr gern einen Platz in mei- 
ner Zeitschrift vergönnen werde; nur eigentliche scharfe Polemik, nament- 
lich wenn sich dieselbe nicht bloss auf das rein Wissenschaftliche beschrän- 
ken sollte, muss ich ganz von derselben entfernt halten, so wie ich selbst 
mir, nie erlauben werde, ein Urtheil über einmal aufgenommene Aufsätze 
zu fällen oder dieselben mit kritisirenden Bemerkungen zu begleiten. Ich 
wünsche diese gelegentlichen Benrerkungen: von den Lesern des Archivs 
als eine allgemeine Erklärung aufgenommen zu sehen. 

Was übrigens die in dem obigen Aufsatze behandelte Aufgabe insbe- 
sondere ‘betrifft, so scheint mir dieselbe ihres Interesses wegen wohl auch 
eine ganz allgemeine analytische, von der allgemeinen Gleichung der Linien - 
des zweiten Grades ausgehende Behandlung zu verdienen. Vielleicht möchte 
auch eine rein geometrische Auflösung derselben zu bemerkenswerthen Re- 
sultaten führen. 
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XXXVE. 
Fibonacei, der erste christliche Verfasser eine 
Abhandlung über die Alsebra*). , 


Von dem 


Herrn Doctor Gerhardt 


Lehrer am Gymnasium zu Salzwedel. 


Unter der Menge kleiner Staaten, in. welche Italien gegen 
Ende des 12ten Jahrhunderts getheilt war, zeichneten sich beson- 
ders die Republiken Venedig, Genua, Pisa aus, deren Hauptstädte 
während der Zeit der Kreuzzüge sich des ganzen Handels nach 
dem Orient bemächtigt hatten. Sie waren dadurch reich, mächtig, 
blübend geworden. Genuesische und Pisanische Kaufleute hatten 
Niederlagen auf der Nordküste Afrıkas, auf den Inseln. des Archi- 
pelagus, in allen grossen Städten des Orients, und kamen hier 
überall mit den Arabern in Berührung, die damals die Träger der 
Wissenschaften waren. Auf ihren Reisen dahin sammelten die ita- 
lienischen Kaufleute ausser ungeheuerm Reichthümern einen Schatz 
neuer Anschauungen und neuer Kenntnisse, die sie wiederum in 
ihrer Heimath verbreiteten. So erhielten die Christen von den 
Arabern fast gleichzeitig die Algebra und die Boussole, so wie 
auch die Philosophie des- Aristoteles. 

Ein Kaufmann aus Pisa, Leonardo Fibonacei **), ist der erste 
christliche Verfasser einer Abhandlung über Algebra. Von den Le- 
bensumständen dieses Mannes kennen wir nur das Wenige, was er 
selbst in der Vorrede zu seinem ersten und wichtigsten Werke, 
dem Abbacus, das im Jahre 1202 lateinisch geschrieben ist, er- 
wähnt. Leonardo war noch Knabe, als ihn sein Vater, der die 
Rechte der pisanischen Kaufleute an der Douane von Bougia in 
Afrika wahrnahm, zu-sich rief, um ihn seines künftigen Berufes 
wegen in der Arithmetik unterrichten zu lassen. Die Nordküste 
Afrika’s war damals im Besitz der Araber, welche besonders die 


*) Nach Libri hist. des math. en Italie Tom. II. gearbeitet. 

°®) Der Name Fibonacei ist aus filius Bonacei zusammengezogen, denn das 
Manuscript des Abbacus in der Magliabechischen Bibliothek zu Florenz 
aus dem lAten Jahrhundert beginnt mit den Worten: Incipit liber abbaci 
compositus a Leonardo filio Bonacei pisano, in anno 1202. Zahlreiche 


Beispiele ähnlicher Zusammenziehungen finden sich noch jetzt in tosca- 
nischen Familiennamen. 
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Algebra mit Hülfe des indischen Zahlensystems, das sie sich ange- 
eignet, weiter ausgebildet hatten. Hier lernte Leonardo ‚das; indi- 
sche Zahlensystem kennen. Auf seinen Reisen, die er später durch 
"Aegypten, Syrien, Griechenland, Sieilien und die Provence in Han- 
delsgeschäften unternahm, überzeugte er sich besonders von den 
Vortheilen, die dasselbe vor.allen andern, in jenen Ländern ange- 
nommenen Rechnungsweisen voraus hatte. Desshalb beschäftigte 
er sich ernstlich damit, benutzte die Geometrie des Euklid und ver- 
fasste so das oben rerwähnte Werk in 15 Capiteln, von denen’ das 
letzte eine Abhandlung über: Algebra enthält, auf die wir weiter 
unten zurückkommen werden. Vom Jahre 1202, wo Fibonacei zu- 
erst den Abbacus herausgab, bis 1220 fehlen alle Nachrichten über 
unsern Schriftsteller; im .letztern erschien von ihm ein zweites 
Werk, practica geometriae *), worauf 1228 eine zweite Ausgabe 
des Abbacus mit Zusätzen folgte. Ausser diesen beiden Schriften 
verfasste Fibonacci noch eine Abhandlung über die Quadratzahlen 
(man weiss nicht, in welchem Jahre), deren Manuscript sich in 
neuester Zeit nicht wieder hat auffinden lassen, die aber nach den 
Zeugnissen von Lucas Paciolo und Ghaligai sehr geistreiche Unter- 
suchungen über die Zahlen enthielt. 

Das ist Alles, was sich über Fibonacci’s Lebensumstände bei- 
bringen lässt. Kein gleichzeitiger Historiker gedenkt seiner;. dess- 
halb ist auch das Jahr seines Todes unbekannt. Nur das weiss 
man noch, dass Fibonacci von seinen Mitbürgern mit dem Spott- 
namen Bigollone belegt wurde, indem er wahrscheinlich ganz sei- 
nen liebgewonnenen Studien sich hinpgab, und den Handel, die be- 
liebteste Beschäftigung seiner Mitbürger, vernachlässigte. Seine 
Werke blieben bis auf unsere Tage in dem Staube der Bibliothe- 
ken vergraben; Commandin, der gelehrte Uebersetzer der griechi- 
schen Geometer, gedachte einst die Practica geometriae durch den 
Druck zu veröffentlichen, aber der 'V’od hinderte ihn daran. | 

Unter den Schriften Fibonacci’s ist das wichtigste der Abbacus, 
das, wie schon erwähnt, in 15 Capitel getheilt ist **) und unter 





°) Der vollständige Titel desselben ist: Ineipit pratica geometrie compo- 
sita aleonardo Bigollosio fillio Bonacii pisano, in anno MCCXXT 


®®) Das Inhaltsverzeichniss derselben möge hier eine Stelle finden: ” 

1) De cognitione novem figurarum Yndorum et qualiter cum eis om- 
nıs numeris scribatur, et qui numeri et qualiter retineri debeant 
in manibus et de introductionis abbaci. a 

2) De multiplicatione integrorum numerorum. 

3) De additione ipsorum ad invicem. 

4) De extractione minorum numerorum ex majoribus. 

5) De divisione integrorum numerorum per integros. 

6) De multiplicatione integrorum numerorum cum ruptis, atque rupto- 
rum sine sanis. 

7) De additione‘ et extractione et divisione numerorum integrorum 
cum ruptis atque partium numerorum in singulis partibus re- 
ductione. 

8) De emptione et venditione rerum venalium et similium. | 

9) De barattis rerum. venalium et de emptione bolsonaliae et quibus- 
dam regulis similibus. yd 

10) De societatibus factis inter consocios. u. 

11) De consolamine monetarum ‚atque.eorum regulis quae ad conso- 
lamen pertinent. L yedae | 
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andern eine Darstellung des indischen Zahlensystems und in dem 
letzten Capitel eine Abhandlung über Algebra enthält. Da dieses 
Capitel in dem 2ten Theile von Libri’s Geschichte der Mathematik 
in Italien vollständig abgedruckt ist, so können wir uns genau 
von seinem Inhalte überzeugen. Es besteht aus 3 Theilen: in dem 
ersten ist über Proportionen, im zweiten über geometrische Pro- 
bleme, im dritten über Algebra gehandelt. Dieser letzte Theil ist 
der interessanteste des ganzen Werks; jedoch zeigt eine Ver- 
gleichung desselben mit dem bekannten Werke Mohammed ben Mu- 
sa’s, dass Fibonacci bei der Abfassung desselben das berühmte 
Werk dieses arabischen Schriftstellers vor sich’ hatte und darnach 
arbeitete. Er giebt zuerst dieselben Erklärungen , betrachtet dar- 
auf dieselben sechs Fälle von Gleichungen, nämlich.drei einfache, 
wohin die Gleichungen von der Form | 
Er ED ad, KU, 
gehören,. und drei zusammengesetzte, d. h. Gleichungen von der Form 
ax? +lz —c, 2£’—=azxz-+Lb, x’ Hai. 

Bei der Lösung. dieser Fälle verfährt Fibonacci ebenso ganz auf 
dieselbe Weise, wie Mohammed ben Musa; er giebt immer zuerst 
numerische Beispiele, darauf die allgemeine Regel für die Lösung 
jedes einzelnen Falles ohne Beweis. In allen Fällen werden, eben- 
falls nach dem Beispiel der. Araber, sämmtliche Glieder der Glei- 
‚chungen als positiv angenommen. “Zuletzt folgt der Beweis, der 
in einer geometrischen Construction der Gleichung besteht. Das 
Ganze beschliesst eine Menge von Aufgaben, von denen jede auf 
einen der oben erwähnten sechs Fälle zurückgeführt wird. 

Demnach scheint dieser algebraische Theil nur eine Bearbei- 
tung des oben erwähnten arabischen Werkes zu sein. Die Wissen- 
schaft selbst ist hier von.Fibonacei hicht weiter gefördert, denn er 
lässt ebenso wie die Araber, die zweite ‚Wurzel bei der Lösung 
der ‚Gleichungen des zweiten Grades unberücksichtigt; ja er. ist 
nicht einmal so weit gegangen, als Mohammed ben Musa, der 
die Existenz der zweiten Wurzel wenigstens für die Gleichung 
ax?” + b=cx angedeutet hatte. 

Wir sind jedoch weit entfernt, diesen Mangel Fibonacci zum 
Vorwurf zu machen; ‘seine Schriften zeichnen sich nicht allein vor 
denen seiner Zeitgenossen, sondern auch vor denen eines Baco, 
eines Räimundus Lullus, eines Albert des Grossen, ‘die nach ihm 
schrieben und die ausgezeichnetsten Männer ihrer Zeit waren, 
rühmlichst aus, indem sie nur Wahrheiten enthalten, anstatt dass 
man in den Werken der damaligen Zeit den finstersten Aberglauben 
mit einzelnen richtigen Aussprüchen und Urtheilen gepaart findet. 


12) De Solutionibus multarum - positarum quaestionum quas erraticas 
appellamus. 
13) De regula eleatayin, qualiter per ipsum fere omnes erraticae'quae- 
stiones solvantur. \ : WET 
14) De reperiendis radieibus -quadratis et cubiis et multiplicatione et 
divisione seu extractione earum in se, et de tractatu binomiorum 
‘ et recisorum et eorum radieium. j 
15) De regulis et proportionibus geometriae pertinentibus, de quaestio- 
nibus algebrae et almachabelae. | 
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Fibonacci hatte auch bei der Abfassung seines Abbacus nur das 
rein Praktische im Auge *); er wollte seine Mitbürger mit den Vor- 
theilen bekannt machen, die das indische Zahlensystem in der 
Rechnung vor denen voraus hatte, die bisher in Italien und andern 
Ländern gebräuchlich waren. Dies ist sein Hauptverdienst, wofür 
ihm die Nachwelt den grössten, Dank schuldig ist. — 

Da aber die übrigen Schriften Fibonaceci’s erwähnt worden 
sind, so möge jetzt noch eine kurze Beschreibung derselben fol- 
gen. Die Practica geometriae ist ein sehr voluminöses Werk, das 
ın 8 Distinetionen eingetheilt ist und von dem verschiedene Manu- 
scripte  existiren, die beweisen, dass es der Verfasser mehrmals 
überarbeitet hat. Den Hauptinhalt desselben bilden Untersuchungen 
über die Ausmessung der Körper; besonders zu bemerken ist aber, 
dass darin das Theorem vorkommt, in welchem die Fläche eines 
Dreiecks durch die 3 Seiten bestimmt wird, ein Satz, der sich schon 
in den Schriften Brahmeguxta’s findet **). Fibonacci hat ihn wahr- 
scheinlich aus einer Schrift des Juden Savosarda entlehnt, ‘der im 
i2ten Jahrhundert lebte und dessen Werk von Plato von Tivoli 
ins Lateinische übersetzt ist. Indessen werden auch in der Practica 
geometriae algebraische Gegenstände abgehandelt; so findet sich in 
der zweiten Distinetion die Ausziehung der Quadratwurzeln, in der 
fünften die der Cubikwurzeln und am Ende des Werks Probleme 
aus der unbestimmten Analysis. .. 98 

Fibonacci hat auch eine Abhandlung über die Quadratzahlen 
‘geschriehen, die von ihm selbst, von Lucas Paciolo, Ghaligai, Xy- 
lander und Baldi erwähnt wird, die aber in neuester Zeit nicht 
wieder hat aufgefunden werden können. Paciolo hat einen Theil 
derselben seiner Summa arithmetica einverleibt, und Ghaligai scheint 
alles das daraus entnommen zu haben, was er über unbestimmte 
Analysis sagt. Aus einer Vergleichung‘ beider Schriften lässt sich 
die Behauptung Xylander’s, Fibonacci habe diese Abhandlung aus 
der Arithmetik des Diophantus entlehnt, zurückweisen; beide haben 
keine Aehnlichkeit mit einander. Fibonacei giebt unter andern 
darin die Summe der Reihe der natürlichen Zahlen, die ihrer Qua- 
drate, so wie auch die allgemeine Formel zur Bildung arithmeti- 

»scher Dreiecke; es findet sich auch daselbst die Lösung eines be- 
sondern Falles von dem schwierigen Problem: eine Quadratzahl 
zu finden, so dass, wenn man zu derselben eine gegebene Zahl 

' addirt oder davon subtrahirt, sie immer ein Quadrat bleibt. | 


- 


*) Sane hie liber magis quam ad theoricam spectat ad practicam, sagt er 
in der Vorrede. 

*#) Vergl. die historischen Notizen, die Chasles über dieses Theorem in 
seiner Geschichte der Geometrie (p. 480 ff. der Uebersetzung von 
Sohnke) beibringt. Derselbe sagt, dass es sich in der Practica geome- 
triae nach der Art der Araber bewiesen findet; hieraus könnte man 
schliessen, dass Fibonacei es unmittelbar von den Arabern entlehnt 
habe, und nicht von Savosarda, wie Libri meint, zumal da in dem 
Werke des letztern der Beweis fehlt. 
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XXXVI 


Ueber den Ursprung und die Verbreitung un- 
seres gegenwärtigen Zahlensystems *). 


Von: dem 


Herrn Doctor Gerhardt 


Lehrer am Gymnasium zu Salzwedel. 


Zwischen Libri und Chasles, dem Verfasser des ‚‚Apergu histo- 
rique sur l’origine et le developpement des methodes en Geometrie. 
etc. Brux. 1837‘ (ins Deutsche übersetzt von Sohnke) ist in neue- 
ster Zeit ein heftiger Streit über den Ursprung unseres gegenwär- 
tigen Zahlensystems ausgebrochen. Jener behauptet, dass die 
Christen dasselbe den Arabern zw verdanken hätten und dass na- 
mentlich Fibonacei zuerst die Kenntniss desselben verbreitet habe; 
dieser meint, dass unser Zahlensystem aus dem der Griechen und 
Römer entstanden sei, und will das erste Vorkommen desselben 
den Werken des Boetius vindicirt wissen, der es wiederum. den Py- 
thagoräern zuschreibt. Libri hat jedoch die külnen Hypothesen 
und irrigen Ansichten des letzteren genügend widerlegt,. und Chas- 
les selbst hat in einer Note am Ende seines Werkes seinen Irrthum 
bekannt. Die Stelle des Boetius, auf welche Chasles seine Ansich- 
ten basirt und die man in dem oben genannten Werke vollständig 
abgedruckt findet, beweist weiter nichts, als dass man sich zur 
‚Zeit des Boetius gewisse Abkürzungen in der Multiplication und 
Division erlaubte, und besonderer Kunstgrifie und Zeichen dabei 
bediente, wie es schon seit den ältesten Zeiten Sitte war, und die 
KFibonacei auch auf seinen Reisen fand. Chasles hatte sich durch 
diese Stelle zu der offenbar irrigen Ansicht verleiten lassen, dass 
die Zahlensysteme der Griechen und Römer von dem unsrigen nur 
wenig verschieden wären, denn beiden läge eine Progression nach 
Zehn zu Grunde und beide drückten irgend eine Zahl auf dieselbe 
‚Art durch Einer, Zehner, Hunderte, Tausende u. s. w. aus mit 
Hülfe der neun Grundzahlen Eins, Zwei, Drei, ... .. Neun. Aber 
es ist-bekannt, dass unser Zahlensystem von denen der Alten sich 


°). Ausser Libri hist. des math. en Italie ist hierbei noch benutzt Chasles 
Geschichte der Geometrie übersetzt von Sohnke, und Hüllmann über 
das Städtewesen des Mittelalters. 
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hauptsächlich dadurch unterscheidet, dass einmal in dem unsrigen 
der Werth der Ziffern von ihrer Stellung abhängt,. und zweitens 
dass wir aus den neun Zahlzeichen mit Hülfe der Null, deren 


lateinischer Name Zephirum offenbar arabischen Ursprungs ist, alle 


Zahlen bilden, anstatt dass die Griechen und Römer zur Bildung 
der Zahlen über. Zehn hinaus neuer Zeichen sich bedienten. Ausser- 
dem werden auch unsere gegenwärtigen Zahlzeichen von allen 
christlichen Schriftstelleru, die in der frühesten Zeit über Arithme- 
tik und Algebra schrieben, wie Fibonacei, Sacrobosco, Jordanus, 
Valla, u. a..m. indische genannt. Sg 
Eine andere Frage ıst aber die, ob nicht vielleicht schon vor 
Fibonacci unser gegenwärtiges Zahlensystem von den Arabern zu 
den Christen herübergekommen ist. Libri sagt, es gäbe Manu- 
scripte von ungewissem Datum, die vor dem Jahre 1202 abgefasst 
zu:sein schienen ‚und in welchen sich neun Zahlzeichen fänden, 
deren Werth von ihrer Stelle abhivge; aber sie schienen sämmtlich 
von Juden geschrieben oder von Christen während ihres Aufenthal- 
tes bei den Mauren in Spanien, und entschieden desshalb nichts 


über die erste Einführung unseres Zahlensystems bei den Christen *). . 


Nun ist_es aber bekannt, dass es namentlich. die Juden waren, 
welche den Verkehr zwischen Arabern und Christen vermittelten. 
Ueberall zerstreut und mit Handel beschäftigt hatten sie sich in 
Asien, in Europa und Afrika ausgebreitet. Die zahlreichen Syna- 
gogen, welche sie im Süden Frankreichs, in Spanien und Italien 
hatten, correspondirten mit einander. Sie übersetzten eine grosse 
Menge griechischer und arabischer Werke über Astronomie, Philo- 
sopbie ued Medicin. Sollten sie bei diesem Geschäfte sich nicht 


5. | 


auch mit dem Inhalte der Werke, die sie unter den Händen hatten,’ 


befasst, und die arabischen Zahlzeichen, die überall.in diesen Wer- 
ken vorkommen mussten, bloss copirt "haben, ohne ihren Werth 


kennen zu lernen? Es lässt sich wohl annehmen, dass sie bei 


ihren fortwährenden Correspondenzen auch einander ihre Kennt- 
nisse mittheilten, und dass eine Mittheilung des arabischen Zahlen- 
systems, das vor allen übrigen damals gebrauchten so grosse Vor- 
theile gewährte, an ihre Glaubensgenossen, bei ihrem entschiede- 
nen Hange zu Handel und Gewinn, gewiss nicht unterblieb. Gleich- 
wohl muss man gestehen, dass alles das, was von den Juden, einem 
verachteten und mannichfach gedrückten Volke ausging, von den 
sich erhäben dünkenden Christen verabscheut wurde, | 


- Was nun aber die Christen betrifft, die nach Spanien gingen, 


um sich bei den Mauren zu unterrichten, so ist wohl nicht wahr- 





rl 
- 


*) Libri bleibt in seinen Behauptungen nicht consequent; denn auf Seite 
298- ff. führt er ein Manuscript an, das im Jahre 1134 mit Hülfe eines 
Juden aus dem Arabischen übersetzt ist und Arithmetik enthält. Ainsi 
ce manuscript, fährt er fort, ne peut fournir aucun argument contre la 
priorite de l’Abbacus de Kibonacei, qui cependant (comme, nous le re- 
connaissons avee la.plupart de ceux qui ont discute ce point de I’hi- 
stoire des sciences) n’a pas &te le premier ouvrage latin ou l’on 
ait employe les chiffres arabes, mais qui, jusqu’A ce que d’autres faits 
viennent. prouver le contraire, doit etre consider comme le premier 
trait€ avec date certaine eerit originairement en -latin par un Chretien, 
ou les regles de la 'nouvelle arithmetique se trouvent expos£es. 
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scheinlich, dass sie ihre dort erworbenen Kenntnisse für sich be- 
hielten und die Ausbreitung derselben unter ihren Landsleuten un- 
terliessen. Als Beispiel mag hier der bekannte Gerbert erwähnt 
werden, der zu seiner Ausbildung nach Spanien zu den Sarazenen 
gegangen war und nach seiner Rückkehr, im Jahre 999 unter dem 
Namen Sylvester II. den päpstlichen Stuhl bestieg. Auf seinem 
Rückwege verbreitete er eifrigst seine Kenntnisse, aber die Un- 
wissenheit seiner Zeitgenossen war so ungeheuer, dass man ihn 
seiner neuen‘ Lehren wegen verketzerte und der Magie anklagte. 
Seine geometrischen Schriften behandeln zwar nur die elementar- 
sten Gegenstände, aber unmöglich kann diess' Anlass zü zweifeln 
geben, ob Gerbert wirklich seine Kenntnisse den Arabern verdankt, 
wie Chasles zu behaupten geneigt ist; vielmehr beweist, es meiner 
Meinung nach, dass Gerbert ein guter Pädagog war, der erkannte, 
dass die hohen Kenntnisse, die. er bei den Arabern gewonnen hatte, 
für seine Landsleute eine zu unverdauliche Speise waren. Von grös- 
serer Wichtigkeit scheinen seine arithmetischen Schriften zu sein, 
die grösstentheils noch unedirt in der Bibliothek des Vatikan liegen. 
Es findet sich darin nach der Behauptung Chasles ein Zahlensystem, 
von dem damals gebräuchlichen lateinischen verschieden ist. Der 
Thätigkeit und dem. Lehreifer Gerberts verdankte namentlich die 
Schule zu Rheims ihre Blüthe. Wissbegierige Männer strömten aus 
Frankreich und Deutschland herbei, um sich unter ihm zu bilden, 
und die hinterlassenen Manuscripte eines Adalboldus, Bischofs von 
Utrecht, eines Heriger, Abts von Laubes, und Bernelius, ‘die sämmt- 
lich seine Schüler waren, beweisen, dass Gerbert denselben: seine 
bei den Arabern gewonnenen Kenntnisse mittheilte.- Sie setzten 
das angefangene Werk ihres Meisters eifrigst fort, und noch im 
12ten Jahrhundert gewährten -die Bäume Schatten und Früchte, 
welche Gerbert im 10ten zu-Rheims gepflanzt hatte. Durch Spröss- 
linge davon sind in Frankreich und Deutschland verschiedene 
Stämme unmittel- oder mittelbar veredelt worden. Solange jedoch 
die bisher in dem Staube der-Bibliotheken vergraben liegenden 
Manuseripte nicht veröffentlicht werden, lässt sich über die 'V'hätig- 
keit und Wirksamkeit Gerberts, wie seiner Schüler, nichts behaup- 
ten, und Franzosen und Deutsche müssen ver der Hand zugestehen, 
dass zuerst von Italien aus durch Fibonacei unser gegenwärtiges 
. Zahlensystem in Europa verbreitet worden ist. Das steht aller- 
dings fest, dass in Deutschland die Geistlichen, denen die Sorge 
‘des Unterrichts oblag, im 1lten, 12ten, 13ten Jahrhundert an nichts 
weniger dachten, als für Bildung thätig zu sein. Seitdem hohe, 
wie niedrige Stellen käuflich wurden, seitdem die hohe, wie die 
niedrige Geistlichkeit dahin strebte, immer mehr weltliche Macht 
sich zu verschaffen, seitdem jene den lebhaftesten Antheil an der 
Politik nahm, und diese sich sogar mit Handel: befasste, da gingen 
auch die letzten Spuren der ächten, wissenschaftlichen Bildung ver- 
loren. Der ‚Unterricht beschränkte sich auf nothdürftiges Lesen und 
Schreiben. Es blieb ihnen keine Zeit übrig, an ihre eigene- Aus- 
bildung zu denken, fortwährende Streitigkeiten mit den: Bürger- 
schaften, in deren Nähe sie wohnten, über Gerichtsbarkeit und welt- 
liche Macht nahmen ihre gänze Thätigkeit in Anspruch, und sie 
hielten mit aller Gewalt, die ihnen zu Gebote stand, das Volk in 
Unwissenheit zurück und binderten jedes kühne Emporstreben. 


= 
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Dies änderte sich jedoch, als in Folge der Kreuzzüge ein kräf- 
tiger Bürgerstand sich zu bilden anfing, der sich besonders mit 
Handel beschäftigte und zur Förderung des Kunstfleisses sehr tbä- 
tig war. Zur Zeit Friedrichs Il, des grossen Hohenstaufen, kam 
eine grosse Handelsstrasse von Wien nach Venedig in Gang, da 
um diese Zeit Constantinopel aufhörte, Hauptniederlage der. mor- 
genländischen Güter zu sein und die Venetianer dieselbe in ihrer 
Stadt einrichteten. Schon seit der Mitte des 13ten Jahrhunderts 
zogendie reichen Kaufleute von Augsburg, Nürnberg, Ulm, Mem- 
mingen, über die Alpen nach Venedig, und 1268 dachte man da- 
selbst auf die Anlegung eines eigenen Kaufhauses für die Deut- 
schen. Aber nicht allein gingen deutsche Kaufleute nach’ Italien 
und verweilten dort längere oder kürzere Zeit, sondern auch Itali- 
ener, besonders Venetianer, Florentiner, Lombarden, besuchten die 
grossen Handelsplätze Mitteleuropas, und erhielten die Erlaubniss, 
sich daselbst häuslich 'niederzulassen. Grösstentheils war das Wech- 
selwesen in Deutschland, Frankreich, England, in den Niederlanden 
in den Händen Italienischer Kaufleute, von, denen die meisten aus 
der Lombardei und Toscana gebürtig waren, besonders aus Florenz 
und Siena. Damals, bei diesem wechselseitigen Verkehr, geschah es 
wahrscheinlich, dass die Deutschen zum zweiten Male mit unserem 
gegenwärtigen Zahlensysteme bekannt wurden, nachdem der von 
Gerbert ausgestreute Same längst spurlos verschwunden war. Denn 
Libri zeigt, dass es damals in allen Städten Italiens Mathematiker 
gab, besonders in Florenz, wo lange Zeit die von Fibonacei ge- 
gründete Schule blühte. Alle Bibliotheken: Italiens, Frankreichs, 
Englands und Deutschlands enthalten eine Menge Manuscripte, die 
von Italienern über verschiedene mathematische Gegenstände im 
lAten und 1öten Jahrhundert geschrieben worden sind, und in eini- 
gen wird ausdrücklich bemerkt, dass sie für Kaufleute bestimmt 
waren, für welche die Kenntniss der Algebra Bedürfniss war. Ge- 
wiss brachten damals. auch deutsche Kaufleute solche Manuscripte 
in ihre Heimath‘ oder im Auslande lebende Italiener verbreiteten sie 
in ihrem neuen Vaterlande. Und wahrlich, es gereicht Deutschland 
zur Ehre, dass dieser neue Same auf keinen. unfruchtbaren Boden 
fiel; denn in der That, seit dem Anfange des 16ten Jahrhunderts 
wurde in Deutschland und von Deutschen eine Menge, namentlich. 
arithmetischer Schriften, verfasst, deren Titel ‚‚die coss, Wälsche 
Practica, u. s. w.“ zwar italienischen Ursprung verrathen, die aber 
nichts destoweniger der Deutschen eigenthümliche Fortschritte in 
der Behandlung der Aritlmetik zeigen *). Hierher gehört beson- 
ders der Gebrauch der Zeichen — und —, die nach Libri’s aus- 
drücklicher Bemerkung in den Manuscripten. italienischer Mathema- 
tiker dieser Zeit nicht vorkommen. Gewiss wird auch noch mehr 
dergleichen, was den Deutschen zum Ruhme gereicht, zu Tage ge- 
fördert werden, wenn ein deutscher Mathematiker, der Gelegenheit 
hat, die Bibliotheken Nürnberg’s, Wien’s, München’s, Augsburg’s 
u. s. w. zu benutzen, sich mit der Lösung der von der Fürstlich 
‚Jablonowskischen Gesellschaft zu Leipzig für das Jahr 1842 ge- 


- 


*) Vergl. Drobisch de Joan. Widmanni Egerani Compendio Arithmeticae 
mercatorum, wo p. 33. gezeigt, wird, dass Rechnungsbeispiele aus dem 
Abbacus Fibonacci’s sich bei Weidmann finden. 
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stellten - Preisaufgabe befassen sollte, ob es nämlich vor Rudolff von 
Jauer deutsche. Kossisten gegeben habe, welche die Algebra auf 
eigenthümliche Weise ausbildeten. 


= 


XXXVI. | 
Ueber eine Aufgabe der praktischen Geometrie. 
| Von dem 


Herrn Prof. ©. A. Bretschheider 
in Gotha. 


Im ersten Theile von Meier. Hirsch’s Sammlung geometrischer 
Aufgaben findet sich folgendes Problem in '$. 149. vorgelegt: aus 
den drei Spitzen eines gegebenen Dreieckes wird ein 
Thurm gesehen, dessen Fuss mit dem Dreiecke in Einer 
‘Ebene liegt; die Winkel, unter welchem er aus densel- 
ben erscheint, sind gegeben: man soll die Entfernung 
des Thurmes von jedem dieser drei Punkte finden. Die 
Lösung hat der Verfasser dadurch erhalten, dass er zwei Hülfs- 
linien einführt, x und 7, welche zuletzt aus zwei Gleichungen ge- 
funden werden müssen, von denen die eine vom ersten und die 
andere vom zweiten Grade ist. Die Coefficienten dieser Gleichun- 
gen sind aber bereits so zusammengesetzt und so wenig elegant 
oder symmetrisch gebaut, dass Meier Hirsch sich begnügt hat, die 
erwähnten Endgleichungen aufzustellen und die wirkliche Entwicke- 
lung von 2 und % auf die jedesmalige numerische Rechnung zu 
verweisen. 

Indessen lässt die vorgelegte Aufgabe eine sehr einfache und 
auch ziemlich elegante Lösung zu: - Bezeichnet man nämlich die 
Winkel des gegebenen Dreieckes mit ADC, ihre Gegenseiten mit 
abe, die Höhe des Thurmes mit #, seine Abstände von den Drei- 
ecksspitzen ZBC bezüglich mit a@,d,c,, ferner die zwischen «@, 
und ce, und zwischen 4, und e, am Fusse des T'hurmes liegenden 
Winkel, respective mit o und #, und nennt endlich die Winkel, 
unter welchen der Thurm von ABC aus gesehen wird, der Reihe 


nach «aßy, so ist die Auflösung: in folgenden einfachen Formeln 
enthalten: 


a? cot ?@ +5? cot 28 —c? cot ?y 


cos (C+o-+u)= 2ab cot @ cot B 
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ec? ' 
A MRBEEENS SE ud u BRENEETEN llR een nen Yan 3 

Äh cot ?« + cot ?B — 2cot @ cot P cos (6%)? 
a, —r% cot 0, db, N c0t 9, C, - HK Co 


Die Aufgabe hat übrigens eine doppelte Lösung, da O+0o+% 
kleiner oder grösser als 180° sein kann. Die Be auf welchen 
vorstehende Formeln beruhen, sind sehr einfach. . Es bildet 
nämlich der Fusspunkt des Thurmes mit den Spitzen des gegebe- 
nen Dreieckes ein Viereck. Nun habe ich aber in einem bereits 
früher in diesem Archive mitgetheilten Aufsatze, die trigonometri- 
schen Relationen des geradlinigen Viereckes betreffend, den Satz 
bewiesen, dass in jedem beliebigen Vierecke das Quadrat 
des Produktes: beider Diagonalen gleich ist der Summe 
der Quadrate von den Produkten je zweier Gegensei- 
ten, weniger dem doppelten Produkte aller vier Seiten 
in den Cosinus der Summe zweier Gegenwinkel. Dies auf 
das vorliegende Viereck angewendet: giebt die Gleichungen: 


ara,” — b?b,? + e?c,7— 2bb,cc,»cos’(C-+-o-+-%) 
4b,’ —=a°a,”—+c?c,’ —Raa,cc, cos (2 — o) 
c:c,?=a°ra,: bb," — Ul,aa, cos (A—%) 
Substituirt man hierin die Werthe von @,6,c, aus den Gleichungen 
a, —h cot.d,. 2, —A cot. ß, ce, =eih,.cot' Y } 
so fällt 4° als gemeinschaftlicher Factor auf beiden Seiten ganz 
heraus, und man erhält: 
2be cot ß coty. cos(C+-0o-+-2)—a? cot?’a-+b? cot?’P—c? cot 2Y, 
2ae cota eoty cos(B—0) Zu? cot?u—Öb? cot’Pre? cot?y 
2ab cot@ cotß cos(A—au) a? cot 24-40? cot Be? cot = 


woraus die Winkel ö und # gefunden werden. . Nur: bleibt ‚hierbei 
die in der»Natur dieser Aufgabe liegende Zweideutigkeit zurück, ob 


C+o+uZ180° ı und mithin B<o und AZu 


„d.h. ob der Fuss des Tihurmes innerhalb oder ausserhalb des: 
PN Kl Dreieck A2C beschriebenen Kreises liegt. Lässt sich die- 
ser Punkt nicht anders woher entscheiden, so hat die Aufgabe zwei 
Lösungen. Es ist nun aber ferner 
ce —=a,”’—+b,”’— ?a,b, cos (+ 2%) 

— h*(cot ?@ + cot ?P— ?cot.a cot P cos (o-+-)) 
woraus sich sofort 2% und mit dessen Hülfe unmittelbar @,Ö,c, er- 
giebt. Wollte man der Sicherheit ‚der Rechnung halber oder aus 
einem anderen Grunde älle drei Werthe von 7 berechnen, so würde 
die Rechnung am schicklichsten nach folgenden transformirten, 
Ausdrücken angestellt werden. Man setze 


s 


‚acot 0a, «6 cot a ce cot y=t 


so Ist 
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(abc) abe) ' 
Y,la+rbrı ar). 


’ Ki (a+bd—e) -arb+0 
tang (B-)=EYTG Haar 


ki EEE 
tang 3 CH +) =E N) rd) arg 


dann berechne man die Hülfswinkel 9,9,9, aus den Gleichungen: 
cos 2p, = cos 2ß cos 2y-+-sin 28 sin 27 cos 
cos 2p, — cos 20 cos ?2y-+- sin 2% sin 2y cos 0 
cos ?p, = cos 2a cos 2 —-sin 2a sin 26 cos (o--%) 


so wird 


tang 4 A— ao) == 


jr asiınß siny_. DSinesiny_..cısinesinß - 
Sir pr. mn SA sin g, 
woraus sich wiederum #,%,c, unmittelbar ergeben. — Beispiels- 


halber füge ich noch die Resultate einer Rechnung bei, die nach 
folgenden Daten geführt wurde: 
c = 1370,059. = 9° 5% 
= 810,447 = 10° 35' 
a 1071295 a==12° 1A. 
Dies gab zuvörderst: | | EN 
c—=120° 11’ 8”,88 und ce = 7850,085 
B= 33 18 39 ‚66 — 4658,687 
A= 2% 30 11,16 ° a==3262,180. 
Hieraus ergab sich nun in dem einen Fall, nämlich A x, 
o+-u=15° 233 25",96 ec, = 1282,52 
. o—=A2 28 50,0 2, =1197,9 2 223,836 
u—32 54 35,96 «a, 1032,37 
_ für den andern Fall 4 > « hingegen wurde 
o-+-u—44° 14 107,28 c, = 2058,26 
0 =M 889,32 2, —1R2,59 k— 359,224 
u—=0 5 46,96 a, — 1656,81 
‚gefunden. 


Ich bemerke bei. dieser Gelegenheit, dass das-Pothenot’sche 
Problem sich mittelst der von mir für das geradlinige Viereck auf- 
gefundenen Relationen ebenfalls sehr schnell und direkt lösen lässt. - 
Behält man nämlich die Bezeichnung des Vorhergehenden bei, in- 

dem man den‘Fusspunkt des "Thurmes als vierten Punkt. betrach- 
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tet, der durch die gemessenen Winkel o und gefunden werden 
soll, so ist- jederzeit, wenn man zur Abkürzung die Hülisgrössen | 
oßy mittelst der Gleichungen | 


«sin (I—»)=a 
ß sin (B—o)=DÖ 
Y sin (C-+-0-+2) =c 
einführt, unmittelbar. und ganz allgemein: 
ßy sin (A—%) 
VB? + y?—2By cos u 
Zi ey sin (B—o) 
700 #Va?ry?—2y 00so 
aß sin (C-+0-+-%) 
+V a? +? —2%aß cos (o-Fu) 
wobei von den ‚beiden Zeichen im Nenner stets dasjenige genom- 
men werden muss, was die Werthe von @,d,c, positiv macht. 


N 





AXXIX. 


Einige Eigenschaften der binomischen Koefli- 
- zienten. 


Von 
Herrn ®O. Schlömilch 


zu Wien. 


I. Eine wichtige Rolle spielen die Binomialkoeffizienten bei _ 
folgender Untersuchung: 


Es sollen die Bedingungen aufgefunden werden, unter welchen 
die beiden unendlichen Reihen 


a7 t+u.2” 0,2%’ ..... + a0 HH .. .()) 
b AR N een +2, u KRRPRN. Eweei- :&) 


deren Convergenz vorausgesetzt wird, identisch sind. 
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Man erhält aus der zweiten Reihe durch Entwickelung aller 
Glieder: 


b,2 —b,2”—+ b,x° — eo Ne lohlbeinnal os rn, b, h wur] n.. 
ea ee er nzg ., 
+ b,| —....:. | en; 2, ie 
(3) 
ehr Nn—2bn Inter se ini 6 
— An—1Ön +... 
+27 In ee 


- Folglich durch Vergleichung mit (1) 


b, =a,d.,—=b, ta, b, =, — b,ta,... us f. 
=a,+@ = a,t?e. -+e, 


Diess scheint auf folgendes Gesetz zu deuten: 
2. —(n—1),a,+(R—1),a,+(2—1),2,-+....+(2— 1)2-1@.. (A) 


Wir wollen nun annehmen, dass diese Relation für diesen und 
alle vorhergehenden Koeffizienten richtig sei und dann den folgen- 
den Koeffizienten 6,51 daraus ableiten. Durch Vergleichung der 
allgemeinen Glieder von (1) und (3) erhält man sogleich: 


On = Nn—10n — Nn- abn—ı + Nn—30n—2 —.r1r.00% + @n-H- 


Folglich, wenn wir jeden der Koeffizienten 6,, 2-1, .... aus der 
Formel (4) bestimmen: 


anna» —1),a, +2 — Ya; + @—1),e; -...... ] 
— [2 — 2)oaı +» — Ya, + Ra — 20a; + ....: ] 
+ %n-3[(8 — 3)0@ 1 +(» —3),0,+ (2 —3),a, +... ] 


® . . . 4 ® * . ® 
{ . 


‚+ an41 
oder, wenn wir diese Reihen in vertikaler Richtung summiren: 
d+1 = [2-18 — 1). — ann — 2), + 93a 3% — : . . le, 
+ [rn-1(2 — 1), — nr — 2), + 79n-3(2 — 3), — : . + lea. 
+ [2n-1(2 — 1), — 2n-2(2 — 2), + 22n-3(2 — 3)2 — . -» le; 
+ mn+1 


Da nm 412, MmM2=N;,,...ist, so lässt sich jede der ein- 
geklammerten Reihen nach der bekannten Formel 
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n,—n,(n — 1), — 2,(2 dr + 2,0 3) — 


summiren, indem man #0, 1, 2, . . setzt. So hat man 


In ZRBtı 2,0, 0220, 4... RG | + Rn@n+ı. (3) *) 


Diess ist aber ganz das nämliche Gesetz, wie das in (#4) ausge- 
sprochene. Es gilt daher dasselbe für „+1, wenn es für Ö6,, 
bay... 0m richtig war; d. h. allgemein, da es für 1 gilt. 
Diese schon für sich bemerkenswerthe Transformation einer 
Reihe lässt eine fruchtbare Anwendung auf die Entwickelung ver- 
schiedener Eigenschaften der Binomialkoeffizienten zu. Kann man 
nämlich unabhängig von diesem Thheoreme irgend eine Funktion 
in zwei Reihen von den Formen (1) und (2) entwickeln, so kennt 
man die Koeffizienten @,, @,,... und Ö„41. Da diese zugleich 
die Gleichung (5) erfüllen müssen, so giebt diese eine Eigenschaft 
der Binomialkoeflizienten eines positiven ganzen Exponenten. Da- 
von einige Beispiele. N 





I. Es ist identisch I+2=(1-1,.7) (1-+%)? folglich 
Al T ı_ X I z 
lH eloT Hz also ‚wenn man‘ beide_Binome 
entwickelt: | 
? 1 re WE: u, 35813 
Era N PREVENT TERN AN 
ee ey IRB RE | 
= Ir kalt) he nen. Hera 
1.3.5.... (22 —]) 21 N.ıbi 
Tr] 
rn 2.2, 02 anal Fr a Fr 8 
Es sind daher die Koeffizienten 
1.3.35... Er —1) 1 | 1 11% 
In 2.4.6..2...@n) ’ 7ı nr MENT 
| EZ 
du ig 


und nach (5). - 


Inn euer 3. +1.3.5 


SEE CN TS ITN TERER 02 Von na a 24 Tanga )- 





Ill. Aus der «identischen Gleichung elods folgt 


1 | | he 
Log 7,5, = Log (+ 2)=Log (l— MR) und durch bei- 
derseitige Entwickelung:. E 


®) Dieses Theorem wurde mir ohne Beweis von Herrn Professor Kunze 
zu Weimar mitgetheilt. A 


DS 


BT 





maro: ’ dk FF :abiai 
Bu Er + a A 
I+rxr art u, di 
1 a ren er H>r>—1 
+1 
ee br 
also: 
1 1 1 1 
HH, LT a5 2,=_ pp uW=—ger::: 
und nach (6). 
Er 


e 1 1 1 | 
PT Were ED +33 7 gm Te. .eo (7) 


Diese schon bekannte Eigenschaft der Binomialkoeffizienten findet . 
sich gewöhnlich mit bei. der Integration logarithmischer Differen- 
ziale. Will man eimmal höhere Analysis zulassen, so kann man 
alle hier entwickelten Formeln sehr kurz mittelst bestimmter Inte- 


grale ableiten, auf welchem Wege sie,auch gelegentlich gefunden 
werden. 


IV. Eine. andere ähnlich gebildete Relation beruht auf der 
Summe der Reihe 


ehe 


| | | (8) 
-UEFHE on +-1>2.>-—1 


Um dieses S zu finden oldplearen wir die Reihe mit 1-+-., und 
erhalten so: 


(Ha) Staa gt 5 et. 


Huhn | +49 | —.. 
ö. 
nn Er +42 +42. 
mithin \ 
s— 1% (1—x) 
a; he in 


Ein zweiter Ausdruck für dieses S findet sich so. Es ist 


EL 
folk lich, wenn man noch mit 1+ x gasıdırk und‘ die en 
eihah verwandelt, 


I) 





I+ 


1 2—1,ı x _i_ı] 2 
RR gr + —- De ee 
Theil II. 29 
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Multiplizirt man noch a Werde von S mit .%, 50. konnt: 


le + 7)«* SE tale: 








AN De 22 — & 2. re 
en .?% a + are 


an —1 Mr; 
nl 
n (9 + .0 








Es sind daher die Koeffizienten: 


a1 1 1 Ä 1 
arte a,—=—-(1-5) al —tze 





On n °’ 
und 


an —1 1 1 1 
nr 1-3) +l-54+3)% | ah 
4 (9). 
! 1 1 1 
HZ re. 





vV. Ein Paar andere Reläticheh erieheR 'sich aus de beiden 
bekannten Reihen: | | 


1 
x Arctanz =” — zx* igs® a! 000.0... (10) 


2? EIER, Zu San, 
= Areas — (1 Fat ee 


11 
2,4687, (20), SH Bi ). 
3 IT Red) erh Ws 
Nehmen wir zuerst 3? —= x, so folgt 
"1 1 1 
x — ze ge 7er... 
> 7 
?—-+ ee 8 
IF st Se 3 
254.6. (a) x 
i 
ER Di.» aan ea Te 
also | 
EA, DIE He LEE 1 1 1 1 
InH3 5.7... en +1) 9 De Weis et  .: 
und 


a RAN) 


1 1 1 
ST RED TER A (12). 


2 x 





v1. Nehmen wir dagegen a —=— x, also "—— a 
so vertauschen (10) und er ihre Rollen und es wird: 
x—7% Be pe heraneen, 
x 
1. 


leerer her Ara + rn Da me 
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also 
1 N 2.4 
AT FR UV ap BunBe: 
und 
) ImR 2.4 2. Kuh 
Fr =Nn.—g% +3,57. —32.5,7%% —+...(13) 


was man als die Umkehrung der vorhergehenden Formel an 
sehen kann. | | 


XL. 
Berechnung: des Wheatstone’schen Versuches 


zur Bestimmung der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des electrischen Lichtes. 


> 


Von 
Herın J. Flesch 


Lehrer der Mathem. und der Naturwissensch. an der Realschule zu Düsseldorf. 


1. 


Eine breite Metallplatte, in Form eines Parallepipedon, mit zwei 
polirten Grenzebenen bewege sich um eine vertikale Achse, welche 
die Platte in der Mitte ihrer Dicke, den vier vertikalen Seitenflächen 
parallel, durchsetze. A (Taf. V. Fig. 6.) sei ein leuchtender Punkt, 
A4A0=«a seine Entfernung von der Drehungsachse, die in 0 auf 
der- Ebene der Figur senkrecht stehe; 98° der Durchschnitt des 
Metall- Doppelspiegels mit einer den leuchtenden Punkt enthalten- 
den Horizontalebene; A’ und A” die Bilder des leuchtenden Punk- 
'tes für die Lagen des Spiegels 08’ und 08”; es sei ferner der 
Drehungswinkel des Spiegels $’08”—o. Dann ist auch A’AA4’=a, 
und Ap=a cos a; folglich 44” = 2« cos 0; mithin ist 


r—®2a cos a... (Il) 


die Polargleichung der Kurve, welche das Bild des leuchtenden 
Punktes beschreibt, der Pol derselben der, leuchtende Punkt selbst. 
Auf rechtwinklige Coordinaten vom Anfangspunkt A und der Ab- 
seissenachse A% bezogen nimmt dieselbe die Gestalt 


ar 
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y°—2ax — 2°” .... (ll.) 


an, stellt also 'einen Kreis dar, dessen Radius # ist. Jeder Punkt 
einer leuchtendeu Linie wird also bei der Umdrehung eines ebenen 
Spiegels um eine durch seine Mitte gehende Achse einen Kreis 
beschreiben, dessen Radius gleich ist der Entfernung des Punktes 
von der Rotationsachse.. Ist die leuchtende Linie eine Grade und 
parallel der Umdrehungsachse des Doppelspiegels, so ist die von 
ihrem Bilde beschriebene Fläche ein senkrechter Cylinder, dessen 
Basis ein Kreis ist, der als Radius die Entfernung irgend eines 
leuchtenden Punktes von der Umdrehungsachse und zur Höhe die 
Länge der Lichtlinie selbst hat. Das Bild dieser Linie durchstreicht 
nach und nach alle Seiten der Cylinderfläche. Geschieht die Be- 
wegung des Spiegels so schneil, dass zu einer ganzen Umdrehung 
höchstens so viel Zeit erfordert wird, als der Lichteindruck auf 
der Netzhäut des Auges andauert: so sehen wir auf einmal alle 
Cylinderseiten, folglich die ganze Cylinderfläche, erleuchtet. Nen- 
nen wir das eben bezeichnete Maximum der Umdrehungszeit Z, so 
werden wir für die Umdrehungszeit #27 nur den %ten Theil der 
ganzen Cylinderfläche erleuchtet «sehen, welcher über die ideale 
Fläche eine progressive Bewegung hat. Wäre die Empfindung 
des Lichteindruckes im Momente des Entstehens augenblicklich 
auch wieder verschwunden; so ‚würden wir bei jeder beliebig schnel- 
len Bewegung des Spiegels immer nur eine leuchtende Seite der 
Cylinderfläche wahrnehmen, N 


2, 


Es sei nun (Taf. V. Fig. 7.) 42 =a der von dem leuchten- 
den Punkt zu durchlaufende, Weg, © dessen Geschwindigkeit, 
die Zeitdauer des Lichteindruckes; dann ist AM ==vt’ der Weg, 
den der leuchtende Puukt in der Zeit 7’ durchläuft; wenn derselbe 
also in M anlangt, erlischt sein.Eindruck in 4 und die leuchtende 
Linienläinge AM = vt’ scheint sich jetzt mit. der Geschwindigkeit 
v längs AB nach 2 hin zu bewegen; denn nach einer gewissen 
Zeit 2 hat der Punkt 4 den Weg v2 zurückgelegt und das vom 
Punkte A angerechnete, schon erloschene Stuck der leuchtenden 
Linie beträgt offenbar (— 7)v; folglich ist 

ve (T-tV!)v—=vt' 
die übrig bleibende leuchtende Linienlänge, also unabhängig von 
£. Für ’ 
!=0 y 


ist dieselbe auch —=0, und der leuchtende Punkt scheint sich also 
mit der Geschwindigkeit v, ohne eine Spur zu hinterlassen, von _4 
nach 2 hin zu bewegen. Es sei nun N 


v0 
und e die Rotationsgeschwindigkeit des Spiegels; dann hat nach 
einer gewissen Zeit 7 der leuchtende. Punkt den Weg | 
AM vi 
und der Spiegel den Bogen 
MN=.ct 


4a 


beschrieben ; folglich scheint der leuchtende Punkt durch die Be- 
wegung des Spiegels statt in M in N: sich zu befinden und den 
Weg AN durchlaufen zu haben, während er doch wirklich den 
Weg AM zurückgelegt hat. Seine scheinbare Geschwindigkeit 
auf dem Wege 4P zur wahren Geschwindigkeit auf dem eigent- 
lich durchlaufenen Wege _42 verbält sich wie - 


Vor ec: 
v 


EHRE) ; 


ist also grösser geworden. 
Ist nun aber 
Mer ">®, 

dauert also der Lichteindruck eine Zeit lang fort, so erscheint z. B. 
wenn der leuchtende Punkt in M anlangt, sein Bild in VW. Nun 
dauert aber der Lichteindruck in NM während 7 Sekunden fort; der 
Spiegel beschreibt während dieser Zeit den Bogen cz’, folglich be- 
schreibt auch das Bild des leuchtenden Punktes M von: N aus 
einen gleichen Bogen cz; Der leuchtende Lichtweg, welcher für 
?”=0 eine blosse Linie IP ist. wird also für >>0 ein Paralle- 
logramm sein, dessen andere Dimension folglich c7, gleich dem 
Produkte der Rotationsgeschwindigkeit in, die Zeitdauer des Licht- 
eindruckes ist; also unabhängig von v. 

- Es sei nun «& der Winkel, um welchen das Bild der leuchten- 
den Linie von der vertikalen Lage abgelenkt erscheint; dann ist 
offenbar 

EAN, % (IV) 
und hieraus ergiebt sich die Geschwindigkeit des. leuchtenden 
Punktes‘ | . 





alas. MLV-) 


vv . 
tang a ° 


Macht z. B. der Doppelspiegel in I Sekunde z Rotationen, so wird 
das Bild eines leuchtenden Punktes in derselben Zeit 22 Kreisum- 
fänge durchlaufen; ist der Radius des Kreises —r, so ist also der 
in 1 Secunde von dem Bilde des leuchtenden Punktes beschrie- 
bene Weg 





ce — Anar 
und dieser Wertb, in die Formel (V.) substituirt, gibt 
Annr 
re: (V1.) 
3. 


Aus dieser Gleichung geht hervor, dass unter übrigens gleichen 
Umständen die zu bestimmende,. Geschwindigkeit des leuchtenden 
Punktes um so grösser ist,.je weniger sich das Bild seines Licht- 
weges von der vertikalen Lage entfernt., Bliebe letzteres bei jeder 
beliebig grossen Rotationsgeschwindigkeit des Metallspiegels und 
jeder möglichen Entfernung der leuchtenden Linie von der Um- 
drehungsachse stets senkrecht, so könnte die gesuchte Geschwin- 
' digkeit nur unendlich gross sein. Da aber eine absolut unendliche 
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Geschwindigkeit in der Natur kaum denkbar ist, so muss in jedem 
‚besondern Falle eine, wenngleich für unser Auge selbst nicht wahr- 
nehmbare und für unsere Instrumente nicht messbare, Abweichung des 
leuchtenden Bildes von der normalen Lage nothwendig vorkanden 
sein; und es wird nunmehr blos darauf ankommen, durch eine ge- 
schickte Wahl der bedingenden Umstände dieselbe möglichst gross 
zu machen. Dieses erreicht man aber in vorliegendem Falle, wie 
Formel (VI.) zeigt, wenn man z und r, d. h. die Umdrehungsge- 
schwindigkeit des Spiegels und die Entfernung der leuchtenden 
Linie von der Rotationsachse so gross nimmt, als es angeht. Will 
es aber dennoch nicht gelingen, eine merkliche Abweichung des 
Bildes von der vertikalen Lage mit Bestimmtheit nachzuweisen, 
und weiss man ausserdem, dass ein gewisser Deklinationswinkel 
«» den Messungen nicht entgehen könnte: so hat man wenigstens 
ein Maximum, welches die wirklich vorhandene Abweichung nicht 
erreicht, und hieraus. ergiebt sich mittelst der Gleichung (VI.) 
ein Minimum, welches die verlangte Geschwindigkeit nothwendig 
übertrifft. Es ist dieses dasselbe Verfahren, wozu man bei Unter- 
suchung der Phänomene der Natur so oft seine Zuflucht nimmt, 
wenn direktere Wege noch nicht zu Gebote stehen, so z. B. bei 
Bestimmung der Parallaxe und Entfernung der Fixsterne. 


4. 


Bekanntlich hat Wheatstone, dem wir so manche sinnreiche 
Versuche im Gebiete der Näturwissenschaften verdanken, die im 
Vorhergehenden besprochene Idee zuerst angeregt und zur Bestim- 
mung ‘der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Electricität benutzt. 
Denkt man sich nämlich die Lichtlinie A (Art. 2.) erzeugt durch 
einen elektrischen Funken, der zwischen zwei senkrecht über ein- 
ander liegenden Metallkugeln von 4 nach 2 überspringt, lässt je- 
doch im Uebrigen Alles ungeändert und giebt nun jeder der bei- 
den Kugeln eine Entfernung »—4 Meter von. der Umdrehungsachse- 
und dem Doppelspiegel eine Geschwindigkeit von 2==50 Rotatio- 
nen während 1 Zeitsekunde: so ist also 


_., Annr __ 800 .3,1415926 « 
| 9 ange tang @ 
Der Winkel « der Abweichung des leuchtenden Bildes von der 


vertikalen Lage ist durch direkte Messung zu ermitteln. Hier fol- 
gen einige correspondirende Werthe von @ und v. 





Für —30' ist nämlich v—= 38 geographische Meilen 
a—=20 - _ v= 38 - = 
0==10’ = > vu. 116 - | _ 
ed - 2:0 Al ” N 
eV... 00-1164 ä hi 
@==30" - - v—— 3328 _ % 
«a—=10" - - v— 6980 ° nd & 
a” - - 9—69800 L g 


die geographische Meile zu 7420 Meter gerechnet. Dieses’ ist Re- 
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sultat der Rechnung; der Versuch aber zeigt unter den angeführ- 
ten Bedingungen das Bild der leuchtenden Linie vollkommen ver- 
tikal, was uns also zu dem Schlusse berechtigt, dass die Ge- 
schwindigkeit des elektrischen Lichtes ausserordentlich gross sein 
ınüsse, so dass wir auf diesem Wege nicht im Stande zu sein schei- 
nen, dieselbe numerisch zu bestimmen. Wheatstone hat deshalb 
diesen Versuch dahin abgeändert, dass er dem oben beschriebenen 
Spiegelapparate ‚6 gleich ‘grosse, auf derselben’ Vertikallinie befind- 
liche, Metallkugeln gegenüberstellt (Taf. V. Fig. 8.), von denen 
die erste z mit der äusseren Belegung eines geladenen Condensa- 
tors, z. B. einer Leidener Flasche, die beiden folgenuen d und c, 
so wie d und e, aber durch 2 Messingdrähte von gleicher und mög- 
lichst bedeutender Länge mit einander verbunden sind. In dem 
Augenblicke nun, wo man die Kugel / mit der inneren Belegung 
der Flasche in Verbindung setzt, zeigen sich 3 elektrische Funken, 
welche von & nach 6, von € nach d und von e nach f übersprin- 
gen. Jeder derselben bildet eine senkrechte Lichtlinie, deren Bild 
vollkommen vertikal erscheint: Das Auge erkennt die 3 Funken 
als gleichzeitige, aber der Spiegel zeigt durch Reflexion die Bilder 
der beiden äusseren in derselben Vertikallinie, das Bild’‘des mittle- 
ren hingegen merklich von dieser Linie entfernt. Hieraus schlie- 
ssen wir, dass die beiden äusseren Funken genau in demselben 
“ „Augenblicke überspringen, der mittlere dagegen um eine nicht zu 
vernachlässigende Zeitgrösse gegen die andern verspätet ist. Und 
dieser Zeitraum ist offenbar derselbe, den die Electricität gebraucht, 
um einen der beiden Metalldrähte ge = dhe==p Meter zu durch- 
laufen. Misst man nun den Bogen ce’ ==g ‘Meter, den während 
derselben Zeit der Spiegel durchlaufen, so findet’ man die gesuchte 
Geschwindigkeit des elektrischen Fluidums durch die Proportion 


v:Anur —=P:G; . 
folglich ist 
v— —. Meter. (VII.) 


Auf diesem Wege fund Wheatstone, dass die Electricität auf 
einem Messingdrahte von 0,002 Meter Dicke mit einer Geschwindig- 
keit von ungefähr 460000000 Meter—62000 geographischen Meilen 
in 1 Secunde, also bei weitem schneller_als das Licht, sich fort- 
pflanze. Man vergleiche I,am& Cours de physique de l’ecole poly- 
technique. 717. | 

Ich weiss nicht, ob ich mich täusche; aber mir scheint dieser 
Versuch ein nicht unwichtiges Element zu Gunsten der Symmer’schen 
Hypothese über ‚die Elektrieität zu enthalten ;; denn.die Gleichzeitig- 
keit: der beiden-äusseren Funken,und die Verspätung des mittleren 
gegen ‚jene, so wie überhaupt die Symmetrie der Erscheinung, von 
der Mitte aus betrachtet, scheinen auf zwei verschiedene, einander 
gegenseitig entgegenströmende und in der Mitte sich neutralisirende 
Fluida. hbinzudeuten; — jedoch sei diese alte Streitfrage Männern 
von gediegenerem Urtheil übergeben. { 
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Pr) 


XLI. 
Mathematische Bemerkungen. 


Von 
Herrn J. Flesch 


Lehrer der Mathem. und der Naturwissensch. an der Realschule zu Düsseldorf. 


Es seien a, und e die drei Seiten eines Dreieckes und der 
Kürze halber 
a+b +-c—=%x, 
so ist der Inhalt des Dreieckes 
J—V uu—a) (v—L) (u— e). 
Bezeichnet man nun die Radien derjenigen drei Kreise, von de- 
nen der erste mit dem Dreieck gleichen Inhalt, der andere gleichen 


Umfang hat; und der dritte demselben eingeschrieben ist, respective 


durch z, @ und og’, so hat man zur Bestimmung dieser drei Grössen 
‚bekanntlich die Gleichungen 


| 
—_ Yulw-a) («=M we) 


° 


u 
== — und 
ST 


‚_V@-a) (u—b) (u—e) 


u 


> BD 


und hieraus folgt 
r?.==iop'. 
Der Radius desjenigen Kreises, welcher mit einem Dreieck 
gleichen Inhalt hat, ist also die mittlere geometrische Proportionale 
zwischen den Radien derjenigen beiden Kreise, von 'denen der eine 


mit dem Dreieck gleichen Umfang hat, der andere ' demselben ein- 
geschrieben ist. | 


Es sei P eine durch eine Parallelebene mit der Basis abge- 


stutzte zseitige Pyramide, 3 und 5 ihre Grundflächen und % ihre 
Höhe, so ist 


445 


P—=:}B-+0+-V Bi} (1) 
Denn zerlegt man dieselbe in z dreiseitige Pyramiden, so hat 


man (Elements de g&ometrie par Legendre liv. VI. prop. 21) unter 
ähnlichen Bezeichnungen folgende Gleichungen: 


p —ıP +% +VBTV,, 


En 


"HB + +/PVv, .@ 


all —— SB" 4" +V B"VN u. Ss. w. 
mithin : ' | 
P-+p"+p"+ete.— 2 B+B'+B"+ ete.)—+-{2’-+2’-+- "+ ete.) 
+(V BO+-VBVW+V B"V” + ete.)} (3) 
Nun aber ist offenbar | | 
p+p"+p"—+ete.—=P 
B'-+ 2" + B"-+ret.=DB 
2’ +0" + 1" + ete. —=b 
‚folglich ist 
— I; B+i+V BU BV + vB"W + etc.)}. (4) 
Es muss also noch gezeigt werden, dass 
VBt—=V(B + B"+ B” etc) +0" 0” etc.) 
—VBVU+-V PW”+-V B"V" + etc. (5) 
Aber 
2 = . ER = ete.,, mithin (Archiv. Th. I. S. 292.) ist auch 
B-+-B2B" + Bi... 
SE TE 
wenn man beiderseits mit (4 —+- 2" +- 2" + etc.)? multiplizirt, 


B' 
7 und 


(B’+2"’+-B"+ete.) (U+0 40” Leto.) AV +V-H0" +ete.)?; also 
V(B+B’+B”-ete.) (+0 0” Hete.)—=(d’ +0" 0” etc.) .B 
b 
=VBU+VBW+V B’V" + ete., 
Bir. RR. V& ee 
da V2= una pr —ete. 
Es gilt also dieser merkwürdige Satz (1), welcher in den Lehr- 


büchern der Geometrie gewöhnlich nur für dreiseitige Pyramiden 
bewiesen wird, für jede beliebige Anzahl von Seitenflächen. 


ne — 
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XLH. 


Miscellen. 


In Nr. 446. der astronomischen Nachrichten hat Herr 
Thomas Clausen eine sehr bemerkenswerthe Auflösung des irre- 
dueiblen, Falls bei den -cubischen Gleichungen durch die; Ketten- 
brüche gegeben, welche ich im Folgenden mittheilen, und mit eini- 
gen zur strengen Begründung dieser schönen Methode mir nöthig: 
scheinenden Zusätzen begleiten werde, 

Die gegebene cubische Gleichung sei 

x’ — nac—I=d, 
wo @ und 5 positive Grössen sind, und 274? —< Aa? ist. In diesem 
Falle hat die Gleichung. drei reelle:Wurzeln, von denen jederzeit 
die eine positiv ist, die beiden andern negativ sind, welches am 
einfachsten aus der bekannten Lösung dieser Gleichung durch die 
goniometrischen Formeln ‚erhellet,; welche wir daher hier im Kur- 
zen recapituliren wollen *): | | 

Man bestimme den zwischen O und !x liegenden Bogen 9, 
welcher der Gleichung 


331 /3 
cos Pe vi 


genügt, welches immer möglich- ist; dann sind 


2cos 4y. v3, — 2cos 4{r-+-p). V#. — %cos 47 —9). V: 
die drei Wurzeln der gegebenen Gleichung. 
Setzt ınan nun 
e=yV$ und 2O9-e, 
so verwandelt sich die gegebene Gleichung, wie man leicht findet, 
in die folgende: SR. ; i 
y—I3y— :c—N. 
Weil 275? < Aa® ist, so ist 
IL I <1, 
und folglich auch ib o 


®) M. s.u. A. meine Elemente der ebenen, sphärischen und sphä- 
roidischen Trigonometrie. Leipzig, 1837. S. 325. 
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undhan Sa 
Er r d. ı. 77, 
woraus sich leicht ergiebt, dass die Gleichung 
yE —I3y— ec —0 


auch zum irreduciblen Falle gehört, und daher drei reelle Wurzelu 
hat, von denen die eine positiv ist, die beiden andern negativ sind, 
welches übrigens auch unmittelbar aus der Formel 


[2 


geschlossen werden kann, da x nur einen reellen positiven Werth, 
und zwei reelle negative Werthe haben kann. Setzt man jetzt 


8 \yire : 
ut nee 
vl 
und führt dies in die obige Gleichung für y ein, so erhält man zur 
Bestimmung von y, nach leichter Rechnung die Gleichung 


Y°—3Iyı Eye ß 
oder, wenn man zirahR | 
Ic 
nf = 
setzt, die Gleichung 





EC; 


Yyı° —3y, 2, =). 


Da nach dem Obigen e<<1 ist, so ist offenbar auch e, < 1, und 
die vorhergehende Gleichung gehört folglich wieder zum irreduci- 
blen Falle, so dass also auch %, drei reelle Werthe hat, von deneu 
der eine jederzeit positiv ist, die beiden andern negativ sind. ‚Setzt 


man nun ferner 
l-fec, 
2) = 


yı=1+ | 
und führt dies in die obige Gleichung für y, ein, so erhält man 
ganz wie vorher zur Bestimmung von %, die Gleichung 


l-+-cı 
Yı’— 3Yı —?2 nn = j 
oder wenn man 
l+cı, 
——_c, 


setzt, die Gleichung 
Y:’— ya — %,—. 
Weil nach dem Vorhergehenden ce, <1 ist, so ist offenbar auch 


ce, <1l, und die vorstehende Gleichung gehört folglich wieder zum 
irreduciblen Falle, so dass also y, drei reelle Werthe hat, von de- 
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nen der eine positiv ist, die beiden andern ‘negativ sind. Wie man 


auf diese Art immer weiter gehen kann unterliegt keinem Zweifel. 
Setzt man also 





APEIE 
} ze 
L-+e 
0) —(C;, 





U.:8. W. 


l1-+- con 
7577 ZCn 


[2 


und lässt jetzt 
Yı Yır Yıyı Ysı +» - + Yn 
die reellen positiven Wurzeln der Gleichungen 


y:—3y— le —(0, 
Yy°—3Yı — 2, =), 
®: — 39, — 2c, =, 
_ — 3y, — 2c, =, 
U. SS. W. 
Yn? — 3Yn — 2Cn —V 


bedeuten, was oflenbar verstattet ist; so ist nach dem Vorher- 


gehenden 
yalr 
b 
—— 1 —, 
Yı cr Y. 
2C, 
Yy, F-+- Y;' 
u.8Ww w 
UYUn—ı = 1+ - 
folglich 
| 2c, 
yzl-+- —- %, 
Lalac a 
’ + Is is, De 
Ru 1 Ich 
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Weil nach dem Vorhergehenden €,, €2, Ess €, ...€n und auch 
Yn, wie gross man auch » annehmen mag, lauter positive Grössen 
sind; so ist, wenn man e 
2C 
—1-+ —— ?e, 
N ehe 
I+— 





l+... 


setzt, nach der Theorie der Kettenbrüche % zwischen jeden zwei 
einander benachbarten Partialbrüchen des Kettenbruchs auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens als Gränzen enthalten, und 
dieser Kettenbruch kann also zur annähernden Berechnung von % 
sehr zweckmässig gebraucht werden.. .Hat man aber auf diese 
Weise % gefunden, so erhält man ferner mittelst der Formel 


R i Br [77 


sehr leicht die reelle positive. Wurzel, welche die Gleichung 


Y 


x: — ax —b=0 


im irreduciblen Falle jederzeit haben muss. 
Zur ‚Berechnung der Zähler und Nenner 
Mo, My, M;, My, May Moyer «5 
TR Ta Ras Basen | 

des oben für % gefundenen Kettenbruchs hat man nach der Theorie 
der Kettenbrüche bekanntlich die folgenden Formeln: 

2, —1, i 

mn, —1-+-2c,; 

m, m, + %,mo, 

mn, —m, + 20,7, , 

m, —=m;, + ?2c,m;,, 


m, —m, + 20,M;,; 


"us 8.'W 
und 
1, 
N m 


2, —n, + 20.020 
N, N, + 26,0, 
2, —=n, + ?C,n,, 
W—n, + Renz. 
u, s, W. 
Setzt man 
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My — 26, „Ma; 
m, —%C, . 26, .Mz, 
m, RE RC NR, May 
MER TS ECHERE RE u es 
Im ZEIT EC, © 20, RC IR 
BE a PT RN FT 
- da ykerla th Dia, 


so ist nach dem Vorhergehenden 


. 2C, .(u, +0;); 

. %c, . 20, .(W; +,), 

. 203.20; .2c,. (ut Ms); 

. 20, 20, » 2c, 2c, (us HM) 
u.5 w. 


m; —2c, 
IN 20, 
m,=—26, 


Mir 


und folglich, wenn man ‚diese Ausdrücke von 7%,, 72;, May Mys +... 
mit den vorhergehenden Ausdrücken derselben Grössen vergleicht, 


offenbar: de 
20. mM =Wm; HM; 
20, m; MM 
2... = +, 
206, . Mr =Ms Me; 
u. Ss. w. x 
folglich 


_—_ Mel; 
u, Rp; ’ 


Te 


y — 


en 
were 
Ys 


OR ET 


2C, 


’ 
’ 


Mb; 


HR. W. ; 
Weil nach dem Obigen offenbar 


_1+2e, ; \ 
hi 20 «20a 





ı 
1423 2? MW; 


ist; so ist, wenn man 4, —(, #, —1 setzt, 





_ dp ZeMiele - 
Mate PR  M, — 2Cz = 


Setzt man auf ähnliche Art 
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\ 


a, —R%, sHah 

n, 2%, - Hyd) 

n, — U, U, u RC, It 

na, — ah le, 720, 2, Vin 

1, a Do Re CH Yos 

BI, » Der v2c, 2 Rca.: 86, 2 Vs 
us w. 


so ist nach dem Obigen! 


n,=2c0, .20,.. (.-4+-7,) 
n, = %ı, 2, : 20.9; + V.) 
2, — % Rz. Be; 20. FVe)) 
nei. Be, »2c, 22ez der: +9); 
u. S. w. | 
und folglich | 
7 Piper 4 0 1 760 
20, N 9 tv 
De vv, -+-v,, 
ROSE NV, —», ey, 


\ u. Ss. w. 
also 
9-4, 
ag 26; b) 
i # _Y-+r 
are; 20, b) 
an HM FI 
er 2c, ’ 
BL Did 
Wear 
5 u. 5, WW. 
Weil nach dem Obigen offenbar 
| 
MT Na Bee, 
ist; so ist, wenn man », =], v, —0 setzt, 
y I Yan a 1,91 me Ya 
R SF 2C, 


Ueberhaupt hat man also zur Berechnung der Grössen 
Wo, Mıs May Way Was Mayer e5 
Vo; Vı> v7, V;, Va V,;, .o... 


die folgenden Ausdrücke: aha | 
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wen; 
w=l, yeml \ 
—_ Kot: a m 
WU. — 2: ’ Vz FR ” 
| Mille . _ Yıcbrn 
us = Ro, e) v,— 2C, ’ 
EN 2 Ya med! Ya -bPY 
BETT ENG 2%, ° 
| m HtHa Y;,t+VYı 
ar \B Der 
| _ Mt; vr 
Us — x, I’ es 
U. Ss! W. u..8.W 


Hat man auf diese Weise die ‚in. Rede ‚stehenden-Grössen berech- 
net, so sind die Partialbrüche des oben für 4 gefundenen ‚Ketten- 
bruchs offenbar nach der Reihe: | 


Mala Ha U; Me 


9 ’ 9’ 


„a0 oo, © 


Clausen hat seine Methode erläutert und ihre Zweckmässigkeit 
nachgewiesen an dem aus dem Mathematischen Wörterbuche. 
Thl. I. S. 390. entlehnten Beispiele | 


x? — 2100 = — 24000 —= 0, 
wobei wir jedoch hier nicht länger verweilen wollen, da die Rech- 
nung nach den obigen Formeln keine Schwierigkeit hat. 

Nach dem Obigen sind«die.Grössen £, €, Cay Ezy Case... 
sämmtlich kleiner ‚als die Einheit. Leicht kann man aber auch 


zeigen, dass dieselben fortwährend wachsen, und sich.daher der 
Einheit immer mehr und mehr-nähern. «Es ist nämlich überhaupt 


N WE 
En+1 = V au» 
und folglich , Sr 
CnHl __ L--CH 1 1 
— v= 7 own —— — a. 
Cn Icn R 2cn 2cn? 


Weil nun m <1, also auch cz? <1 ist, so ist 2c„ <2, so wie 
2cn? <?2, und folglich, ai 


1 ) 1 1 











Zeh 
also PN ! | 
1 I! 1 y ann | OR 6 
a it | 
cn Tr im 7 I, Zen y 2Cn? > I, 


d. i. nach dem Vorhergehenden 


Cn+1 D 
Far —>1 oder ca+1 > Cn; 


wie behauptet wurde. | G. 


The. 





ET UT I TEE TEE 


FALL, 
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